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Avant-propos

de l’Élasto-plasticité au Calcul à la rupture...

Ce titre peut surprendre par sa contradiction avec la chronologie historique. En
effet, l’existence d’un niveau maximal de sollicitation au-dessus duquel les matériaux
de structure subissent des dommages mécaniques graves allant même jusqu’à la rup-
ture est une évidence qui a toujours été prise en compte par les bâtisseurs, d’abord à
travers la tradition et les règles de l’art, puis par la mise en œuvre de méthodes de
calcul dont la formulation a précédé l’établissement des théories de l’élasticité et de
la plasticité. Du point de vue pédagogique, il n’y a non plus aucune nécessité de faire
précéder la présentation de la théorie du calcul à la rupture d’un exposé de l’élasto-
plasticité. Une bonne maîtrise de la statique des milieux continus ou des structures
est le seul prérequis pour la compréhension et la mise en œuvre du concept de calcul
à la rupture tandis que le principe des puissances virtuelles est le seul instrument
nécessaire à la dualisation qui aboutit au point de vue cinématique de la théorie.
C’est d’ailleurs la raison pour laquelle le calcul à la rupture fournit des exemples gra-
tifiants pour la mise en œuvre de ces notions de base dans les ouvrages classiques de
mécanique des milieux continus.

L’approche adoptée ici s’adresse à un lecteur déjà familier de la mécanique des mi-
lieux continus et de l’analyse des systèmes en thermoélasticité. Naturellement conduit
à sortir de ce cadre en pénétrant dans le domaine du comportement élasto-plastique
des matériaux, on se propose, dans une première approche limitée à la théorie classique
en petites perturbations, d’établir de façon phénoménologique à partir des constata-
tions expérimentales la formulation de ce comportement. On en étudie le transfert
au niveau global du comportement d’un système avec la rigueur permise par les
théorèmes établis pour la solution du problème d’évolution élasto-plastique quasi-
statique en petites perturbations (existence, unicité, ...). Ce passage du local au global
concerne de façon immédiate l’analyse du comportement des structures, ouvrages et
autres systèmes mécaniques macroscopiques soumis à des histoires de chargement.
Il trouve aussi une application dans la démarche courante dite micro-macro pour la
formulation du comportement des matériaux à microstructure.

Cette première partie traite tout à la fois le cas général du matériau écrouissable et
le cas particulier du matériau parfaitement plastique dans l’hypothèse de la plasticité
associée. On y établit que le comportement du système est lui-même élasto-plastique
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associé et qu’il manifeste un phénomène d’écrouissage global qui est dû à l’éventuel
écrouissage propre du matériau et à l’incompatibilité géométrique des déformations
plastiques des éléments constitutifs. Le cas du matériau parfaitement plastique pré-
sente quelques propriétés particulières. Outre la possibilité de solutions non uniques
au niveau local mais en règle générale sans conséquence observable au niveau du com-
portement global du système, on met en évidence l’existence des chargements limites,
bornes supérieures des chargements supportables par le système, au-delà desquels
aucune solution n’existe pour le problème d’évolution et qui correspondent, d’une
manière ou d’une autre, dans le cadre d’hypothèses adopté, à la ruine plastique du
système.

Les chargements limites fournissent l’articulation naturelle de l’exposé vers la
deuxième partie consacrée au calcul à la rupture.

On constate en effet que leur existence n’est due qu’à la limitation imposée aux
efforts intérieurs dans le système par le critère de parfaite plasticité du matériau
constitutif. Ainsi, quelle qu’en soit l’origine physique, voire réglementaire, toute li-
mitation assignée aux efforts intérieurs implique l’existence de chargements au-delà
desquels l’équilibre du système n’est pas compatible avec la résistance du matériau.
La définition et la détermination de ces chargements extrêmes ne font appel qu’à
l’écriture de cette compatibilité mathématique entre les équations de l’équilibre et
les inéquations de résistance. C’est le fondement de la théorie du calcul à la rupture,
dont les méthodes exploitent la condition de compatibilité mathématique par voie pri-
male (méthode statique) ou par voie duale (méthode cinématique) en s’appuyant sur
quelques propriétés simples de convexité. La présentation ainsi donnée de cette théorie
aboutit à une formulation unitaire qui permet de regrouper les divers raisonnements
historiques utilisés par les bâtisseurs et qui apporte aux ingénieurs les fondements
de nouvelles méthodes de mise en œuvre mettant à profit les possibilités actuelles
du calcul. La question de la pertinence, du point de vue des applications pratiques,
des chargements ainsi déterminés demeure dépendante de la connaissance complète
du comportement du matériau constitutif et de celle de l’histoire de chargement du
système. L’expérience acquise dans le cas de la plasticité parfaite et associée apporte
toute l’assurance d’une réponse mathématique. En fait, le recours aux méthodes du
calcul à la rupture déborde largement ce cadre d’hypothèses très précis en s’appuyant
sur des conditions de pertinence à caractère plus physique, validées par l’expérience.
Il en va ainsi dans l’approche réglementaire de la sécurité aux états limites ultimes
dont la théorie du calcul à la rupture constitue le socle fondamental.

Le caractère didactique de cet ouvrage d’introduction écarte tout objectif d’ex-
haustivité. Ainsi, pour l’élasto-plasticité, on n’y trouvera aucun développement relatif
aux théorèmes d’adaptation ni aucune précision sur les méthodes employées dans les
logiciels de résolution. Pour le calcul à la rupture, les détails des diverses méthodes
mises en œuvre dans la pratique pour les milieux continus tridimensionnels, bidi-
mensionnels, pour les systèmes de poutres, pour les plaques,..., sont exposés dans de
nombreux traités classiques : la théorie générale en montre l’unité, souvent occultée
par des présentations disjointes.
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En bref���

La formulation classique du comportement élasto-plastique d’un milieu
continu se place dans l’hypothèse de la transformation infinitésimale. Ce
modèle de comportement écarte tout effet de vieillissement du matériau
et de viscosité (section 1).

Le comportement du matériau est entièrement déterminé par l’évolu-
tion de son état de contrainte local, définie par un trajet de charge pour
le tenseur des contraintes de Cauchy dans l’espace R

6.

Le premier concept fondamental est celui de domaines d’élasticité.

Le domaine initial d’élasticité est engendré par l’ensemble de tous les
trajets de charge issus de l’état initial naturel le long desquels le compor-
tement de l’élément de matière est continuellement élastique. Ce domaine
est habituellement convexe. Lorsque le trajet de charge sort pour la pre-
mière fois de ce domaine, un phénomène physique nouveau se superpose
à celui de la déformation élastique. Ce phénomène, qui correspond à la
déformation plastique, est irréversible : il n’est activé que si la charge de
l’élément de matière se poursuit ; en cas de décharge, seule la déformation
élastique évolue.

L’état de charge de l’élément de matière est déterminé par la valeur
actuelle du tenseur des contraintes σ et par le trajet de charge suivi pour
l’atteindre à partir de l’état initial naturel. On définit, dans un état de
charge donné, le domaine actuel d’élasticité du matériau : il est engendré
par l’ensemble de tous les trajets de charge issus de cet état le long desquels
le comportement de l’élément de matière est à nouveau continuellement
élastique. Ce domaine est, lui aussi, habituellement convexe. Il sert de
référence pour la définition des concepts de charge de l’élement de matière
(trajet « sortant ») qui correspond à un arc de charge « croissant », et
de décharge (trajet intérieur).

L’évolution du domaine d’élasticité le long des arcs de trajet de charge
croissants traduit le phénomène physique d’écrouissage.

Il est commode, pour décrire mathématiquement les domaines d’élasti-
cité, d’introduire la fonction de charge qui est une fonction scalaire du ten-
seur des contraintes de Cauchy, paramétrée par l’état d’écrouissage. Elle
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définit, dans un état d’écrouissage donné, le critère de plasticité, équation
de la frontière du domaine actuel d’élasticité, tandis que charge et dé-
charge sont distinguées par le signe du taux de variation de cette fonction
(section 2).

Le deuxième concept fondamental est celui de règle d’écoulement plas-
tique. Il s’agit de l’expression du taux de déformation plastique, partie
irréversible du taux de déformation de l’élément de matière, en fonction
du taux de contrainte dans l’état de charge considéré : la loi de compor-
tement élasto-plastique est incrémentale. (section 3).

Le principe du travail plastique maximal est une propriété d’extrémalité
caractéristique de la dissipation plastique. Il implique, outre la convexité
du domaine actuel d’élasticité, la normalité du taux de déformation plas-
tique vis-à-vis de ce domaine (section 4).

Il permet aussi d’expliciter la règle d’écoulement plastique du matériau
qui met en évidence une propriété essentielle, validée par l’expérience : le
taux de déformation plastique n’a qu’une dépendance scalaire vis-à-vis du
taux de contrainte. Celui-ci n’intervient qu’à travers le taux de variation
de la fonction de charge (section 3).

L’évolution de l’état d’écrouissage du matériau est concomitante à celle
de la déformation plastique. Elle fait l’objet de la règle d’écrouissage co-
hérente avec l’écriture de la fonction de charge (section 2).

Pour certains matériaux le phénomène d’écrouissage est absent ou peut
être négligé. Le modèle de comportement correspondant est élastique et
parfaitement plastique. Le domaine d’élasticité est unique. En revanche la
règle d’écoulement laisse le taux de déformation plastique indéterminé par
un facteur scalaire arbitraire non négatif (sections 2 et 3).

Le modèle de comportement élasto-plastique, avec ou sans écrouissage,
s’exprime de la même manière en variables généralisées. Il s’applique ainsi
notammment aux milieux curvilignes sous sollicitation uni- ou multidi-
mensionnelle. Il s’applique également au comportement des systèmes
(section 6).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

Chapitre I – Le comportement élasto-plastique infinitésimal 11

Principales notations

Notation Signification 1ère formule

σ0 limite initiale d’élasticité en traction simple figure 1

εp déformation plastique § 2.1

C domaine d’élasticité initial § 2.2

f fonction de charge (2.1)

E état d’écrouissage (2.3)

C(E) domaine d’élasticité actuel (2.3)

ḟE taux de variation de f à écrouissage fixé (2.5)

α paramètre de l’écrouissage isotrope (2.10)

α̇ célérité de la surface de charge (2.12)

α paramètre de l’écrouissage cinématique (2.13)

I1, I2, I3 invariants de σ (2.18)

σ1, σ2, σ3 contraintes principales (2.19)

σ0 limite d’élasticité en traction simple (2.19)

(critère de Tresca)

s déviateur de σ (2.24)

J2, J3 invariants de s (2.26)

k limité d’élasticité en cission simple (2.27)
(critère de von Mises)

τmax cission maximale (2.33)

τoct cission octaédrale (2.34)

σI , σII , σIII contraintes principales ordonnées (2.36)

C, φ cohésion, angle de frottement (2.38)
interne (critère de Coulomb)

R rayon du cercle de Mohr (2.41)

−p abscisse du centre du cercle de Mohr (2.41)

σ, τ contraintes normale et tangentielle (2.43)
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Principales notations

Notation Signification 1ère formule

E module d’élasticité en sollicitation uniaxiale (3.4)

Et module tangent en sollicitation uniaxiale (3.5)

M module d’écrouissage en sollicitation (3.6)

uniaxiale
∂Ef sous-différentiel de f à écrouissage fixé (3.11)

Λ tenseur des complaisances élastiques (3.13)

de taux de déformation élastique (3.13)

dp taux de déformation plastique (3.14)

λ̇ facteur de proportionnalité dans (3.19)(3.20)

la règle de normalité
M(σ, E) module d’écrouissage dans la (3.27)(3.29)

règle d’écoulement

ψC(E) fonction indicatrice de C(E) (4.11)

D dissipation plastique (4.13)

π fonction d’appui de C (4.17)

[[ ]] symbole de la discontinuité (4.34)

δΣ mesure de Dirac sur Σ (4.35)

β paramètres de flux associés aux (5.15)

paramètres d’écrouissage α

Q efforts généralisés (6.1)

Q chargement d’un système (6.28)

F fonction de charge (6.1)

q̇ taux de déformation (6.9)(6.28)

q̇el taux de déformation élastique (6.9)

q̇an taux de déformation anélastique (6.9)

Λ tenseur des complaisances élastiques (6.10)(6.29)
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Principales notations

Notation Signification 1ère formule

M moment de flexion (6.19)

χ̇ taux de courbure (6.19)

Me moment limite initiale d’élasticité Figure 42

Mp moment limite plastique Figure 42

N effort normal (6.21)

ε̇ taux d’extension (6.22)

q̇r taux de déformation résiduelle (6.29)
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Le comportement
élasto-plastique infinitésimal

1 Présentation du modèle

Le schéma élasto-plastique pour le comportement des matériaux, dont la pré-
sentation fait l’objet de ce premier chapitre, a été initialement élaboré à partir de
constatations expérimentales relatives au comportement tridimensionnel des métaux.
Les domaines d’application de cette modélisation débordent maintenant ce cadre. On
résout actuellement, par voies analytiques ou numériques, des problèmes d’élasto-
plasticité en calcul des structures (structures réticulées, structures à barres fléchies),
des plaques et coques métalliques, et l’on utilise aussi ce modèle pour l’analyse de
structures en béton ou d’ouvrages de géotechnique.

On se propose, dans la suite, d’exposer le modèle de comportement élasto-plastique
classique, construit en se plaçant dans l’hypothèse de la petite transformation. Ce
modèle, dont la présentation est maintenant bien acquise, demeure le schéma plastique
le plus fréquemment utilisé dans les applications ; il convient toutefois de signaler que
des travaux de recherche effectués au cours des trente dernières années ont abouti à la
mise sur pied, de la théorie de l’élasto-plasticité en transformation finie (entre autres :
Lee, 1969 ; Teodosiu, 1970 ; Mandel(1), 1971, 1973 ; Zarka, 1973 ; Brun, 1992).

Le modèle de comportement élasto-plastique classique laisse de côté, en ce qui
concerne la plasticité, tout effet de vieillissement et de viscosité du matériau. Du
point de vue des formules mathématiques par lesquelles on représente le comportement
plastique, cela implique :

1o – en conséquence de l’absence de vieillissement, l’invariance par translation
sur la variable temps ;

2o – en conséquence de l’absence de viscosité, la réponse (déformation) du matériau
à la variation élémentaire de sollicitation (contrainte) effectuée à un instant donné,
se produit en totalité simultanément à cette variation et est indépendante de la
vitesse avec laquelle celle-ci est effectuée : il y a donc invariance des formules
exprimant le comportement par homothétie positive effectuée à chaque instant
sur la variable temps.

Il résulte de cela que les formules exprimant le comportement élasto-plastique,
sans vieillissement ni viscosité, ne sauraient dépendre explicitement ou implicitement
de l’échelle du temps physique en ce sens que la réponse du matériau à une certaine
histoire de sollicitation ne dépend que de la séquence des évènements de cette

(1)J. Mandel (1907-1982)
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histoire. Aussi fera-t-on usage, pour écrire commodément les relations de comporte-
ment en plasticité classique, d’un temps, paramètre purement cinématique monotone
croissant en fonction du temps physique. Il en ira évidemment de même pour l’étude
des problèmes d’élasto-plasticité quasi-statiques.

Ce chapitre est organisé de façon à présenter en deux étapes les concepts fonda-
mentaux sur lesquels s’appuie le modèle de comportement élasto-plastique classique :

– les domaines d’élasticité, qui généralisent la notion de limites d’élasticité mise
en évidence dans les expériences en sollicitiations uniaxiales (traction simple par
exemple) avec le phénomène essentiel d’écrouissage ;

– la règle d’écoulement plastique qui définit, dans le cas des sollicitations mul-
tiaxiales, la façon dont évolue la déformation plastique.

Manifestations macroscopiques des mêmes phénomènes physiques au niveau de la
micro-mécanique, ces concepts ne sont évidemment pas indépendants.

2 Domaines d’élasticité

2.1 L’expérience de traction simple ; limites d’élasticité

La figure 1a) représente le diagramme effort-allongement relevé dans une expé-
rience de traction simple effectuée sur une éprouvette en acier inoxydable (communi-
qué par H.D. Bui).

Figure 1 – Expérience de traction simple pour un matériau écrouissable

L’expérience est effectuée à vitesse de déformation fixée. On constate l’existence
d’un seuil pour la contrainte, soit σ0, à partir duquel le comportement du matériau
devient irréversible. L’éprouvette ayant été chargée au-delà de A jusqu’en B, on
effectue une décharge : celle-ci suit sur le diagramme le chemin BC et non le trajet
BAO. En particulier, on note qu’après décharge totale, il reste une déformation de
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l’éprouvette représentée par OC sur la figure : cette déformation permanente est la
déformation plastique. On procède alors à une nouvelle charge : tant que la contrainte
reste inférieure à σ

B
celle-ci s’effectue en suivant le trajet CB identique, au sens de

parcours près, à celui décrit lors de la décharge ; le comportement demeure réversible
tout au long de CB. Quand σ dépasse σ

B
, le point figuratif suit la courbe de première

charge au-delà de B, c’est-à-dire la courbe représentant la traction sans décharge. Ainsi
lors de la nouvelle charge effectuée à partir de C, σB apparaît comme le nouveau seuil
en traction.

En supposant l’homogénéité de l’état de contrainte et de la déformation dans
la partie utile de l’éprouvette, la figure 1b) donne la représentation du modèle de
comportement correspondant pour le matériau sous la forme d’un diagramme reliant
la contrainte σ à la déformation ε selon l’axe de l’éprouvette. Sur ce diagramme, σ0

est la limite initiale d’élasticité ou seuil initial de plasticité . Après charge
jusqu’au niveau σ

B
, la limite actuelle d’élasticité ou seuil actuel de plasticité

est égale à σB : ce résultat est parfois appelé « Principe de Coulomb » (Bouasse,
1920). La déformation permanente après décharge est la déformaion plastique εp.

Pour certains matériaux le diagramme contrainte-déformation, homologue de celui
de la figure 1b), dépend, dans sa partie irréversible, c’est-à-dire inélastique, de la
vitesse de déformation ε̇ adoptée ; c’est le cas en particulier, pour l’aluminium comme
le montre la figure 2 extraite de (Bui et Zarka, 1972).

Figure 2 – Expérience en traction simple sur une éprouvette d’aluminium : influence de
la vitesse de déformation

Il pourrait aussi dépendre, dans sa partie irréversible, de l’âge du matériau, c’est-
à-dire de l’instant t0 repéré par rapport à l’histoire du matériau, auquel est effectuée
l’expérience.

Comme on l’a dit plus haut (§ 1), le modèle de comportement élasto-plastique clas-
sique laisse de côté tout effet de viscoplasticité et de vieillissement : le comportement
du matériau en traction simple est alors schématisé par la courbe unique de la figure
1b), indépendante de t0 et de ε̇ , (ou, ce qui revient au même, de σ̇) .

Le phénomène observé à la figure 1, où la limite actuelle d’élasticité σB est effec-
tivement une fonction de εp, correspond au cas du matériau dit écrouissable ; on
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précise même dans certains cas « matériau à écrouissage positif » pour traduire le fait
que le seuil de plasticité est une fonction croissante de εp. Ce phénomène, quoique
le plus répandu, n’est pas général pour le comportement plastique. Ainsi la figure 3a)
représente le diagramme relevé dans le cas de l’expérience de traction simple effectuée
sur une éprouvette d’acier doux : on constate que celui-ci présente un palier pour des
déformations allant de 10−3 à 10−2 (ordres de grandeur). Un tel comportement est
modélisé selon le diagramme de la figure 3b) avec un palier plastique illimité et l’on dit
que le matériau correspondant est élastique et parfaitement plastique. Ainsi, pour
le modèle élastique-parfaitement plastique, la contrainte ne peut dépasser la valeur
σ0 et, lorsqu’elle atteint cette valeur il y a possibilité d’allongement illimité.

Figure 3 – Expérience de traction simple pour un matériau élastique parfaitement
plastique

On revient maintenant à l’expérience de traction simple dans le cas du matériau
écrouissable, après la décharge suivant BC on sollicite la même éprouvette en com-
pression (figure 4).

 

Figure 4 – Expérience de traction-compression : effet Bauschinger

On constate alors que la limite d’élasticité en compression, initialement égale à
−σ0 , se trouve ramenée à la valeur σ

B′ , supérieure (algébriquement) à −σ0 . Au-
trement dit, l’écrouissage en traction qui correspond à un relèvement de la limite
d’élasticité en traction, s’accompagne d’une diminution (en valeur absolue) de la li-
mite d’élasticité en compression. Ce phénomène est connu sous le nom d’effet Bau-
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schinger. Le segment [−σ0, σ0] définit le domaine initial d’élasticité du matériau en
traction-compression simple tandis que le segment [σB′ , σB] définit le domaine actuel
d’élasticité après écrouissage en traction simple jusqu’à la valeur σB. On y reviendra
dans la suite (§ 2.2 et 2.2).

Pour l’acier doux, si l’on effectue une première charge en traction jusqu’à obtenir
une déformation plastique sous contrainte constante égale à σ0 on constate ensuite,
après décharge de la traction et charge en compression, que la limite d’élasticité en
compression est également ramenée à une valeur σ

B′ , légèrement supérieure à −σ0

(algébriquement) et que, si l’on poursuit la charge avec déformation plastique en
compression, la contrainte rejoint rapidement un palier à la valeur −σ0 , (figure 5a).
Ce phénomène n’est pas pris en compte dans la modélisation du matériau élastique
parfaitement plastique qui pose que les valeurs limites d’élasticité en traction et en
compression sont des constantes (figure 5b).

Domaine 
d�élasticité

Figure 5 – Expérience de traction compression

2.2 Sollicitation multiaxiale : domaines d’élasticité

2.2.1 Généralités

L’expérience monoaxiale évoquée ci-dessus ne représente qu’un cas particulier des
sollicitations que peut subir un élément de milieu continu tridimensionnel.

D’une façon générale, une sollicitation quelconque de l’élément de matière est ca-
ractérisée par le tenseur des contraintes σ (tenseur de Cauchy), élément de l’espace
R9 (ou R6 en tenant compte des symétries σij = σji , i, j = 1, 2, 3) . Par les résultats
expérimentaux on met en évidence l’existence d’un domaine d’élasticité initial
contenant l’origine, et tel que pour tout trajet de charge de l’élément de matière,
partant de l’état naturel et situé entièrement à l’intérieur de ce domaine, les défor-
mations sont élastiques (c’est-à-dire réversibles). Ce domaine noté C est ainsi défini
dans l’espace R6 des tenseurs σ .

Par rapport à la sollicitation uniaxiale, il apparaît comme l’homologue du seg-
ment [−σ0, σ0] tracé sur l’axe des σ à la figure 4. On peut dire aussi que le segment
[−σ0, σ0] est l’intersection du domaine d’élasticité initial avec la droite « sollicitation
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en traction-compression ». De même, dans le cas d’une sollicitation plus complexe telle
que celle réalisée dans l’expérience de traction-compression et torsion de tubes minces
(Bui, 1970), où les seules composantes non nulles du tenseur des contraintes sont la
contrainte normale σzz et la contrainte de cisaillement σzθ variant indépendamment
l’une de l’autre (figure 6), on obtient un domaine d’élasticité qui est l’intersection du
domaine défini dans l’espace R6 avec le sous-espace correspondant à la sollicitation
appliquée c’est-à-dire le plan d’équations σzr = σrr = σrθ = σθθ = 0. C’est d’ailleurs
en effectuant de telles expériences analogues que l’on peut parvenir à déterminer le
domaine d’élasticité dans l’espace R6.

Figure 6 – Éprouvette pour l’expérience de traction-compression et torsion d’un tube
mince ; exemple de domaine initial d’élasticité déterminé expérimentalement
(H. D. Bui, 1970)

2.2.2 Matériau écrouissable

Dans le cas du matériau écrouissable la charge peut être poursuivie au-delà du
domaine d’élasticité initial ; le point de charge σ ayant atteint la frontière initiale
d’élasticité (frontière de C) peut franchir celle-ci : il y a alors apparition de défor-
mations permanentes. On définit, en chaque point du trajet de charge, le domaine
d’élasticité actuel : le domaine d’élasticité actuel correspondant à un point B et à
un trajet de charge donné aboutissant en B est, par définition, le domaine de R6 en-
gendré par l’ensemble des trajets de charge issus de B le long desquels la déformation
varie de façon purement élastique.

Lorsque le point de charge franchit la frontière initiale d’élasticité, il entraîne
avec lui la frontière du domaine d’élasticité actuel, comme cela est représenté sché-
matiquement, dans l’espace à deux dimensions, à la figure 7. La forme de la frontière
d’élasticité est en général modifiée au cours de cette évolution. Ce phénomène est
l’homologue de ce qui a été présenté à la figure 4 où le domaine d’élasticité actuel
était représenté par le segment [σ

B′ , σB
] sur l’axe σ.

Dans le cas de la sollicitation tridimensionnelle, c’est tout à la fois à « l’en-
traînement » et à la déformation du domaine d’élasticité que l’on donne le nom
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Figure 7 – Domaines d’élasticité initial et actuel dans R
6 pour le matériau écrouissable

d’écrouissage. On remarque qu’avec cette terminologie, l’effet Bauschinger n’est plus
qu’un aspect particulier du phénomène d’écrouissage.

À noter évidemment que :

• le domaine d’élasticité actuel dépend non seulement de la position actuelle du point
de charge, mais du trajet suivi pour l’atteindre à partir de l’état initial naturel de
l’élément : on dira qu’il dépend de l’état d’écrouissage du matériau ;

• en particulier, le point de charge n’est pas nécessairement sur la frontière du
domaine d’élasticité actuel (ex : le point M de la figure 7, atteint par le trajet
de charge OABM).

Un arc de trajet de charge est dit croissant du point de vue du comportement
plastique du matériau si le point de charge σ est à chaque instant à la frontière
du domaine d’élasticité actuel, et s’il est orienté vers l’extérieur (au sens strict) de
ce domaine. Sur un tel arc de trajet de charge il y a à la fois évolution de la
déformation plastique et de l’état d’écrouissage du matériau.

Un arc de trajet de charge situé sur la frontière du domaine d’élasticité actuel est
dit neutre : il n’engendre aucune évolution de l’état d’écrouissage ni de la déformation
plastique.

2.2.3 Matériau parfaitement plastique

Pour le matériau parfaitement plastique, le domaine d’élasticité n’est pas modifié
par l’apparition des déformations plastiques. On a affaire à un domaine fixe : le point
de charge σ ne peut sortir de ce domaine ; les déformations plastiques ne se produisent
que si σ est sur la frontière d’élasticité et y demeure (figure 8).

Le domaine d’élasticité étant supposé fixe, il n’y a en particulier pas d’effet Bau-
schinger pour le matériau parfaitement plastique, ce qui rejoint bien la modélisation
présentée à la figure 5b).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

22 Chapitre I – Le comportement élasto-plastique infinitésimal

Figure 8 – Domaine d’élasticité dans R
6 pour le matériau parfaitement plastique

2.2.4 Remarques

On voit ainsi que les notions de limites d’élasticité initiale et actuelles rencon-
trée dans le cas de la sollicitation uniaxiale sont un cas particulier de la notion de
frontières d’élasticité initiale et actuelles correspondant au cas général de la
sollicitation tridimensionnelle.

D’autre part, les concepts introduits ici sont évidemment dépendants de l’hypo-
thèse initiale sur la non-intervention de l’échelle du temps physique.

2.3 Quelques résultats expérimentaux concernant les métaux

Figure 9 – Machine de traction-torsion et cellule de compression-torsion, (d’après H.D.
Bui, 1970)

Il est utile de donner ici quelques indications sur la façon dont on peut déter-
miner expérimentalement le domaine d’élasticité d’un matériau et son évolution. De
nombreux travaux ont été consacrés à cette question en ce qui concerne les métaux.
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Par définition, la frontière initiale d’élasticité correspond à l’apparition des dé-
formations irréversibles. De même, pour déterminer la frontière actuelle on doit en
principe, à partir de la position B du point de charge (figure 7), faire une décharge,
puis une charge dans une direction différente et y déceler l’apparition de nouvelles dé-
formations irréversibles. On conçoit donc que la finesse avec laquelle on est en mesure
d’apprécier les accroissements de déformations irréversibles est d’une importance ca-
pitale pour la précision et l’authenticité de la frontière d’élasticité ainsi déterminée. À
titre indicatif l’appareillage conçu par H.D. Bui pour ses expériences sur éprouvettes
métalliques, dont les résultats seront commentés dans la suite, avait une résolution de
2×10−5 (figure 9). On peut signaler que, pour la détermination de la frontière initiale
d’élasticité, il est courant et commode d’explorer le domaine en parcourant des trajets
de chargement radiaux (c’est-à-dire proportionnels) à partir de l’état naturel et de
s’attacher à détecter la perte de linéarité sur la réponse en déformation en fonction
de la contrainte.

Figure 10 – Frontières d’élasticité successives après écrouissage en compression pour
Al 99,5, d’après (Bui, 1970)

La figure 10, extraite de (Bui, 1970), présente dans le cas de l’aluminium 99,5, les
frontières d’élasticité bidimensionnelles pour des sollicitations de traction-compression
et cission, obtenues après écrouissage en compression pure. On y remarque, après le
premier pas d’écrouissage, « l’effet d’expansion » mis en évidence par Bui, qui se
traduit en particulier par le fait que l’écrouissage en compression relève le seuil de
plasticité en traction ; le seuil en cission pure est également relevé. Par la suite l’ef-
fet Bauschinger, tel que décrit au paragraphe précédent, se manifeste, contrebalance
l’effet d’expansion et devient prépondérant : le seuil en traction est réduit après un
écrouissage suffisant en compression ; il en va de même pour le seuil en cission pure.

Cet effet d’expansion, qui est faible, n’apparaît selon Bui que dans le cas de certains
métaux bien recuits.
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Les figures 11, également extraites de (Bui, 1970), montrent l’évolution du domaine
d’élasticité dans le cas du fer ARMCO pour deux types de trajets de charge. On
remarque l’apparition d’une « bosse » au voisinage du point de charge, mais dont le
sommet ne coïncide pas nécessairement avec celui-ci.

Figure 11 – Écrouissage du Fer ARMCO (d’après Bui, 1970)

2.4 Fonction de charge et critère de plasticité

2.4.1 Fonction de charge dans l’état initial

Il est d’usage, pour définir mathématiquement le domaine d’élasticité initial C,
d’introduire une fonction scalaire f de σ , telle que, dans l’espace R6 des contraintes :




f(σ) < 0 corresponde à l’intérieur du domaine,

f(σ) = 0 à sa frontière,

f(σ) > 0 à l’extérieur.

(2.1)

La fonction f est appelée fonction de charge du matériau dans l’état initial. On
désigne aussi couramment par critère de limite d’élasticité, ou critère de plasticité
la condition f = 0.

Toutefois, dans la pratique, la fonction f elle-même est souvent appelée « critère
de plasticité » sans risque de confusion.

2.4.2 Principe d’isotropie de l’espace

L’écriture classique f(σ) peut apparaître comme incorrecte du point de vue mathé-
matique, ou risquant de prêter à confusion, dans le cas général du milieu anisotrope.
Elle laisse entendre en effet que la valeur de la fonction de charge, scalaire, ne dépend
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que du seul tenseur symétrique σ , dont aucun autre argument explicite dans f ne
permet d’apprécier l’orientation, et qui, en conséquence, n’interviendrait que par ses
valeurs principales.

En fait la valeur scalaire de la fonction de charge est calculée à partir des compo-
santes de σ dans une base, orthonormée pour fixer les idées. Il est opportun de choisir,
pour exprimer cette fonction qui est une caractéristique physique du matériau, un tri-
èdre de base R, physiquement significatif pour l’élément de matière, qui permette de
définir l’orientation de celui-ci dans l’espace ambiant. La fonction de charge sera alors
explicitée dans R en fonction de la matrice σ̃ de σ sous la forme fR(σ̃)

En application du principe d’isotropie de l’espace la fonction fR est intrinsèque
au matériau, indépendante de l’orientation de l’élément de matière dans l’espace am-
biant. Elle permet d’expliciter la fonction de charge dans un repère R′ orthonormé
quelconque en fonction de la matrice σ̃′ dans ce repère, à partir de la relation :

fR′(σ̃′) = fR(σ̃) = fR(tα̃ . σ̃′. α̃)(2.2)

où α̃ désigne la matrice de changement de coordonnées orthonormées entre R′ et R.

Ces précisions étant données, on conservera pour la fonction de charge l’écriture
classique f(σ), tant qu’elle ne sera pas susceptible d’engendrer des erreurs d’interpré-
tation.

2.4.3 Choix d’une expression symétrique pour f(σ)

On peut remarquer que f(σ̃) n’est physiquement définie que sur l’espace R6 des
matrices symétriques. Il est commode, pour les applications à venir (notamment aux
paragraphes 3.1 et 4.2) de considérer f(σ̃) comme exprimée en fonction des 9 com-
posantes de σ où σij et σij(i �= j) sont artificiellement distinguées, en choisissant
pour cela l’expression symétrique en σij et σji

(2). La convention ainsi explicitée
est nécessaire pour la validité de l’écriture (3.19) de la règle de normalité (§ 3.4).

2.4.4 Équation aux dimensions de f

Le tenseur des contraintes étant une grandeur physique dimensionnée, les proprié-
tés de définition (2.1) ne précisent en rien les dimensions de f(σ). Il se révèle souvent
commode de choisir pour f(σ) une expression sans dimensions ou bien une expression
ayant les dimensions d’une contrainte. Il n’y a toutefois pas d’usage général en cette
matière.

(2)Ceci revient à définir le prolongement de la fonction f hors de son domaine définition physique
(tenseurs σ symétriques = R6) sur les tenseurs du second ordre (R9) par :

∀t ∈ R
9, f(t) = f

(
(t + tt)/2

)
.
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2.4.5 Fonction de charge et écrouissage

Pour le matériau écrouissable, le domaine d’élasticité actuel dépend de l’état
d’écrouissage de l’élément de matière, qui sera désormais représenté symboliquement
par E.

En toute généralité l’état d’écrouissage E est déterminé par l’histoire de charge
du matériau. En l’absence d’effets de viscosité et de vieillissement, le trajet de charge
suffit à cette détermination, indépendamment de l’horaire de parcours. De plus, la
description donnée au paragraphe 2.2.2 montre que seule la séquence des arcs de
trajet de charge croissants est à retenir. C’est ainsi que E représente d’une manière
générale la séquence des arcs de trajet de charge croissants (figure 12).

Pour définir le domaine d’élasticité actuel noté C(E) on introduit une fonction
scalaire f de σ et de E, fonction de charge dans l’état actuel, telle que dans
l’espace R6 des contraintes :




f(σ, E) < 0 corresponde à l’intérieur de C(E) ,

f(σ, E) = 0 à la frontière de C(E) ,

f(σ, E) > 0 à l’extérieur de C(E) ,

(2.3)

Lorsque le point de charge σ décrit un arc de trajet de charge croissant, comme
expliqué au paragraphe 2.2.2, il entraîne avec lui le domaine C(E) en même temps que
celui-ci se déforme (figure 12). Dans le même temps il y a évolution de la déformation
plastique.

Figure 12 – Écrouissage : entraînement de C(E) par σ dans R
6

La description de l’évolution de l’état d’écrouissage E en suivant le point de charge
σ sur les arcs de trajet de charge croissants est l’objet de la règle d’écrouissage.
Celle-ci s’exprime sous la forme d’une relation entre Ė et σ , E , σ̇ lorsque σ̇ est dirigé
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vers l’extérieur de C(E) au point σ, c’est-à-dire lorsque

f(σ, E) = 0(2.4)

et

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ > 0 (3) .(2.5)

L’expression de la fonction de charge (2.3) et celle de la règle d’écrouissage sous
(2.4) et (2.5) doivent être mathématiquement compatibles : sur l’arc de trajet de
charge croissant, le point de charge σ demeure, à chaque instant, à la frontière du
domaine d’élasticité actuel (figure 12). En posant

dσ = σ̇ dt , dE = Ė dt , dt > 0 ,(2.6)

σ est sur la frontière de C(E) et σ + dσ est sur la frontière de C(E + dE). On a ainsi
à la fois :

f(σ, E) = 0(2.7)

ḟ(σ, E, σ̇, Ė) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ +

∂f(σ, E)
∂E

Ė = 0(2.8)

avec

ḟE(σ, E, σ̇) > 0 .(2.9)

Il convient de remarquer que, dans l’équation (2.8), le terme
∂f(σ, E)

∂E
Ė a un

caractère symbolique et que l’inversion algébrique de cette équation de cohérence(4)

pour expliciter la règle d’écrouissage à partir de la donnée de f(σ, E) n’est, sous cette
forme, pas possible.

Les modèles d’écrouissage ont pour but, à partir de théories simplificatrices ou
par des approches plutôt pragmatiques, d’aboutir à une explicitation de E dans la
fonction de charge (2.3) au moyen d’un nombre raisonnable de paramètres scalaires
ou tensoriels de façon à permettre des calculs pratiques.

L’inversion de (2.8) peut alors être explicitée comme on le verra sur les deux
exemples du paragraphe suivant. Il en résulte que les taux de variation des para-
mètres d’écrouissage sont proportionnels à ḟE(σ, E, σ̇) sous la condition (2.9) ; les
coefficients de proportionnalité correspondants sont des fonctions de σ et de E. De
plus on montrera au paragraphe (3.5), en « plasticité associée », que la règle d’écou-
lement plastique démontre la proportionnalité de dp(σ, E, σ̇), taux de déformation

(3)On suppose ici la fonction de charge régulière ; l’écriture de ḟE sera généralisée au paragraphe
3.3 dans le cas où f(σ, E) présente des singularités (formule (3.11)).

(4)En anglais « consistency ».
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plastique, vis-à-vis de ḟE(σ, E, σ̇), sous la condition (2.9), les coefficients de propor-
tionnalité étant fonctions de σ et E (cf.(3.27), (3.29)). Il s’ensuit que les taux de
variation des paramètres d’écrouissage sont proportionnels à ‖ dp(σ, E, σ̇) ‖ (avec des
coefficients fonctions de σ et E).

2.4.6 Modèles d’écrouissage

� Écrouissage « isotrope » (Taylor et Quinney)

Figure 13 – Écrouissage « isotrope »

Dans le modèle d’écrouissage dit « isotrope » de Taylor et Quinney (1931), l’état
d’écrouissage E est décrit par un seul paramètre scalaire α. Le domaine d’élasticité
actuel C(E) suit le point de charge σ sur les arcs de trajet de charge croissants en se
transformant par homothétie de centre 0 (figure 13). La fonction de charge (2.3) peut
se mettre par exemple sous la forme (2.10) où α = 1 dans l’état initial :

f(σ, E) = f(
σ

α
) , α > 0 .(2.10)

L’inversion de l’équation de cohérence (2.8) est explicite et donne la règle d’écrouis-
sage :

α̇ = α

∂f(α−1σ)
∂σ

: σ̇

∂f(α−1σ)
∂σ

: σ

si ḟα =
∂f(α−1σ)

∂σ
: σ̇ > 0 .(2.11)

� Écrouissage cinématique (Prager)

On revient au cas général du paragraphe 2.4.5 où la fonction de charge a la forme
(2.3) et à l’entraînement de C(E) par le point de charge σ sur un arc de trajet de
charge croissant, représenté sur la figure 12. Localement, au point σ , on peut définir
la célérité de la frontière de C(E) : il s’agit du tenseur symétrique w , normal en σ à
la frontière de C(E) , qui mesure le taux de déplacement de cette frontière considérée
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comme une surface géométrique dans R6, quand elle est entraînée par le point de
charge. Le calcul de w , schématisé sur la figure 14, est immédiat(5) :

w(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ

ḟE(σ, E, σ̇)

tr(
∂f(σ,E)

∂σ )2
.(2.12)

Figure 14 – Célérité de la frontière de C(E) au point σ

Le modèle d’écrouissage « cinématique » dû à Prager (1955 b, 1958) suppose
que, sur un arc de trajet de charge croissant, le domaine C(E) est entraîné sans
déformation par le point de charge σ : il y a purement et simplement translation
de C(E) dans R6 (figure 15).

Figure 15 – Écrouissage cinématique

L’état d’écrouissage est donc décrit par un paramètre tensoriel α, initialement nul
et la fonction de charge (2.3) s’écrit :

f(σ, E) = f(σ − α) .(2.13)

De plus le modèle postule que la vitesse de translation de la frontière de C(E) est,
à chaque instant, normale à la frontière de C(E) au point de charge σ lorsque celui-ci

(5)On suppose que σ est un point régulier de la frontière de C(E). Le raisonnement peut être étendu
au cas d’un point singulier.
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décrit un arc de trajet de charge croissant : α̇ est donc colinéaire à
∂f(σ, E)

∂σ
. La règle

d’écrouissage correspondante s’obtient en explicitant l’inversion de (2.8) compte tenu
des deux hypothèses du modèle. On trouve évidemment que α̇ (σ, α, σ̇) n’est autre,
dans ce cas, que la célérité au point σ introduite plus haut :

α̇ (σ, α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂σ

ḟα(σ, α, σ̇)

tr(
∂f(σ−α)

∂σ )2
= w(σ, E, σ̇)(2.14)

si

ḟα(σ, α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂σ
: σ̇ > 0 .

� Autres modèles d’écrouissage

Les deux modèles ne rendent évidemment pas compte de tous les aspects des ré-
sultats expérimentaux tels que ceux présentés au paragraphe (2.3) Ils sont toutefois
utilisés dans certains logiciels, souvent sous la forme d’un modèle mixte « isotrope-
cinématique », et conduisent à des résultats pertinents pour des applications pra-
tiques. D’autres modèles ont été proposés (cf. par exemple Drucker(6), 1962) ; on a
aussi développé la théorie générale d’une classe de matériaux dits « standards géné-
ralisés » qui recouvre beaucoup des modèles d’écrouissage utilisés actuellement (cf.
section 5).

2.5 Fonctions de charge et critères de plasticité usuels

2.5.1 Convexité

L’expérience a montré que pour la quasi-totalité des matériaux les domaines d’élas-
ticité initial et actuels sont convexes. Pour les métaux cette propriété de convexité
peut d’ailleurs se démontrer à partir de la connaissance des mécanismes microsco-
piques qui, à l’échelle de la maille cristalline, correspondent à la déformation plastique
(Hill, 1956 ; Mandel, 1966).

Cette propriété sera admise dans toute le suite de cette présentation du compor-
tement élasto-plastique.

La convexité de C(E) implique que la fonction de charge f(σ, E) qui intervient dans
(2.3) est nécessairement convexe de σ sur la frontière de C(E). La règle habituelle est
de choisir pour cette fonction une expression convexe de σ pour toute valeur de σ :

®
∀σ , ∀σ∗ , ∀λ ∈ [0, 1]
f(λσ + (1 − λ)σ∗ , E) ≤ λf(σ, E) + (1 − λ)f(σ∗, E)

(2.15)

(6)D. Drucker (1918-2001)
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2.5.2 Symétries matérielles

Les domaines d’élasticité, et donc aussi les critères de limite d’élasticité qui les
décrivent, satisfont au principe de respect des symétries de la matière. Ainsi, dans
le repère R, deux sollicitations et σ̃ et σ̃∗, liées l’une à l’autre par une isométrie du
groupe G des symétries de la matière dans son état actuel, sont équivalentes pour la
fonction de charge fR :

∀σ̃ , ∀α̃∗ ∈ G , fR(σ̃) = fR(tα̃∗. σ̃ . α̃∗) .(2.16)

2.5.3 Cas du matériau isotrope

En particulier pour le matériau isotrope dans son état initial et dont on suppose
l’isotropie conservée par la déformation élastique, le critère de limite d’élasticité ini-
tiale doit satisfaire la condition (2.16) sous la forme :®

∀σ̃ , ∀α̃∗ tel que tα̃∗. α̃∗ = 1̃l ,

fR(σ̃) = fR(tα̃∗. σ̃ . α̃∗)
(2.17)

qui traduit bien la perception physique du concept d’isotropie : le matériau étant
isotrope, la valeur de la fonction de charge ne dépend pas de « l’orientation » du
tenseur σ dans R.

La fonction f est alors, à proprement parler, une fonction (isotrope) du (seul)
tenseur symétrique σ . Le théorème de représentation (Wineman et Pipkin, 1964)
énonce que f s’exprime de facon équivalente comme :

– soit une fonction symétrique des contraintes principales,

– soit une fonction des invariants I1, I2, I3 de σ




I1 = tr σ = σii ,

I2 =
1
2
tr (σ2) =

1
2
σijσji ,

I3 =
1
3
tr (σ3) =

1
3
σijσjkσki ,

(2.18)

– soit une fonction de l’invariant I1, de σ et des invariants J2 et J3 de son déviateur
s rappelés dans la suite (§ 2.5.5).

Il faut noter que l’expression de f en fonction des invariants de σ ou de s n’est
pas nécessairement polynomiale, et ceci même pour des critères très simples (critère
de Tresca, (§ 2.5.4), par exemple).

Si l’isotropie est conservée au cours de l’écrouissage, le critère actuel est lui aussi
une fonction symétrique des contraintes principales.

Il résulte de la propriété énoncée ci-dessus pour f (expression symétrique en fonc-
tion des seules contraintes principales) que le domaine d’élasticité pour le matériau
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isotrope peut être représenté dans l’espace R3 des contraintes principales et qu’il ad-
met, dans cet espace, l’axe (1, 1, 1) comme axe de symétrie ternaire et les trois plans
bissecteurs des axes comme plans de symétrie. On peut alors montrer que l’étude de
la convexité du domaine d’élasticité dans l’espace R6 des tenseurs σ, est équivalente
pour les matériaux isotropes à celle de la convexité du domaine représentatif dans
l’espace R3 des contraintes principales(7).

On présente dans la suite quelques critères couramment utilisés pour les matériaux
isotropes.

2.5.4 Critère de Tresca

Ce critère fut introduit par H. Tresca (1864, 1867, 1868) à la suite d’expériences
sur le plomb. La fonction de charge correspondante s’écrit :

f(σ) = sup {σi − σj − σ0 | i, j = 1, 2, 3}(2.19)

(σi , i = 1, 2, 3 : contraintes principales).

σ0 apparaît comme la limite d’élasticité en traction simple ; elle est égale à l’opposé
de la limite en compression simple ; la résistance en cission simple vaut σ0/2 .

Ce critère est aussi appelé critère de « cission maximale », terminologie dont
l’origine est évidente si l’on se reporte par exemple à la représentation des contraintes
dans le diagramme de Mohr (figure 23) ; sur toute facette l’intensité de la contrainte
de cisaillement est bornée par :

|τ | ≤ σ0/2 .(2.20)

Dans l’espace R3 des contraintes principales, le domaine d’élasticité du matériau
est un prisme hexagonal régulier d’axe (1, 1, 1) (figure 16).

Figure 16 – Critère de Tresca : domaine d’élasticité dans l’espace des contraintes
principales

(7)La proposition directe est évidente car il suffit de considérer des tenseurs contraintes σ qui ont
les mêmes directions principales. La réciproque a été établie par Yang (1980).
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L’expression (2.19) où σ0 est une constante correspond au cas du matériau parfai-
tement plastique. Pour le matériau écrouissable, on peut notamment examiner le cas
du modèle d’écrouissage isotrope (2.10) pour lequel la fonction de charge s’explicite
alors sous la forme :

f(σ, E) = sup {σi − σj

α
− σ0 | i, j = 1, 2, 3} .(2.21)

L’écrouissage cinématique (2.13) s’exprime ici par :

f(σ, E) = sup {(σ − α)i − (σ − α)j − σ0 | i, j = 1, 2, 3} ,(2.22)

dans laquelle le tenseur symétrique α est de trace nulle. Cet écrouissage ne conserve
pas l’isotropie initiale du matériau.

On peut enfin adopter un modèle mixte « isotrope-cinématique » dépendant des
paramètres d’écrouissage scalaire α et tensoriel symétrique de trace nulle α , sous la
forme :

f(σ, E) = sup {
(σ − α)i − (σ − α)j

α
− σ0 | i, j = 1, 2, 3} .(2.23)

� Remarques

1o - Le critère de Tresca est indépendant de la partie sphérique du tenseur des
contraintes et ne dépend donc que du déviateur des contraintes, tenseur s de trace
nulle défini à partir de σ par :

s = σ − 1
3
(tr σ)1l .(2.24)

En effet, il est clair sur (2.19) que l’addition d’un tenseur sphérique quelconque à
σ ne modifie pas la valeur de la fonction de charge (d’où la forme de α dans (2.22)).

Cette propriété a été observée expérimentalement pour de nombreux matériaux.

2o - Il n’existe pas, pour le critère de Tresca, de fonction de charge s’exprimant
de façon polynomiale en fonction des invariants de σ (ou de s ) : il suffit, pour s’en
convaincre de remarquer que la frontière de C est un prisme hexagonal, c’est-à-dire
une surface de R3 possèdant six arêtes de points singuliers. De ce point de vue,
l’expression :

4J3
2 − 2J2

3 − 9σ2
0J

2
2 + 6σ4

0J2 − σ6
0 ,(2.25)

proposée par certains auteurs est incorrecte (J2 et J3 y représentent les invariants de
s définis ci-dessous à la formule (2.26)).

2.5.5 Critère de von Mises

Comme le critère de Tresca, il s’agit d’un critère valable pour les matériaux iso-
tropes. Il est également indépendant de la composante sphérique du tenseur des
contraintes. La fonction de charge ne dépend donc que de s.
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De façon générale pour un matériau isotrope, f qui est fonction des invariants de σ
s’exprime de manière équivalente comme une fonction de I1 = tr σ , premier invariant
de σ , et des invariants non nuls de s définis par :

J2=
1
2
tr (s2) =

1
2
sijsji

(2.26)

J3=
1
3
tr (s3) =

1
3
sijsjkski

Si fest indépendante de la partie sphérique de σ et ne dépend donc que de s , elle
s’exprime en fonction des seuls invariants J2 et J3.

Le critère de von Mises correspond pour un critère de ce type à la forme la plus
simple. La fonction de charge s’écrit :

f(σ) =
√

J2 − k .(2.27)

k apparaît comme la limite d’élasticité en cission simple. La limite en traction
simple est alors égale à k

√
3 ; la limite en compression simple est −k

√
3. On définit à

partir de cette fonction de charge le concept de contrainte équivalente (de von Mises)
à un état de contrainte donné : notée σeq, c’est la contrainte de traction qui donne la
même valeur à la fonction de charge que l’état de contrainte considéré :

σeq =
√

3 J2 .(2.28)

Le critère de von Mises est parfois appelé « critère de la cission octaédrale »(8)

(cf. § 2.5.6). Il a été proposé indépendamment par Beltrami (1903), Huber (1904), von
Mises (1913) et Hencky (1924). On en donne aussi une interprétation énergétique :
limitation de l’énergie de distorsion élastique du matériau isotrope.

Dans l’espace R
3 des contraintes principales {σ1, σ2, σ3}, le domaine d’élasti-

cité du matériau est un cylindre circulaire droit, d’axe (1, 1, 1), et de rayon k
√

2
(figure 17).

Figure 17 – Critère de von Mises : domaine d’élasticité dans l’espace des contraintes
principales

(8)Contrainte tangentielle sur la facette de normale n =
√

3
3

(e1 + e2 + e3).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

2 – Domaines d’élasticité 35

Pour un matériau parfaitement plastique k est une constante.

L’écrouissage isotrope correspond à l’expression :

f(σ, E) =
√

J2

α
− k ,(2.29)

et l’écrouissage cinématique à :

f(σ, E) =
…

1
2
tr(s − α)2 − k ,(2.30)

où α est un tenseur symétrique de trace nulle. L’isotropie initiale du matériau n’est
évidemment pas conservée par (2.30).

Le modèle mixte « isotrope-cinématique », dépendant des paramètres α et α
comme (2.23), s’exprime par

f(σ, E) =

…
1
2
tr(s − α)2

α
− k(2.31)

II est utile, pour les applications pratiques, de donner l’expression de la fonction
de charge (2.27) de von Mises, en fonction des contraintes principales :

f(σ) =
…

1
6
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2] − k .(2.32)

qui permet, souvent, d’éviter des calculs fastidieux.

2.5.6 Autres formes de critères proposées pour les métaux

Les résultats d’expériences effectuées sur les métaux, tels que ceux rapportés par Bui (1970)
en traction-compression et cission semblent indiquer que le critère de plasticité initial pour ces
matériaux serait plus proche du critère de von Mises que du critère de Tresca (en particulier
le rapport des limites en traction pure et en cission pure est plus proche de

√
3 que de 2).

Ces deux critères, indépendants de la partie sphérique du tenseur des contraintes, et qui ne
font intervenir qu’une grandeur scalaire caractéristique du matériau (σ0 et k respectivement)
sont aussi appelés critères de cission effective .
Pour le critère de Tresca, sans écrouissage la cission effective est la cission maximale

τmax = sup{(σi − σj)/2 | i, j = 1, 2, 3};(2.33)

pour le critère de von Mises sans écrouissage, la cission effective est la cission octaédrale

τoct =
√

2J2/3 .(2.34)

Drucker (1949), pour rendre compte des expériences effectuées par Osgood (1947) sur des
tubes minces en aluminium sollicités en traction longitudinale avec pression interne, a proposé
un critère dans lequel la cission effective est proportionnelle à :

(J3
2 − 2, 25J2

3 )1/6 .(2.35)

La figure 18, extraite de (Drucker, 1962) représente les frontières d’écoulement correspondant
aux trois critères ci-dessus dans le cas de sollicitations en contrainte plane (σ3 = 0) en
identifiant les limites en traction simple.
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Figure 18 – Frontières d’écoulement en contrainte plane pour trois critères de cission
effective

2.5.7 Critère de Coulomb

� Présentation

Pour les sols et les matériaux granulaires on adopte souvent, dans l’hypothèse
d’isotropie le critère de résistance de Coulomb(9). Ce critère possède, à vrai dire,
pour ces matériaux, plutôt le caractère de critère de résistance, tel que ce concept
sera introduit au chapitre III, que celui de critère de plasticité. Il est néanmoins
parfois utilisé comme tel dans certaines analyses et on en fera la présentation ici par
continuité avec les critères précédemment évoqués.

Il est commode, pour cette présentation, de se référer au critère de Tresca en
remarquant que celui-ci possède deux propriétés importantes :

• il ne porte que sur les contraintes principales extrêmes ;
• seule la différence entre ces contraintes principales extrêmes intervient dans l’ex-
pression de la fonction de charge, ce qui revient à borner cette différence.

Ainsi, en ordonnant les contraintes principales, notées alors σI , σII , σIII , selon :

σI ≥ σII ≥ σIII (tractions positives) ,(2.36)

la fonction de charge (2.19) s’écrit :

f(σ) = σI − σIII − σ0 .(2.37)

Le critère de Coulomb conserve la première des propriétés ci-dessus. En revanche
les deux contraintes principales extrêmes y interviennent explicitement : la constante
σ0 de (2.37) y est remplacée par une expression linéaire en (σI + σIII) sous la forme :

f(σ) = σI − σIII + (σI + σIII) sin φ − 2C cosφ(2.38)

et fait donc intervenir deux constantes caractéristiques du matériau : C la cohésion
et φ l’angle de frottement interne. Cette expression est bien celle d’un critère de
matériau isotrope.

(9)C. A. Coulomb (1736-1806).
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Le matériau est dit pulvérulent ou purement frottant si φ �= 0 et C = 0. Il est
purement cohérent si φ = 0 et C �= 0, et le critère se réduit alors à celui de Tresca
avec σ0 = 2C.

La figure 19 représente, dans l’espace des contraintes principales, le domaine dé-
limité par le critère de Coulomb (2.38). C’est une pyramide hexagonale qui admet
les trois plans bissecteurs des axes comme plans de symétrie et l’axe (1, 1, 1) comme
axe de symétrie ternaire (§ 2.5.3), et dont les faces sont respectivement parallèles aux
axes σ1, σ2 et σ3.

Figure 19 – Critère de Coulomb : domaine d’élasticité dans l’espace des contraintes
principales (H = C cot φ)

La figure 20 représente la section de ce domaine par un plan « déviateur », per-
pendiculaire à l’axe de symétrie ternaire, d’équation : σ1 + σ2 + σ3 = −3P .

Figure 20 – Critère de Coulomb : section du domaine d’élasticité par le plan d’équation
σ1 + σ2 + σ3 = −3P
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� Représentation de Mohr (10)

L’expression relativement compliquée (2.38) de la fonction de charge de Coulomb
ne fait pas apparaître la signification mécanique originale de ce critère, homologue
de celle de critère de « cission maximale », donnée au paragraphe (2.5.6) pour le
critère de Tresca. Il convient, pour mettre en évidence cette interprétation, de rappeler
quelques résultats concernant la représentation du tenseur des contraintes dans le plan
de Mohr.

On désigne par T (n) le vecteur-contrainte induit au point M par le tenseur des
contraintes σ sur une facette de normale n quelconque. Les composantes normale
selon n et tangentielle dans le plan de cette facette de T (n) sont respectivement σ(n)
et τ(n) . 


T (n) = σ . n

σ(n) = n . σ . n

τ(n) = T (n) − σ(n)n

| τ(n) |2 = τ2(n) = [ σ(n) . n ]2 − (n . σ . n)2

(2.39)

On établit alors les inégalités suivantes, où σI , σII et σIII sont ordonnées selon
(2.36). 


∀n ,

τ2(n) + (σ(n) − σII)(σ(n) − σIII) ≥ 0
τ2(n) + (σ(n) − σI)(σ(n) − σII) ≥ 0
τ2(n) + (σ(n) − σI)(σ(n) − σIII) ≤ 0 .

(2.40)

Figure 21 – Les cercles de Mohr

Dans le plan de Mohr, où les coordonnées orthogonales sont σ et τ , les inégalités
(2.40) signifient que l’extrémité T (n) du vecteur OT (n) dont les coordonnées sont
σ(n) et τ(n) (11) est située, quel que soit n ,

(10)O. Mohr (1835-1918).
(11)L’indétermination sur le signe de τ(n) est sans importance.
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• à l’extérieur du cercle centré sur Oσ au point d’abscisse (σII + σIII)/2 et de rayon
(σII − σIII)/2 ,

• à l’extérieur du cercle centré sur Oσ au point d’abscisse (σI + σII)/2 et de rayon
(σI − σII)/2 ,

• à l’intérieur du cercle centré sur Oσ au point d’abscisse (σI + σIII)/2 et de rayon
(σI − σIII)/2 .
Ces trois cercles sont appelés cercles principaux ou cercles de Mohr. Le troisième,

qui est le plus grand, est le (grand) cercle de Mohr (figure 21).

� Formulation du critère de Coulomb dans le plan de Mohr

Il est commode de poser :

p = −(σI + σIII)/2 , R = (σI − σIII)/2 .(2.41)

La fonction de charge (2.38) s’écrit alors :

f(σ) = 2[ R − (p + C cotφ) sin φ ] .(2.42)

Il en résulte l’interprétation suivante du critère de Coulomb : la condition f(σ) ≤ 0
limite le rayon R du (grand) cercle de Mohr centré à l’abscisse −p sur Oσ. Ainsi
les états de contrainte σ qui satisfont le critère de Coulomb avec (2.38) sont tous
les tenseurs σ dont le (grand) cercle de Mohr est intérieur ou tangent au domaine
délimité dans le plan de Mohr par les inéquations (figure 22) :

| τ | ≤ C − σ tan φ (12) .(2.43)

Figure 22 – Cercles de Mohr permis par le critère de Coulomb

En rapprochant ce résultat de la signification donnée plus haut pour les cercles de
Mohr à partir des inégalités (2.40) on en déduit que le critère de Coulomb s’exprime
de façon équivalente à f(σ) ≤ 0 avec (2.38) par :

∀n , | τ (n) | ≤ C − σ(n) tan φ .(2.44)

(12)On remarque que ces inéquations impliquent : σ ≤ C cot φ = H.
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La contrainte tangentielle τ(n) agissant sur une facette d’orientation quelconque

demeure, en module, inférieure ou égale à une fonction linéaire (affine) de la contrainte
normale σ(n), elle-même astreinte à la limitation : σ(n) ≤ H = C cotφ.

� Critères de type « courbe intrinsèque »

Les deux demi-droites ®
| τ | = C − σ tan φ

σ ≤ C cotφ
(2.45)

sont les enveloppes des cercles de Mohr « maximaux » ou limites permis par le critère
de Coulomb. Elles constituent la courbe intrinsèque du matériau régi par ce critère.

On remarque que pour le critère de Tresca, cas particulier du critère de Coulomb,
la courbe intrinsèque est constituée des deux droites d’équations (figure 23) :

| τ | = C = σ0/2 .(2.46)

Figure 23 – Courbe intrinsèque pour le critère de Tresca

Le concept de courbe intrinsèque correspond à la généralisation, proposée par Mohr et Ca-
quot(13) , des critères de Tresca et de Coulomb dans laquelle les états de contraintes σ permis
par le critère sont définis dans le plan de Mohr par un domaine convexe, homologue de ceux
des figures 22 et 23, qui limite les (grands) cercles de Mohr et dont la frontière est l’enveloppe
des cercles de Mohr « maximaux » déterminée expérimentalement (cf. infra). Cette frontière
est la courbe intrinsèque du matériau considéré (figure 24).
La fonction de charge correspondante se met sous la forme

f(σ) = σI − σIII − g(σI + σIII )(2.47)

où la fonction (−g) est convexe de son argument et de dérivée inférieure à 1 en module
(condition résultant de l’existence d’une enveloppe réelle des cercles de Mohr).
Une étude détaillée de ce type de critère pour matériaux isotropes est donnée notamment
dans (Halphen et Salençon, 1987).

(13)A. Caquot (1881-1976).
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Figure 24 – Courbe intrinsèque

La détermination expérimentale du domaine d’élasticité des matériaux pour lesquels on uti-
lise un critère de type courbe intrinsèque, s’effectue le plus souvent au moyen d’expériences
dites au « triaxial », dans lesquelles l’état de contrainte, supposé uniforme dans un échan-
tillon cylindrique, dépend de deux paramètres seulement ; les contraintes principales dans
l’échantillon sont :

σIII < σII = σI .(2.48)

Il est clair que ce type d’expérience n’est pas discriminant. Il ne permet pas de décider si le
critère du matériau isotrope étudié est ou n’est pas du type courbe intrinsèque, c’est-à-dire de
savoir si la contrainte principale intermédiaire intervient ou non dans la fonction de charge.
Les cercles de Mohr limites y dépendent d’un seul paramètre, et leur enveloppe n’est que
la courbe intrinsèque pour l’expérience au triaxial de type étudié. Pour cette raison, on a
développé divers types d’expériences dites au « vrai triaxial » dans le but de faire varier
indépendamment les trois contraintes principales.

2.5.8 Autre forme de critère proposée pour les matériaux gra-
nulaires isotropes

Au lieu du critère de Coulomb, Drucker et Prager (1952) ont proposé d’utiliser un critère
mathématiquement plus régulier qui lui est apparenté et s’exprime en fonction simple des
invariants I1 et J2 de σ. Le domaine correspondant est représenté dans l’espace des contraintes
principales par un cône de révolution d’axe (1,1,1) au lieu de la pyramide hexagonale du
critère de Coulomb : figure 25 à comparer à la figure 19 comme la figure 17 à la figure 16.
La fonction de charge pour ce critère est de la forme

f(σ) = α(
I1

3
− H)+

√
J2(2.49)

où H représente la limite théorique d’élasticité en traction triple (H ≥ 0) et α est une
constante positive : 0 < α <

√
3/2 .

Il est commode d’exprimer α en introduisant un angle φ :

α =
√

3 sinφ/
√

3 + sin2 φ 0 < φ < π/2 ,(2.50)

d’où l’expression (2.51) de f(σ) qui se révèle avantageuse dans certains calculs car elle permet
d’identifier des formules homologues pour les critères de Coulomb et de Drucker-Prager (calcul
à la rupture en déformation plane notamment ; cf. Salençon, 1983) :

f(σ) =
√

J2 −
√

3 sin φ√
3 + sin2 φ

(H − I1

3
) .(2.51)

Dans l’espace des contraintes principales, pour des valeurs identiques de φ et de H = C cot φ ,
le domaine d’élasticité défini par le critère de Drucker-Prager est le cône de révolution inscrit
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Figure 25 – Critère de Drucker-Prager : domaine d’élasticité dans l’espace des
contraintes principales

dans la pyramide hexagonale du critère de Coulomb(14). Il convient d’ajouter que la princi-
pale justification de l’utilisation du critère de Drucker-Prager est sa commodité analytique,
notamment pour l’écriture de la règle d’écoulement associée (cf. § 3.4 et 4.2) : il ne repose sur
aucune évidence expérimentale déterminante. On trouvera dans (Halphen et Salençon, 1987)
une discussion plus complète des critères proposés pour les matériaux granulaires isotropes.

2.6 Matériaux anisotropes

Les critères présentés au paragraphe précédent concernent les matériaux isotropes,
ce qui conduit à d’importantes simplifications d’écriture, comme on l’a signalé.

Hill (1950), pour rendre compte de l’anisotropie de certains métaux après un
processus de formage, a proposé un critère indépendant de la contrainte moyenne, et
qui se réduit au critère de von Mises dans le cas de l’isotropie. Le matériau est supposé
orthotrope (3 plans de symétrie matérielle orthogonaux entre eux) et le critère, écrit
dans le repère R des axes d’orthotropie, se met sous la forme :

fR(σ̃) =
1
2
(
F (σyy − σzz)2 + G(σzz − σxx)2 + H(σxx − σyy)2

)
+ Lσ2

yz + Mσ2
zx + Nσ2

xy − 1
2

(2.52)

où les paramètres F, G, H, L, M, N (qui ont la dimension inverse du carré d’une pres-
sion), s’expriment en fonction des limites en traction et en cission respectivement,
selon les directions principales d’orthotropie. Dans le cas du matériau à isotropie
transversale, le critère (2.52) ne fait plus intervenir que trois paramètres indépen-
dants.

Les études théoriques de problèmes pratiques faites par Hill en utilisant le cri-
tère de plasticité d’expression (2.52) ont permis de rendre compte de constatations
expérimentales auparavant inexpliquées.

(14)Propriété homologue de celle des critères de Tresca et de von Mises pour k = σ0/2.
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D’autres critères ont été proposés pour les matériaux anisotropes. On trouvera
dans (Boehler, 1978) une étude très complète sur la forme imposée à ces critères par
la théorie de la représentation des fonctions tensorielles isotropes (Wang, 1970 ; etc.).
Hueckel et Nova (1983) ont donné une revue des travaux consacrés à la résistance des
sols et des roches anisotropes (cf. aussi Salençon, 1984). Pour les applications à la
mise en forme des métaux on pourra se reporter à (Wagoner et Chenot, 1996).

3 Règle d’écoulement

3.1 La notion de règle d’écoulement

La définition du comportement plastique se compose schématiquement de la ré-
ponse à deux questions.

QUAND? (y-a-t-il déformation plastique). Ce sont les notions de seuils, de do-
maines, de critères et de règles d’écrouissage, objet de la section précédente.

COMMENT? (s’effectue la déformation plastique). C’est la règle d’écoulement
plastique.

3.2 Sollicitation uniaxiale

� Matériau écrouissable

On reprend l’expérience de traction simple pour le matériau écrouissable repré-
sentée à la figure 1.

Il est clair que dès que la limite d’élasticité initiale a été franchie, au cours de
l’histoire de charge du matériau, l’apparition des déformations permanentes fait qu’il
n’y a plus, comme en élasticité, correspondance biunivoque entre σ et ε : la donnée
de σ ne suffit plus à définir ε (et vice-versa).

En revanche, si l’on connait non seulement la contrainte actuelle σ mais tout le
trajet de charge suivi pour l’atteindre à partir de l’état initial naturel, alors la donnée
d’une variation de contrainte dσ suffit à déterminer la variation correspondante de la
déformation dε.

On dit que la loi de comportement est de type incrémental.

En se reportant au diagramme de la figure 1 où la courbe de première charge est
unique – indépendante de la vitesse de charge – et les droites de décharge élastique
toutes bien identifiées, on voit plus précisément que dε est déterminée en fonction
de dσ dès que l’on connait σ et ε qui suffit, avec σ, à déterminer l’état d’écrouissage
actuel du matériau et donc la position de σ par rapport à la limite d’élasticité actuelle.

On a ainsi les circonstances suivantes, représentées sur la figure 26.
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Figure 26 – Expérience en sollicitation uniaxiale pour le matériau écrouissable : irréver-
sibilité du comportement

• σ est inférieure à la limite d’élasticité actuelle : la variation de déformation est
alors réversible, donc purement élastique :

dε = dεe quel que soit le signe de dσ .(3.1)

• σ est égale à la limite d’élasticité actuelle et dσ est négatif, correspondant à
une décharge : la variation de déformation est réversible, donc purement élas-
tique (c’est-à-dire qu’une charge (−dσ) effectuée après la décharge dσ ramène la
déformation à sa valeur antérieure) :

dε = dεe si dσ < 0 .(3.2)

• σ est égale à la limite d’élasticité actuelle et dσ est positif, correspondant à
une charge ; la variation de déformation est décomposée, comme la somme d’une
partie réversible et d’une partie irréversible ;
la partie réversible est la partie élastique dεe que l’on récupère en effectuant,
après la charge dσ, la décharge (−dσ) ,

la partie irréversible est le complément pour obtenir la variation de déformation
totale :

dε = dεe + dεp si dσ > 0 .(3.3)

Le module d’élasticité E est défini dans chaque état (σ, ε) par :

E = dσ/dεe .(3.4)

Dans les expériences effectuées sur les métaux il apparaît comme indépendant de
σ et de ε pour un métal donné (deuxième proposition du « principe de Coulomb »
cité par Bouasse).

Dans le cas où le point de charge est à la limite d’élasticité actuelle on définit le
« module tangent » par la relation :

Et = dσ/dε dσ > 0 ,(3.5)
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le module d’écrouissage du matériau étant :

M = dσ/dεp dσ > 0 .(3.6)

On a alors la relation évidente :
1
Et

=
1
E

+
1
M .

Et, E etM sont des grandeurs ayant la dimension d’une contrainte.

Le module d’écrouissageM est positif pour le matériau écrouissable classique,
correspondant au diagramme de la figure 26 ; le matériau à écrouissage négatif cor-
respond au cas où la courbe de charge, après avoir crû jusqu’à un maximum, décroît :
Et etM sont alors négatifs.

� Matériau parfaitement plastique

Pour le matériau parfaitement plastique, les résultats de l’expérience en sollicita-
tion uniaxiale se présentent comme indiqué sur la figure 27.

Figure 27 – Expérience en sollicitation uniaxiale pour le matériau parfaitement
plastique : irréversibilité du comportement

• Si σ est inférieure à la limite d’élasticité σ0 : la variation de déformation est
purement élastique

dε = dεe ∀dσ .

• Si σ est égale à la limite d’élasticité σ0 et si dσ < 0, correspondant à une décharge :
la variation de déformation est purement élastique

dε = dεe si dσ < 0 .

• Si σ est égale à la limité d’élasticité σ0 et si dσ = 0 : la variation de déformation
est alors entièrement irréversible

dε = dεp ≥ 0 .(3.7)

La définition du module d’élasticité est évidemment inchangée. En revanche, le
module tangent comme le module d’écrouissage sont égaux à zéro, et les notions
correspondantes ne présentent plus d’intérêt.
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3.3 Sollicitation multiaxiale pour le matériau écrouissable

Dans le cas général de la sollicitation multiaxiale, le problème se pose de la même
façon qu’au paragraphe précédent, mais on doit désormais raisonner sur le point de
charge représentant le tenseur σ dans l’espace R6, et on doit se référer au domaine
d’élasticité actuel C(E) et à sa frontière (figure 28).

Figure 28 – Comportement incrémental élastique

Connaissant σ et l’état d’écrouissage actuel symbolisé par E on a l’une ou l’autre
des situations suivantes.

• Si σ est intérieur au domaine d’élasticité actuel c’est-à-dire, avec les notations
du paragraphe (2.4), si f(σ, E) < 0, alors la variation de déformation est purement
élastique (figure 28) :

dε = dεe , ∀dσ

ou encore en passant aux taux de déformation, puisque dt est positif,

d = de , ∀σ̇ .(3.8)

• Si σ est à la frontière du domaine d’élasticité actuel on est conduit, pour pouvoir
décrire le comportement, à définir les notions de charge et de décharge.

En supposant que la frontière du domaine d’élasticité est régulière, et en définissant
celui-ci par une fonction de charge selon (2.3), on pourra donc énoncer avec la notation
(2.5) :

il y a charge si



f(σ, E) = 0

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ > 0 ;

(3.9)
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il y a décharge si 


f(σ, E) = 0

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ < 0 .

(3.10)

Ainsi, lorsque σ est à la frontière de de C(E) , c’est le signe du scalaire ḟE(σ, E, σ̇)
qui permet de distinguer la charge et la décharge et de définir les arcs de trajet de
charge croissants. L’arc de trajet de charge neutre correspond à ḟE(σ, E, σ̇)) = 0.

D’une façon plus générale, pour inclure dans la formulation précédente, le cas où
la frontière du domaine d’élasticité présente des singularités – par exemple : critère
de Tresca – on écrira :

ḟE(σ, E, σ̇) = sup {y : σ̇ | y ∈ ∂Ef(σ, E)}(3.11)

où ∂Ef(σ, E) représente, le sous-différentiel(15) par rapport à σ de f au point (σ, E).

On a alors :

charge décharge

f(σ, E) = 0

ḟE(σ, E, σ̇) > 0

f(σ, E) = 0

ḟE(σ, E, σ̇) < 0

(3.12)

et l’on poursuit la description du comportement élasto-plastique, comme dans le cas
de la sollicitation uniaxiale

Figure 29 – Comportement incrémental élasto-plastique écrouissable

• Si σ est à la frontière du domaine d’élasticité actuel, et s’il y a décharge : le taux
de déformation est purement élastique (figure 28).

(15)Le sous-différentiel ∂Ef(σ, E) de f convexe par rapport à σ au point (σ, E) est, par définition,
l’ensemble des éléments y de l’espace dual de {σ} tels que : ∀σ∗ , y : (σ − σ∗) ≥ f(σ, E) − f(σ∗, E).

En raison de la convexité de f par rapport à σ , ∂Ef(σ, E) n’est pas vide. En un point régulier de la
frontière, cet ensemble se réduit au gradient de f par rapport à σ.
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En désignant par Λ le tenseur des complaisances élastiques, (3.8) s’explicite sous

la forme(16) :

d = de = Λ : σ̇ .(3.13)

• Si σ est à la frontière du domaine d’élasticité actuel et s’il y a charge (figure 29) :
le taux de déformation est décomposé comme la somme d’une partie réver-
sible et d’une partie irréversible. La partie réversible est la partie élastique,
récupérable par décharge de (−σ̇), soit de = Λ : σ̇. La partie irréversible est le

complément nécessaire pour obtenir le taux de déformation total, soit :

d = de + dp = Λ : σ̇ + dp .(3.14)

D’une façon générale on peut dire que la déformation plastique à l’instant t est une
fonctionnelle de l’histoire de σ. Les hypothèses de non-vieillissement et d’absence de
viscosité et les caractéristiques propres du comportement plastique impliquent pour
celle-ci la propriété suivante qui reprend les considérations développées au paragraphe
(2.4.5).

La fonctionnelle εp ne retient, de l’histoire de σ, que la séquence des arcs de
trajet de charge croissants, qui définit aussi l’état d’écrouissage actuel, représenté
par E.

Le taux de déformation plastique dp engendré à l’instant t par le taux de contrainte
σ̇, dans l’état de charge σ et l’état d’écrouissage E, correspond à la dérivation de εp

par rapport à l’instant actuel t. La déformation plastique εp étant une fonctionnelle
de l’histoire de σ , cette dérivation s’effectue à travers celle de l’histoire de σ entre les
instants t de t + dt, c’est-à-dire selon la direction σ̇ à l’instant t, avec les propriétés
suivantes pour dp, fonction de σ, E, σ̇ :

dp(σ, E, σ̇)= 0 si ḟE(σ, E, σ̇) < 0(3.15)

dp(σ, E, σ̇)�= 0 si ḟE(σ, E, σ̇) > 0 .(3.16)

De plus, comme le rappellent les termes « séquence » et « trajet de charge »,
si l’on modifie l’échelle du temps (facteur d’échelle positif quelconque) d’une histoire
de σ donnée, l’histoire de εp sur la même période subit le même facteur d’échelle
sans autre modification. Il en résulte que dp(σ, E, σ̇) est positivement homogène
de degré un en σ̇ , c’est-à-dire que :

∀α > 0 , dp(σ, E, α σ̇) = α dp(σ, E, σ̇) .(3.17)

Enfin, la relation entre dp(σ, E, σ̇) et σ̇, si ḟE(σ, E, σ̇) > 0, est linéaire lorsque la
fonctionnelle εp est différentiable ; elle se met sous la forme :

dp(σ, E, σ̇) = P (σ, E) : σ̇.(3.18)

L’explicitation de dp(σ, E, σ̇) est le problème de la règle d’écoulement plastique.

(16)On rappelle que Λ : σ̇ désigne le tenseur d’ordre 2 de composantes Λijhkσ̇kh .
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3.4 Règle de normalité. « Plasticité associée »

La présentation du principe du travail plastique maximal (PTPM) et l’étude de
ses conséquences feront l’objet de la section 4. Parmi ces conséquences, la règle de
normalité concerne la règle d’écoulement et doit être introduite dès à présent.

Le principe du travail plastique maximal implique la convexité du domaine
C(E), déjà admise comme une évidence expérimentale (§ 2.5.1). Il énonce alors que :
le taux de déformation plastique dp(σ, E, σ̇) est dirigé suivant la (ou une)
normale extérieure à C(E) au point de charge σ.

Ainsi, dans le cas où σ est un point régulier de la frontière de C(E), on a (fi-
gure 30) :

dp(σ, E, σ̇) = λ̇
∂f(σ, E)

∂σ
, λ̇ ≥ 0(3.19)

où λ̇ est un scalaire(17) non-négatif, fonction de σ, E et σ̇. Dans cette expression on
tient compte de l’écriture symétrique(18) de f en σij et σji (cf. § 2.4.3) : le tenseur
∂f(σ, E)

∂σ
est donc symétrique.

Figure 30 – Principe du travail plastique maximal : règle de normalité

Si σ est un point singulier de la frontière de C(E), la convexité de C(E) implique
l’existence d’un cône convexe des normales extérieures à C(E) en σ . Le taux de dé-
formation dp(σ, E, σ̇) est dirigé suivant l’une de ces normales et l’on écrit (figure 30) :

dp(σ, E, σ̇) ∈ λ̇ ∂Ef(σ, E) , λ̇ ≥ 0 .(3.20)

Les énoncés précédents sont également valables pour le matériau parfaitement
plastique en supprimant la référence à l’état d’écrouissage E dans les diverses formules.

La terminologie dePlasticité associée est utilisée pour désigner le comportement
plastique dans lequel la règle d’écoulement plastique satisfait la règle de normalité.

(17)Si f a les dimensions d’une contrainte (2.4), λ̇ a la dimension de l’inverse d’un temps.
(18)L’oubli de cette condition est source de fréquentes erreurs dans l’application de (3.19).
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On dit aussi, pour des raisons évidentes, que la règle d’écoulement est alors associée
au critère.

Dans toute la suite on se placera exclusivement dans ce cadre.

3.5 Règle d’écoulement pour le matériau écrouissable
en plasticité associée

3.5.1 Cas où σ est un point régulier de la frontière d’élasticité

On se place d’abord dans le cas où σ est un point régulier de la frontière de C(E).
On suppose en outre la différentiabilité de la fonctionnelle εp.

Le rapprochement des formules (3.18) et (3.19) sous la condition ḟE(σ, E, σ̇) > 0,
montre que le tenseur P (σ, E) est nécessairement décomposé et s’écrit sous la forme

du produit tensoriel :

P (σ, E) =
∂f(σ, E)

∂σ
⊗ Q(σ, E) ,(3.21)

pour assurer la coaxialité de dp(σ, E, σ̇) avec
∂f(σ, E)

∂σ
.

Il en résulte que l’expression du scalaire λ̇(σ, E, σ̇) est la forme linéaire en σ̇ :

λ̇(σ, E, σ̇) = Q(σ, E) : σ̇ ≥ 0 si ḟE(σ, E, σ̇) > 0 ,(3.22)

et l’on a

dp(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
(Q(σ, E) : σ̇) .(3.23)

Pour assurer la continuité de la loi de comportement élasto-plastique entre les
cas de charge et de décharge, c’est-à-dire pour l’arc de trajet de charge neutre (cf.
§ 2.2.2 et § 3.3), on doit imposer que :

ḟE(σ, E, σ̇) > 0

ḟE(σ, E, σ̇) ↘ 0


 ⇒ dp(σ, E, σ̇) → 0 .(3.24)

Il en résulte, en rappelant que ḟE(σ, E, σ̇) est la forme linéaire en σ̇

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ ,(3.25)

que les deux formes linéaires (3.22) et (3.25) sont dépendantes, c’est-à-dire que l’on
peut écrire :

λ̇(σ, E, σ̇) =
1

M(σ, E)
ḟE(σ, E, σ̇) ≥ 0 .(3.26)
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On en déduit l’expression de la règle d’écoulement plastique associée pour le ma-
tériau écrouissable en un point régulier de la frontière de C(E) :

dp(σ, E, σ̇) =
ḟE(σ, E, σ̇)
M(σ, E)

∂f(σ, E)
∂σ

si ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ ≥ 0

(3.27)

La formule (3.27) met en évidence un résultat théorique important : le taux de
contrainte σ̇ n’intervient dans l’expression de dp(σ, E, σ̇) que par l’intermédiaire du
scalaire ḟE(σ, E, σ̇) qui mesure « l’intensité » du taux de charge subi par le maté-
riau(19). Il en résulte en particulier que les directions principales de dp(σ, E, σ̇) sont
indépendantes de celles de σ̇ . Ainsi, pour le matériau isotrope dans l’état d’écrouis-
sage nul (domaine d’élasticité initial), les directions principales de dp(σ, σ̇) sont celles

de
∂f(σ)

∂σ
c’est-à-dire celles de σ : ce résultat énoncé par Saint Venant, a fait l’objet

de maintes confirmations expérimentales.

3.5.2 Cas où σ est un point singulier de la frontière d’élasticité

Lorsque σ est un point singulier de la frontière de C(E), le raisonnement du para-
graphe (3.5.1) doit être modifié.

La formule (3.20) ne détermine plus la direction de dp(σ, E, σ̇) de manière unique :
pour un même σ toutes les directions normales extérieures à la frontière de C(E) en
σ sont possibles. On ne peut donc exprimer λ̇(σ, E, σ̇) comme une forme linéaire en
σ̇ pour ḟE(σ, E, σ̇) > 0, mais λ̇(σ, E, σ̇) demeure positivement homogène de degré un
en σ̇ .

La continuité du comportement élasto-plastique entre les cas de charge et de dé-
charge impose encore (3.24), mais ḟE(σ, E, σ̇) , dont l’expression est donnée par (3.11),
est positivement homogène de degré un mais n’est plus une forme linéaire en σ̇ . Pour
satisfaire cette condition (3.24) on peut par exemple, en continuité avec le résultat
démontré pour les points réguliers, poser :

λ̇(σ, E, σ̇) =
1

M(σ, E)
ḟE(σ, E, σ̇) .(3.28)

(19)On remarquera que lorsque f a les dimensions d’une contrainte, M a aussi la dimension d’une
contrainte. D’autre part, dans le cas d’une expérience en contrainte uniaxiale σ11 = σ , M est relié
au module d’écrouissageM introduit dans (3.6), par :

M = M/(
∂f

∂σ11
)2 .
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Alors la règle d’écoulement en un point singulier de la frontière de C(E) s’écrit :




dp(σ, E, σ̇) ∈
ḟE(σ, E, σ̇)
M(σ, E)

∂Ef(σ, E)

si ḟE(σ, E, σ̇) = sup {y : σ̇ | y ∈ ∂Ef(σ, E)} ≥ 0

(3.29)

On remarque que, dans ce cas, dp(σ, E, σ̇) ne dépend plus linéairement de σ̇ pour
ḟE(σ, E, σ̇) ≥ 0 : la fonctionnelle εp n’est plus différentiable.

On insistera aussi sur le fait que l’écriture (3.29) de la règle d’écoulement en un
point singulier de la frontière d’élasticité suppose l’existence d’un module d’écrouis-
sage M(σ, E) , qu’elle définit, dans l’état d’écrouissage E et l’état de contrainte σ .
Cette hypothèse, commode du point de vue mathématique, doit évidemment être
validée par l’expérience. Parmi les théories qui traitent de la règle d’écoulement du
matériau écrouissable en un point singulier de la frontière d’élasticité on signalera
particulièrement la théorie du potentiel multiple (cf. Koiter, 1960 ; Mandel, 1964,
1971).

3.6 Règle d’écoulement pour le matériau parfaitement
plastique en plasticité associée

Lorsque le matériau considéré est parfaitement plastique on ne peut reprendre les
raisonnements précédents qui s’appuient sur la stricte concomitance de l’évolution de
l’écrouissage et de l’évolution de la déformation plastique.

On se réfère au domaine d’élasticité unique C du matériau et l’on a les circonstances
suivantes.

Si σ est intérieur au domaine d’élasticité, c’est-à-dire si f(σ) < 0, alors le taux
de déformation est purement élastique (figure 31).

Figure 31 – Comportement incrémental élastique
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d = de = Λ : σ̇ .(3.30)

Si σ est sur la frontière du domaine d’élasticité en un point régulier, et s’il y a
décharge, c’est-à-dire si 


f(σ) = 0

ḟ(σ, σ̇) =
∂f(σ)

∂σ
: σ̇ < 0 ,

(3.31)

alors le taux de déformation est purement élastique (figure 31) et s’exprime à nouveau
selon (3.30).

Si σ est sur la frontière du domaine d’élasticité en un point régulier et y de-
meure, c’est-à-dire si (figure 32)


f(σ) = 0

ḟ(σ, σ̇) =
∂f(σ)

∂σ
: σ̇ = 0

(3.32)

alors le taux de déformation est décomposé en la somme d’une partie réversible et
d’une partie irréversible :

d = de + dp .(3.33)

Figure 32 – Comportement incrémental élastique et parfaitement plastique

La partie réversible de, taux de déformation élastique, est identifiée en effectuant
la décharge (−σ̇) : c’est la partie du taux de déformation total d qui est récupérée
dans cette décharge ; elle s’exprime par (3.30).

La partie irréversible dp est le complément de de dans le taux de déformation total
d . Ainsi

d = Λ : σ̇ + dp si (3.32) .(3.34)
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En un point singulier de la frontière de C il suffit de modifier l’expression de ḟ(σ, σ̇)
selon (3.11), en l’absence d’écrouissage, dans l’écriture des conditions (3.31) et (3.32).

La règle de normalité, sous la forme (3.19) ou (3.20), précise la direction de dp.

Ainsi, en un point régulier de la frontière de C, on obtient la règle d’écoulement
sous la forme

dp(σ, σ̇) = λ̇
∂f(σ)

∂σ
, λ̇ ≥ 0

si ḟ(σ, σ̇) =
∂f(σ)

∂σ
: σ̇ = 0

(3.35)

et en un point singulier de la frontière de C




dp(σ, σ̇) ∈ λ̇ ∂f(σ) , λ̇ ≥ 0

si ḟ(σ, σ̇) = sup {y : σ̇ | y ∈ ∂f(σ)} = 0 .

(3.36)

Il est essentiel de remarquer que dans ces deux expressions, à la différence de (3.27)
et (3.29), pour le matériau écrouissable, le scalaire λ̇ non-négatif demeure arbitraire.
Cela signifie que l’amplitude du taux de déformation plastique dp(σ, σ̇) n’est pas
déterminée par la règle d’écoulement. Ce résultat est cohérent avec la description,
rappelée au paragraphe 3.2, du comportement parfaitement plastique en sollicitation
uniaxiale.

La comparaison directe de (3.35) avec l’expression homologue (3.27) montre aussi
que, formellement, on passe du modèle écrouissable au modèle parfaitement plastique
en faisant tendre ḟE(σ, E, σ̇), le module d’écrouissage M(σ, E) et toute grandeur ho-
mologue, simultanément vers zéro. La même remarque vaut pour la comparaison de
(3.36) avec (3.29), écriture possible de la règle d’écoulement du matériau écrouissable
en un point régulier.

L’indétermination sur dp(σ, σ̇) laissée par la règle d’écoulement plastique appa-
rait en quelque sorte comme la contrepartie de l’absence d’écrouissage au niveau du
critère de plasticité. Cette interprétation sera illustrée par l’analyse des problèmes
d’évolution quasi-statique en élasto-plasticité au chapitre II. Le théorème d’existence
et d’unicité énoncé (chapitre II, § 1.4) dans le cas du matériau élastique et parfai-
tement plastique standard (§ 4.3) montre que l’indétermination laissée par la règle
d’écoulement (3.35) ou (3.36) rend possible la résolution du problème d’évolution
quasi-statique tant que les chargements imposés au système demeurent à l’intérieur
du domaine d’existence. En outre le champ λ̇(x, t) est alors soit entièrement déterminé
à chaque instant, soit laissé partiellement indéterminé tout en préservant l’unicité au
niveau du comportement global du système (chapitre II, § 5.5.5).
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3.7 Tableaux récapitulatifs (plasticité associée)

Matériau écrouissable

σ
ḟE(σ, E, σ̇) dp(σ, E, σ̇)sur la frontière de C(E)

point régulier
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇

ḟE(σ, E, σ̇)

M(σ, E)

∂f(σ, E)

∂σ

∈
ḟE(σ, E, σ̇)

M(σ, E)
∂Ef(σ, E)

point singulier sup {y : σ̇ | y ∈ ∂Ef(σ, E)}
ou potentiel multiple

Matériau parfaitement plastique

σ
ḟ(σ, σ̇) dp(σ, σ̇)sur la frontière de C

point régulier
∂f(σ)

∂σ
: σ̇ λ̇

∂f

∂σ
(σ) , λ̇ ≥ 0

point singulier sup {y : σ̇ | y ∈ ∂f(σ)} ∈ λ̇ ∂f(σ) , λ̇ ≥ 0

4 Le principe du travail plastique maximal

4.1 Énoncé

La définition de la « Plasticité associée » introduite au paragraphe 3.4 se réfère
à la règle de normalité : conséquence annoncée du Principe du travail plastique
maximal (P.T.P.M) dont on va maintenant faire la présentation et l’analyse.

Ce principe a été énoncé par Hill (1950). On le formulera comme suit dans le cas
général du matériau écrouissable.

Soit, pour un élément de matière, le tenseur des contraintes σ non extérieur au
domaine d’élasticité actuel C(E) :

σ ∈ C(E) ⇔ f(σ, E) ≤ 0 .(4.1)

Soit dp(σ, E, σ̇) un taux de déformation plastique engendré dans cet état d’écrouis-
sage E, au point de charge σ , par le taux de contrainte σ̇ .
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Soit σ∗ un tenseur des contraintes quelconque non extérieur à C(E) :

σ∗ ∈ C(E) ⇔ f(σ∗, E) ≤ 0 .(4.2)

Alors on a :

∀σ ∈ C(E) , ∀σ∗ ∈ C(E) , (σ − σ∗) : dp(σ, E, σ̇) ≥ 0(4.3)

Pour le matériau parfaitement plastique l’énoncé est identique en supprimant toute
référence à l’état d’écrouissage E qui est invariable.

4.2 Conséquences pour le critère et pour la règle d’écoulement

� σ intérieur à C(E)

On peut d’abord appliquer l’énoncé précédent dans le cas où σ est strictement
intérieur à C(E) . Il s’ensuit alors que, dans (4.3) compte tenu de (4.2), le tenseur
(σ− σ∗) peut avoir toutes les orientations possibles dans R6 sans être nul. L’inégalité
fondamentale (4.3) est alors nécessairement saturée :

f(σ, E) < 0 , f(σ∗, E) ≤ 0 ⇒ (σ − σ∗) : dp(σ, E, σ̇) = 0(4.4)

et implique donc, puisque dp(σ, E, σ̇) est symétrique,

f(σ, E) < 0 ⇒ dp(σ, E, σ̇) = 0 .(4.5)

Ce résultat, conforme à la définition même du domaine d’élasticité actuel C(E) ,
montre la cohérence de l’énoncé du paragraphe (4.1) avec cette définition et n’apporte
aucune information nouvelle sur C(E).

� σ sur la frontière de C(E)

Le principe du raisonnement est maintenant le suivant : par définition même de
C(E), σ étant sur la frontière de C(E), on sait qu’il existe des taux de contrainte σ̇ qui
y induisent des taux de déformation plastique non nuls :

f(σ, E) = 0 ⇒ ∃ dp(σ, E, σ̇) �= 0 ;(4.6)

il convient de confronter (4.3) et (4.6) et d’en tirer les conséquences.

Soit donc, en σ, dp(σ, E, σ̇) �= 0. L’inégalité (4.3) s’exprime aussi sous la forme de
l’inclusion :

C(E) ⊂ {σ∗ | σ∗ : dp(σ, E, σ̇) ≤ σ : dp(σ, E, σ̇)} .(4.7)

L’interprétation géométrique de ce résultat est immédiate en introduisant le plan,
passant par σ , engendré par les σ∗, d’équation

σ∗ : dp(σ, E, σ̇) = σ : dp(σ, E, σ̇) ,(4.8)
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que l’on oriente transversalement en prenant dp(σ, E, σ̇) comme normale sortante.
Alors (4.7) signifie que C(E) est entièrement contenu dans le demi-espace limité
par le plan (4.8) de normale sortante dp(σ, E, σ̇) .

La frontière de C(E) est ou bien entièrement régulière, ou bien constituée de nappes
régulières qui se coupent en définissant alors des points singuliers : points singuliers
isolés (ou vertex), arêtes (critère de Tresca, critère de Drucker-Prager, etc.).

La première conséquence de (4.7) est que C(E) est nécessairement convexe. En
effet, supposant que C(E) ne soit pas convexe, il existerait au moins un point σ de la
frontière de C(E) où, au moins localement, C(E) ne serait pas d’un seul côté de son
plan tangent si σ est un point régulier, ou d’un seul côté d’un de ses plans tangents
si σ est un point singulier (figure 33). Il s’ensuivrait alors qu’en ce point σ, quelle que
soit l’orientation de dp(σ, E, σ̇), l’inclusion (4.7) ne pourrait être satisfaite.

Figure 33 – Frontière de C(E) non convexe en σ

En fait, la convexité de C(E) a été déjà admise au paragraphe 2.5.1 comme évidence
expérimentale : le principe du travail maximal est donc validé de ce point de vue.

C(E) étant convexe, en un point régulier σ de sa frontière l’unique orientation
possible pour dp(σ, E, σ̇) de façon à respecter (4.7) n’est autre que la normale ex-
térieure à C(E) (figure 34).

Figure 34 – Principe de travail plastique maximal : en un point régulier de la frontière
de C(E)
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En un point singulier, la convexité implique l’existence d’un cône convexe des
normales extérieures à C(E) en σ. L’inclusion (4.7) est vérifiée si et seulement si
dp(σ, E, σ̇) appartient à ce cône (figure 35).

Figure 35 – Principe de travail plastique maximal : points singuliers sur la frontière de
C(E)

Il apparaît ainsi, en conclusion, que le principe du travail plastique maximal impose
au taux de déformation plastique dp(σ, E, σ̇) d’être normal extérieur à C(E) au
point de charge σ , régulier ou singulier : c’est la règle de normalité qui s’écrit,
compte tenu de l’écriture symétrique de f(σ, E) en σij en σji :

si σ est un point régulier de la frontière de C(E)

dp(σ, E, σ̇) = λ̇
∂f(σ, E)

∂σ
, λ̇ ≥ 0(4.9)

si σ est un point singulier de la frontière de C(E)

dp(σ, E, σ̇) ∈ λ̇ ∂Ef(σ, E) , λ̇ ≥ 0 (20)(4.10)

où f(σ, E) est convexe de σ .

Pour le matériau parfaitement plastique ces expressions sont conservées en sup-
primant toute référence à l’état d’écrouissage E qui est invariable.

4.3 Matériaux « standards ». Plasticité associée.
Potentiel plastique

La terminologie de Plasticité associée a déjà été introduite au paragraphe 3.4
pour désigner le modèle de comportement élasto-plastique écrouissable ou parfaite-
ment plastique dans lequel la règle d’écoulement plastique obéit à la règle de normalité
(4.9) ou (4.10) : la règle d’écoulement est associée au critère par la règle de normalité.

(20)La formule (4.9) est évidemment un cas particulier de (4.10).
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On dit aussi (Radenkovic, 1961, 1962) que le matériau correspondant, de fonction
de charge convexe, est standard.

Enfin les formules (4.9) et (4.10) justifient aussi le nom de potentiel plastique
donné à la fonction de charge dans l’hypothèse du principe du travail plastique maxi-
mal. On dit également qu’un matériau standard est un matériau dont le « potentiel
plastique » est identique au critère.

En introduisant la fonction indicatrice ψC(E) définie par (4.11){
ψC(E)(σ) = 0 ⇔ σ ∈ C(E)

ψC(E)(σ) = +∞ ⇔ σ /∈ C(E)
(4.11)

les formules (4.9) et (4.10) prennent la forme compacte

dp(σ, E, σ̇) ∈ ∂ψC(E)(σ) .(4.12)

qui se révèle commode dans la mise en œuvre de certaines approches théoriques des problèmes
globaux d’élasto-plasticité. La résolution pratique ne peut ensuite se passer de la fonction de
charge.

4.4 Dissipation plastique

La dissipation plastique dans l’état de contrainte σ et l’état d’écrouissage E pour
le taux de déformation plastique dp(σ, E, σ̇) est, par définition, le scalaire :

D(σ, E, σ̇) = σ : dp(σ, E, σ̇) .(4.13)

L’énoncé du P.T.P.M. (4.1) à (4.3) montre que :

D(σ, E, σ̇) = max {σ∗ : dp(σ, E, σ̇) | σ∗ ∈ C(E)} .(4.14)

Ainsi la dissipation plastique n’est fonction que de l’état d’écrouissage E et de
dp(σ, E, σ̇) ; c’est une fonction univoque de dp(σ, E, σ̇) à écrouissage donné :

σ : dp(σ, E, σ̇) = D(E, dp(σ, E, σ̇)) .(4.15)

Pour le matériau parfaitement plastique on a :

D(σ, σ̇, λ̇) = σ : dp(σ, σ̇) = max {σ∗ : dp(σ, σ̇) | σ∗ ∈ C} ,(4.16)

fonction univoque de dp(σ, σ̇) qui est à valeur finie si dp(σ, σ̇) est fini :

D(σ, σ̇) = D(dp(σ, σ̇)) .(4.17)

On peut introduire la fonction d’appui du convexe C définie, pour les éléments d̂ de R6, par :

π(d̂) = sup {σ : d̂ − ψC(σ)} ≡ sup {σ : d̂ | σ ∈ C}(4.18)

(c’est la transformée de Legendre de ψC).
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On remarque alors que pour les dp(σ, σ̇) , c’est-à-dire pour les tenseurs dp normaux extérieurs
à C, on a l’identité :

π(dp(σ, σ̇)) = D(dp(σ, σ̇))(4.19)

En revanche, pour les autres éléments d̂ de R6, que l’on notera d̂ 	= dp(·, ·) on a

π(d̂) = +∞ si d̂ 	= dp(·, ·) .(4.20)

On se convaincra aisément du résultat classique d’analyse convexe suivant : la donnée de la
fonction d’appui π(d̂), fonction convexe ∀d̂ ∈ R6 , définit le convexe C par dualité, de façon
équivalente à la donnée de la fonction de charge f(σ) ou de la fonction indicatrice ψC(σ) :

C = {σ | σ : d̂ − π(d̂) ≤ 0 ,∀d̂ ∈ R
6} .(4.21)

Ce résultat signalé par Prager (1955 a), Massonnet et Save (1963), sera essentiellement ex-
ploité au chapitre III à propos du calcul à la rupture et de l’analyse limite.

4.5 Exemples de matériaux standards

4.5.1 Matériau de von Mises

Il s’agit du matériau standard dont la fonction de charge a été définie en para-
graphe (2.5.5).

Pour le matériau parfaitement plastique il vient ainsi, à partir de (3.35) :


f(σ) =
√

J2 − k =
…

1
2
tr(s)2 − k

dp(σ, σ̇) = λ̇ s , λ̇ ≥ 0 si f(σ) = 0 et tr(s.ṡ) = 0

dp(σ, σ̇) = 0 sinon .

(4.22)

La dissipation plastique est :

D(dp) = k
»

2 tr(dp)2 .(4.23)

4.5.2 Matériau de Tresca

Il s’agit du matériau standard dont la fonction de charge a été définie au pa-
ragraphe 2.5.4. Les singularités de la frontière d’élasticité imposent de distinguer
plusieurs régimes d’écoulement plastique suivant la situation du point de charge.

Pour le matériau parfaitement plastique on a les cas suivants.

� Point régulier de la frontière de C : régime de face

Soit, par exemple, la face d’équations :

σ1 > σ2 > σ3 , σ1 − σ3 = σ0 .(4.24)



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

4 – Le principe du travail plastique maximal 61

Le tenseur dp(σ, σ̇) a mêmes directions principales que σ (cf.§ 3.5.1). La règle
d’écoulement s’exprime commodément dans le répère principal commun de σ et de
dp(σ, σ̇). Il vient, à partir de (3.35) :

dp1(σ, σ̇) = λ̇

dp2(σ, σ̇) = 0

dp3(σ, σ̇) = −λ̇


 λ̇ ≥ 0, si




σ1 > σ2 > σ3

σ1 − σ3 = σ0

σ̇1 − σ̇3 = 0

(4.25)

Les cinq autres régimes de face s’obtiennent en permutant les indices dans les
formules (4.25).

� Point singulier de la frontière de C : régime d’arête

Soit, par exemple, l’arête d’équations

σ1 > σ2 = σ3 , σ1 − σ3 = σ0(4.26)

Il résulte de (4.10) que les directions principales de dp(σ, σ̇) sont également prin-
cipales pour σ. Dans ce repère principal commun :

dp1(σ, σ̇) = λ̇ + µ̇

dp2(σ, σ̇) = −λ̇

dp3(σ, σ̇) = −µ̇


 λ̇ ≥ 0, µ̇ ≥ 0 si




σ1 > σ2 = σ3

σ1 − σ3 = σ0

max (σ̇1 − σ̇i | i = 2, 3) = 0

(4.27)

Cette règle d’écoulement est le la combinaison convexe de celles, de la forme (4.25),
qui correspondent à la face (σ1 > σ2 > σ3 , σ1 − σ3 = σ0) et à la face (σ1 > σ3 >
σ2 , σ1 − σ2 = σ0). Les cinq autres régimes d’arête s’obtiennent par les combinaisons
convexes des règles d’écoulement correspondant à deux faces adjacentes.

Enfin :

dp(σ, σ̇) = 0 hors de (4.25), (4.27) et homologues .(4.28)

� Dissipation plastique

La dissipation plastique est donnée, pour tous les régimes d’écoulement, par :

D(dp) =
σ0

2
(|dp1 | + |dp2 | + |dp3 |) .(4.29)

4.5.3 Remarque

On remarque que pour le matériau de von Mises comme pour le matériau de
Tresca, la règle d’écoulement plastique conduit à la propriété :

tr dp = 0(4.30)

c’est-à-dire que la déformation plastique s’effectue sans variation de volume.
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Cette propriété est générale pour tous les matériaux standards dont la fonction de charge est
indépendante de tr σ. En effet pour un tel matériau on a :

ḟ = sup {y : (ṡ + σ̇m1l) | y ∈ ∂f} = 0 si ṡ = 0, ∀σ̇m ;(4.31)

d’où

tr y = 0 , ∀y ∈ ∂f ,(4.32)

qui démontre la propriété annoncée pour dp(σ, σ̇) à partir de (4.10) ou (3.36). En particulier,
en un point régulier de la frontière d’élasticité, (4.31) se réduit à :

tr (
∂f(σ)

∂σ
) = 0 .(4.33)

4.6 Discontinuité de vitesse

4.6.1 Généralités

Dans le cas du matériau parfaitement plastique, l’expérience montre que l’on
rencontre, lors de la déformation plastique de blocs de matière, comme dans les pro-
blèmes de mise en forme des métaux par exemple, des zones d’épaisseur très faible
où se produit une forte variation de vitesse. Ces zones peuvent même, à la limite,
s’interpréter comme des surfaces de discontinuité de vitesse, concept cohérent
avec le modèle de comportement car la règle d’écoulement du matériau parfaitement
plastique ne définit dp(σ, σ̇) qu’à un facteur positif arbitraire près, λ̇ (formules 3.35
et 3.36).

Le cas de la discontinuité de vitesse à la traversée d’une surface Σ peut alors
mathématiquement être pris en compte en interprétant dp et λ̇ respectivement comme
un tenseur et un scalaire positif finis multipliés par la mesure de Dirac δΣ de la surface
Σ, conservant ainsi à l’expression (σ : dp) la signification de puissance de déformation
par unité de volume de matière.

La règle d’écoulement se transpose alors pour la discontinuité de vitesse.

Pour cette étude il est commode, en un point M de la surface de discontinuité Σ,
de choisir le repère orthonormé défini comme suit.

Figure 36 – Surface de discontinuité de vitesse

• Σ est orientée transversalement en M par le vecteur unitaire n, considéré comme
normale sortante (figure 36). Ainsi :

[[ U ]] = U2 − U1 .(4.34)
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• t, unitaire, est tangent à Σ en M et situé dans le plan défini par [[ U ]] et n .

• e, unitaire est tangent à Σ en M et complète le trièdre direct (n, t, e)

Le tenseur d qui correspond à la discontinuité de vitesse [[ U ]] au franchissement de Σ
selon n s’explicite sous la forme

d =
1
2
( [[ U ]] ⊗ n + n ⊗ [[ U ]] )δΣ(4.35)

ou, en décomposant [[ U ]] selon n et t

[[ U ]] = Un n + Ut t(4.36)

d = ( Un n ⊗ n +
1
2
Ut (n ⊗ t + t ⊗ n) )δΣ(4.37)

qui est évidemment un tenseur de taux de déformation plan.

On considère dans la suite le cas des matériaux de von Mises et de Tresca : les
règles d’écoulement concernant la discontinuité de vitesse [[ U ]] s’obtiennent alors à
partir des formules (4.22) et (4.25).

4.6.2 Matériau de von Mises

Les résultats obtenus sont les suivants (figure 37).

Figure 37 – Matériau de von Mises ou de Tresca : discontinuité de vitesse [[ U ]] au
franchissement de Σ selon n = Mβ

1o L’existence d’une discontinuité de vitesse [[ U ]] �= 0 implique que l’une des
contraintes principales, soit σ2, est égale à la demi-somme des deux autres :

σ2 = (σ1 + σ3)/2 .(4.38)
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2o La surface de discontinuité de vitesse Σ est alors dirigée suivant l’un ou l’autre
des plans bissecteurs du dièdre défini par les plans σ1σ2 et σ3σ2 en M .

3o La discontinuité de vitesse [[ U ]] est tangente à Σ : Un = 0 .
4o La discontinuité de vitesse [[ U ]] est portée par l’intersection de Σ et du plan σ1σ3

en M .
5o En ordonnant les contraintes principales selon σ1 > σ3, en désignant par Mα la
bissectrice de l’angle (Mσ1, Mσ3) = +π/2, en définissant Mβ par (Mα, Mβ) =
+π/2 autour de Mσ2 , on a la règle suivante. Si Σ a pour normale sortante n la
direction Mβ, alors [[ U ]] est dirigée selon Mα . (Enoncé homologue en permutant
les rôles de Mα et Mβ).

6o La dissipation plastique, calculée à partir de (4.23) et (4.37) avec Ut = 0 pour dp,
s’écrit :

D(dp) = D(n, [[ U ]]) = k |[[ U ]]| δΣ .(4.39)

C’est-à-dire que la densité surfacique de dissipation plastique sur Σ est égale à
k |[[ U ]]| .

On peut interpréter physiquement cette suite de résultats en remarquant que 1o

provient du caractère plan de d dans (4.37) ; 2o à 4o expriment l’invariance du volume
et la coaxialité des directions principales de dp et de σ ; 5o exprime la non négativité
de λ̇ dans (4.22).

4.6.3 Matériau de Tresca

De la même manière les résultats obtenus sont les suivants.
1o Les contraintes principales étant ordonnées selon σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, Σ est dirigée
suivant l’un ou l’autre des plans bissecteurs du trièdre défini par les plans σ1σ2 et
σ3σ2 en M .

2o [[ U ]] est tangente à Σ : Ut = 0 .
3o [[ U ]] est portée par l’intersection de Σ et du plan σ1σ3 en M .
4o Mα étant la bissectrice de (Mσ1, Mσ3) = +π/2 , Mβ étant défini par (Mα, Mβ) =

+π/2 autour de Mσ2 , on a la règle suivante. Si Σ a pour normale sortante n la
direction Mβ , alors [[ U ]] est dirigée selon Mα (énoncé homologue en permutant
Mα et Mβ).

5o La dissipation plastique, calculée à partir de (4.29) et de (4.37) avec Ut = 0 pour
dp, s’écrit

D(dp) = D(n, [[ U ]]) =
σ0

2
|[[ U ]]| δΣ ,(4.40)

soit une densité surfacique de dissipation plastique sur Σ égale à
σ0

2
|[[ U ]]| .

On remarque, par comparaison avec le matériau de von Mises, que dans le cas
du matériau de Tresca, il n’y a pas de condition supplémentaire telle que (4.38)
portant sur σ pour l’existence d’une discontinuité de vitesse. Les autres résultats sont
identiques pour les deux matériaux : la figure 37 est valable pour le matériau de
Tresca.
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4.7 Postulat de Drucker

4.7.1 Une conséquence du principe du travail plastique maxi-
mal

Les précisions apportées par le principe du travail plastique maximal à la règle d’écoule-
ment du matériau élastique parfaitement plastique, permettent de démontrer une propriété
remarquable concernant le produit σ̇ : dp(σ, σ̇) .

Le point de départ est la formule générale :


dp(σ, σ̇) ∈ λ̇ ∂ f(σ) , λ̇ ≥ 0

si f(σ) = 0 et ḟ(σ, σ̇) = 0 ,

(4.41)

dp(σ, σ̇) = 0 sinon .(4.42)

Recherchant sup {σ̇ : dp(σ, σ̇)} avec les expressions (4.41) et (4.42) on constate que :

sup {σ̇ : dp(σ, σ̇)} = 0 ∀σ ∈ C , ∀σ̇ .(4.43)

4.7.2 Postulat de Drucker
Le postulat dit « quasi-thermodynamique » de Drucker (1951) affirme que pour le matériau
parfaitement plastique :

σ̇ : dp(σ, σ̇) = 0 ∀σ ∈ C, ∀σ̇ .(4.44)

En comparant (4.43) et (4.44), on voit que ce postulat impose une restriction supplémen-
taire à la loi de comportement lorsque le tenseur des contraintes se trouve en un point
singulier de la surface de charge. À titre d’exemple, pour le matériau de Tresca, toutes les
directions du cône des normales extérieures à la frontière d’élasticité en régime d’arête ne
sont permises que lorsque σ est sur l’arête et y demeure. On peut d’ores et déjà signaler que
l’on verra au chapitre II (§ 5.5.4) que la résolution du problème d’évolution quasi-statique
pour un système en matériau élastique et parfaitement plastique standard, dans l’hypothèses
des petites perturbations, établit que les champs σ̇ et dp solutions du problème satisfont
en chaque point du système la relation (4.44). Ce résultat ne devra pas être confondu avec
le postulat de Drucker qui concerne le comportement du matériau.

4.8 Validation du principe du travail plastique maximal

La convexité des domaines d’élasticité étant validée expérimentalement c’est sur
la règle de normalité que portent les vérifications de pertinence du principe du travail
plastique maximal.
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Le principe du travail plastique maximal est en général admis pour les métaux
et autres matériaux dont le critère de plasticité est indépendant de la contrainte
moyenne σm = tr σ/3 . En particulier la conclusion indiquée plus haut concernant
l’invariance de volume lors de la déformation plastique (4.30) correspond bien aux
constatations expérimentales. À titre d’exemple la figure 38 présente les résultats
d’expériences effectuées par Bui (1970) sur de l’aluminium où l’on remarque la nor-
malité de l’accroissement de déformation plastique à la frontière du domaine actuel
d’élasticité(21)

 

 

Figure 38 – Vérification de la règle de normalité sur Al 99.5 (Bui, 1970)

Pour les matériaux dont la fonction de charge dépend de la contrainte moyenne, le principe
du travail plastique maximal n’est en général pas considéré comme valable.
On a notamment mentionné le critère de Coulomb (2.38) : dans le cas du matériau parfaite-
ment plastique la règle d’écoulement associée à ce critère distingue trois régimes et s’écrit :

� régime de face

dp1(σ, σ̇) = λ̇ (1 + sinφ)

dp2(σ, σ̇) = 0

dp3(σ, σ̇) = −λ̇ (1 − sinφ)


 λ̇ ≥ 0(4.45)

si




σ1 > σ2 > σ3

σ1(1 + sin φ) − σ3(1 − sinφ) − 2C cos φ = 0

σ̇1(1 + sin φ) − σ̇3(1 − sinφ) = 0

et cinq autres régimes de face obtenus par permutation des indices.

(21)À noter que pour que le produit scalaire des vecteurs bidimensionnels sur cette figure repré-
sente le produit doublement contracté des tenseurs symétriques correspondants le vecteur dσ a pour
composantes dσzz et dσzθ tandis que le vecteur dεp a pour composantes dεpzz et 2 dεp

zθ
.
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� régime d’arête

dp1(σ, σ̇) = (λ̇ + µ̇)(1 + sin φ)

dp2(σ, σ̇) = −µ̇ (1 − sinφ)

dp3(σ, σ̇) = −λ̇ (1 − sinφ)


 λ̇ ≥ 0 , µ̇ ≥ 0(4.46)

si




σ1 > σ2 = σ3

σ1(1 + sin φ) − σ3(1 − sinφ) − 2C cos φ = 0

max {σ̇1(1 + sin φ) − σ̇i(1 − sin φ) | i = 2, 3} = 0

Il s’agit de la combinaison convexe des régimes (4.45) associés aux faces (σ1 > σ2 > σ3) et

(σ1 > σ3 > σ2). Les cinq autres régimes d’arêtes s’obtiennent par combinaisons convexes des
régimes (4.45) correspondant à deux faces adjacentes.

� régime au sommet

dp1(σ, σ̇) = (λ̇1 + λ̇6)(1 + sin φ) − (λ̇3 + λ̇4)(1 − sinφ)

dp2(σ, σ̇) = (λ̇2 + λ̇4)(1 + sin φ) − (λ̇1 + λ̇5)(1 − sinφ)

dp3(σ, σ̇) = (λ̇3 + λ̇5)(1 + sin φ) − (λ̇2 + λ̇6)(1 − sinφ)


 λ̇i ≥ 0 , i = 1, . . . , 6(4.47)

si

®
σ1 = σ2 = σ3 = −C cot φ

max {σ̇i(1 + sin φ) − σ̇j(1 − sinφ) | i, j = 1, 2, 3} = 0

Enfin :

dp(σ, σ̇) = 0 hors de (4.45),(4.46) et homologues, et (4.47) .(4.48)

On remarque que, d’après cette règle d’écoulement complète, on a toujours :

tr dp ≥ sin φ (|dp
1
| + |dp

2
| + |dp

3
|) .(4.49)

Cette valeur est jugée excessive pour le taux de déformation volumique dans la déformation
plastique par de nombreux auteurs qui, rejetant donc le principe du travail maximal pour
ces matériaux, proposent d’utiliser le critère de Coulomb avec une règle d’écoulement non
associée (cf. Brinch-Hansen, 1953 ; Bent Hansen, 1958 ; Janike et Shield, 1959 ; Radenkovic,
1961). Il semble toutefois plus pertinent désormais d’utiliser, pour le comportement élasto-
plastique de ces matériaux, les modèles élasto-plastiques avec écrouissage développés au cours
des dernières décennies qui sont en bon accord avec l’expérience et peuvent être introduits
dans les programmes de calculs (Prévost, 1978, 1985 ; Hujeux, 1985 ; . . . ).
D’autre part en ce qui concerne les applications à des calculs de capacités portantes et à des
analyses de stabilité d’ouvrages en terre, il est clairement établi que ceux-ci reposent sur la
théorie du calcul à la rupture et se réfèrent, avant tout, à la notion de critère de résistance
définissant les états de contraintes admissibles pour le matériau sans faire appel à une notion
de règle d’écoulement (ou analogue) comme on le verra au chapitre III.

5 Matériaux standards généralisés

5.1 Problématique de la règle d’écrouissage

L’objet de la règle d’écrouissage est la description de l’évolution de l’état
d’écrouissage E en suivant le point de charge σ sur les arcs de trajet de charge crois-
sants, en concomitance avec l’évolution de la déformation plastique qui fait, elle,
l’objet de la règle d’écoulement.
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Comme on l’a montré au paragraphe 2.4.5 la règle d’écrouissage doit être mathé-
matiquement compatible avec l’expression de la fonction de charge f(σ, E) , ce qui
s’exprime par l’équation de cohérence (5.3). On a ainsi sur un arc de trajet de charge
croissant :

f(σ, E) = 0(5.1)

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ > 0(5.2)

ḟ(σ, E, σ̇, Ė) = ḟE(σ, E, σ̇) +
∂f(σ, E)

∂E
Ė = 0 ,(5.3)

et l’on rappelle le caractère symbolique du dernier terme de (5.3) qui ne permet pas
une inversion explicite de cette équation.

Les modèles d’écrouissage tels que ceux, classiques, envisagés au paragraphe 2.4.6
définissent l’état d’écrouissage par quelques paramètres (écrouissage isotrope : un
paramètre scalaire ; écrouissage cinématique : un paramètre tensoriel) rendant ainsi
ce concept manipulable pour les applications pratiques.

5.2 Écrouissage cinématique en plasticité associée

Le modèle d’écrouissage cinématique a été introduit au paragraphe 2.4.6 à partir de
deux hypothèses à caractère géométrique concernant l’évolution du domaine C(E) :
au cours de l’écrouissage, le domaine d’élasticité C(E) est indéformé et subit, dans
l’espace R6 , une translation dont la vitesse est normale à la frontière au point de
charge σ .

La fonction de charge se met sous la forme :

f(σ, E) = f(σ, α(E)) = f(σ − α(E)) ,(5.4)

où α(E) est le paramètre d’écrouissage, tenseur symétrique. Le matériau étant supposé
standard la fonction f est évidemment choisie convexe de σ et donc de (σ − α(E)).

Dans l’hypothèse où l’on se trouve en un point régulier de la surface de charge, l’in-
version de l’équation de cohérence (5.3) fournit la règle d’écrouissage qui correspond
à (5.4) :

α̇(σ, α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂σ

ḟα(σ − α, σ̇)

tr(
∂f(σ−α)

∂σ )2
(5.5)

si

ḟα(σ − α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂σ
: σ̇ > 0 .(5.6)

La règle d’écoulement associée à (5.4) s’écrit d’après (3.27) :

dp(σ, α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂σ

1
M(σ, α)

ḟα(σ − α, σ̇) si (5.6).(5.7)
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La comparaison de ces deux expressions permet aussi d’écrire la règle d’écrouissage
en fonction de dp(σ, α, σ̇) :

α̇(σ, α, σ̇) = C(σ, α) dp(σ, α, σ̇)(5.8)

où le coefficient de proportionnalité C(σ, α) est lié par

C(σ, α) =
M(σ, α)

tr(
∂f(σ−α)

∂σ )2
(5.9)

au module d’écrouissage M(σ, α) de la règle d’écoulement.

La troisième hypothèse introduite par Prager (1955 b) sur le cas particulier où
f est la fonction de charge de von Mises, est que le coefficient de proportionnalité
C(σ, α) est constant (22). En d’autres termes le taux de variation du paramètre
d’écrouissage est proportionnel au taux de déformation plastique, indépendamment
de σ et de α. Cela signifie que la vitesse de translation de C(E) dans le modèle
d’écrouissage cinématique, qui est dirigée selon la normale (figure 14), détermine par
simple proportionnalité (C a les dimensions d’une contrainte) le taux de déformation
plastique dp(σ, α, σ̇).

Adoptant cette hypothèse dans le cas général de l’écrouissage cinématique du
matériau standard considéré ici

C(σ, α) = C ,(5.10)

on introduit le paramètre tensoriel :

β = α/C .(5.11)

On a évidemment, à partir de (5.4)

∂f(σ − α)
∂α

= −
∂f(σ − α)

∂σ
(5.12)

et il vient :

−β̇(σ, α, σ̇) =
∂f(σ − α)

∂α

1
M(σ, α)

ḟα(σ − α, σ̇) .(5.13)

Dans l’espace {σ × α} = R12, la fonction f(σ, α) = f(σ − α), convexe de son
argument (σ − α), délimite un domaine (cylindrique) convexe que l’on peut appeler
domaine d’élasticité. En effet la position du point (σ, α) par rapport à ce convexe
invariable détermine le comportement du matériau : élastique à l’intérieur, élasto-
plastique à la frontière si (5.6). L’ensemble des deux relations (5.7) et (5.13) montre

(22)On vérifie sans difficulté que, pour la fonction de charge de von Mises, ceci implique que M(σ, α)

est également constant : M = C/2.
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qu’avec l’identification évidente de {σ × α} et de son dual, le vecteur (dp,−β̇) est
normal extérieur au domaine d’élasticité au point (σ, α) situé sur la frontière, si (5.6)
est satisfaite :

(dp,−β̇) =
ḟα(σ − α, σ̇)

M(σ, α)
gradf(σ, α) .(5.14)

Le concept de matériau standard généralisé a pour but d’étendre cette formulation.

5.3 Matériaux standards généralisés

Suivant Halphen et Nguyen (1975), on appelle matériau élasto-plastique standard généra-
lisé un matériau élasto-plastique pour lequel il existe une famille de paramètres de flux
β = {βi, i = 1, ..., n} associés aux paramètres d’écrouissage α par une fonction convexe,
ϕ(β), telle que :

α =
∂ϕ

∂β
(5.15)

et telle que la vitesse généralisée (dp,−β̇) soit une normale extérieure à un domaine convexe
fixe de l’espace {σ × α} , contenant l’origine, appelé domaine d’élasticité du matériau dans
cet espace, et dont le point (σ, α) ne peut pas sortir (figure 39).

d

Figure 39 – Règles d’écoulement et d’écrouissage pour un matériau élasto-plastique
standard généralisé

Si l’appartenance de (σ, α) à ce domaine est représentée par une condition de la forme :

f(σ, α) ≤ 0 ,(5.16)

où f est une fonction convexe de (σ, α), la règle d’écoulement plastique et la règle d’écrouis-
sage du matériau sont données par :

(dp,−β̇) ∈ λ̇ ∂f(σ, α) avec

ß
λ̇ ≥ 0 si f(σ, α) = 0 et ḟ(σ, α, σ̇, α̇) = 0

λ̇ = 0 si f(σ, α) < 0 ou ḟ(σ, α, σ̇, α̇) < 0
(5.17)

∂f désignant le sous-différentiel (ou le gradient) de la fonction f(σ, α). Les conditions de

positivité ou de nullité du multiplicateur λ̇ expriment que les vitesses de déformation plastique
dp et d’écrouissage β̇ ne peuvent être non nulles que si le point (σ, α) est sur la frontière du
domaine d’élasticité et s’il y reste. Ceci est bien conforme aux propriétés énoncées pour le
comportement élasto-plastique écrouissable en général.
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Il reste à vérifier maintenant que l’équation (5.17) conduit bien à une règle d’écoulement de
la forme générale pour les matériaux écrouissables. Supposant (23), pour simplifier, que la
fonction f est différentiable par rapport à (σ, α) , l’équation (5.17) s’écrit :

dp = λ̇
∂f

∂σ
, −β̇ = λ̇

∂f

∂α
avec

ß
λ̇ ≥ 0 si f(σ, α) = 0 et ḟ(σ, α, σ̇, α̇) = 0

λ̇ = 0 si f(σ, α) < 0 ou ḟ(σ, α, σ̇, α̇) < 0 .
(5.18)

Si f(σ, α) < 0, c’est-à-dire si le point (σ, α) est intérieur au domaine d’élasticité du matériau
dans l’espace {σ ×α} , c’est-à-dire encore lorsque pour l’état actuel d’écrouissage le point de
charge est intérieur au domaine d’élasticité du matériau dans l’espace des contraintes, coupe
du domaine précédent par une surface α = constante, le taux de déformation plastique et le
taux d’écrouissage sont nuls.
Pour retrouver la forme générale de la règle d’écoulement d’un matériau écrouissable, on
suppose que f(σ, α) = 0 et ḟ(σ, α, σ̇, α̇) = ḟα + ḟσ ≤ 0 . On examine les conséquences

des équations (5.15) et (5.18) suivant le signe de la quantité ḟα(σ, α, σ̇) =
∂f(σ, α)

∂σ
: σ̇

(figure 40). On peut d’abord remarquer que, d’après ces équations, on a :

ḟσ(σ, α, α̇) =
∂f(σ, α)

∂α
. α̇ =

∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj
β̇j = −λ̇

∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj

∂f

∂αj
.(5.19)

Comme la fonction ϕ(β) est convexe et que λ̇ est positif ou nul, on en déduit :

ḟσ(σ, α, α̇) ≤ 0 .(5.20)

Il en résulte que ḟσ(σ, α, α̇) est nul, soit si λ̇ est nul, soit si
∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj

∂f

∂αj
est nul. Le

deuxième cas n’est possible, pour certains états de contraintes et d’écrouissage du matériau,
que si ϕ(β) n’est pas une fonction strictement convexe de β.

Figure 40 – Charge plastique et décharge élastique pour un matériau élasto-plastique
standard généralisé

• On suppose alors d’abord que ḟα(σ, α, σ̇) > 0.

Comme ḟ(σ, α, σ̇, ˙̇α) = ḟα + ḟσ ne peut être que négatif ou nul et que ḟα est supposé positif il

s’ensuit que ḟσ doit être négatif. En conséquence, d’après l’équation (5.19),
∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj

∂f

∂αj

est positif et λ̇ est positif. En appliquant alors (5.18) il vient :

ḟ(σ, α, σ̇, α̇) = ḟα + ḟσ = 0(5.21)

(23)Lorsque la fonction f n’est pas différentiable par rapport (σ, α) , on peut faire un calcul analogue
en utilisant la théorie du potentiel multiple (cf. Halphen et Nguyen, 1975).
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Les équations (5.19) et (5.21) montrent que :

λ̇ =
ḟα

∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj

∂f

∂αj

.(5.22)

Si l’on pose :

M(σ, α) =
∂f

∂αi

∂2ϕ

∂βi∂βj

∂f

∂αj
> 0 ,(5.23)

les équations (5.18) et (5.22) conduisent à :

dp =
1

M(σ, α)
ḟα

∂f

∂σ
(5.24)

qui est bien la forme de règle d’écoulement donnée au paragraphe 3.5.
• On suppose maintenant que ḟα(σ, α, σ̇) < 0 .

D’après l’inégalité (5.20), ḟ est alors négatif et (5.18) implique λ̇ = 0 d’où ḟσ = 0 et dp = 0 .

• On suppose enfin que ḟα(σ, α, σ̇) = 0 .

Si ḟσ était négatif, ḟ serait négatif et, d’après (5.18), λ̇ devrait être nul. On en déduirait

ḟσ = 0 , en contradiction avec l’hypothèse. On a donc nécessairement :

ḟσ = 0(5.25)

d’où ḟ = 0 et λ̇ ≥ 0 .
Si ϕ est une fonction strictement convexe de β, on a vu que la condition (5.25) implique que
λ̇ est nul et alors : dp = 0 .

Si ϕ n’est pas strictement convexe, ḟσ peut être nul sans que λ̇ soit nul. Pour certains états de
contrainte et d’écrouissage du matériau une variation non nulle de β (et éventuellement de α)
peut n’avoir aucun effet sur le domaine d’élasticité du matériau dans l’espace des contraintes.
Dans un tel état le domaine d’élasticité du matériau dans l’espace des contraintes reste fixe
bien que la vitesse de déformation plastique dp ne soit pas nulle. Le comportement incrémental

du matériau est parfaitement plastique et le multiplicateur plastique λ̇ reste indéterminé.
En résumé, on a établi que si la fonction ϕ(β) est strictement convexe, la règle d’écou-
lement du matériau est celle d’un matériau élasto-plastique standard à écrouissage
positif. Si ϕ(β) n’est pas strictement convexe, la règle d’écoulement est en général celle
d’un matériau élastoplastique standard à écrouissage positif, mais dans certains états de
contraintes et d’écrouissage, dans lesquels le module d’écrouissage M défini par (5.23) s’an-
nule, elle est celle d’un matériau élastique et parfaitement plastique standard :

ḟα(σ, α, σ̇) ⇒ ḟ(σ, α, σ̇, α̇) ⇒ dp(σ, α, σ̇)

> 0 = 0
1

M(σ, σ)
ḟα

∂f(σ, α)

∂σ

< 0 < 0 = 0

= 0 = 0

λ̇
∂f(σ, α)

∂σ

λ̇ ≥ 0

(5.26)
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5.4 Utilité du concept

Bien que la classe des matériaux standards généralisés puisse être introduite à
partir d’hypothèses thermodynamiques (Halphen et Nguyen, 1975), il n’existe pas
de démonstration ou de vérification expérimentale générale du caractère standard
généralisé des matériaux réels. Cette classe de matériaux constitue néanmoins une
approximation commode pour les applications pratiques, qui est présente notamment
dans les modèles utilisés dans les logiciels de calcul pour des gammes de sollicitations
définies. Comme on le verra au chapitre II (§ 1.3), il est en effet possible pour une classe
particulière de tels matériaux - dits « de classe C » d’établir des théorèmes d’existence
et d’unicité de la solution du problème d’évolution élasto-plastique quasi-statique dans
l’hypothèse des petites perturbations (Moreau, 1971 ; Brézis, 1973 ; Nguyen Quoc Son,
1973 ; Halphen et Nguyen Quoc Son, 1975 ; Halphen, 1978).

6 Comportement élasto-plastique
en variables généralisées

6.1 Problématique de la formulation en variables généralisées

Les modèles de comportement construits pour le milieu continu tridimensionnel
classique sous sollicitation uniaxiale puis sous sollicitation multiaxiale peuvent être
transposés en variables généralisées pour deux types principaux d’applications :

– modélisation du comportement élasto-plastique local d’un milieu continu généra-
lisé en petite transformation ;

– modélisation du comportement élasto-plastique global d’un système soumis à un
processus de chargement dépendant d’un nombre fini de paramètres dans l’hypo-
thèse des petites perturbations.

On se propose de donner une formulation générale (§ 6.2 et 6.3) qui permette de
telles transpositions puis d’examiner, sur des exemples, les deux domaines mentionnés
ci-dessus (§ 6.4 et 6.5).

Selon une notation classique on désignera par Qi les composantes d’un vecteur Q
représentant les variables généralisées du type « efforts », et par q̇i , composantes de
q̇ , les grandeurs duales des précédentes dans l’expression de la puissance, qui sont les
variables généralisées du type « vitesses ».

Ainsi, pour un milieu continu généralisé, Q représente la contrainte généralisée,
homologue de σ dans la présentation précédente, tandis que q̇ est le taux de déforma-
tion associé, homologue de d . La densité de puissance de déformation pour ce milieu
continu généralisé est −p(i) = Q . q̇ .

Pour un système, Q représente le chargement et q̇ est le taux de déformation
global du système vis-à-vis de ce chargement. La puissance de tous ces efforts associés
sur le système dans ce taux de déformation global est P(e) = Q . q̇ .
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6.2 Domaines d’élasticité

Les concepts de domaines d’élasticité initial et actuels se réfèrent à l’espace des
composantes Qi de Q, identifié dans la suite à Rn, avec les mêmes propriétés qu’au
paragraphe 2.2.

On introduit, comme au paragraphe 2.4, l’homologue de la fonction de charge
(2.3) : 


F (Q, E) < 0 intérieur de C(E) ⊂ Rn

F (Q, E) = 0 frontière de C(E) ⊂ Rn

F (Q, E) > 0 extérieur de C(E) ⊂ Rn .

(6.1)

La convexité de C(E) est à nouveau la règle et F (Q, E) est choisie convexe de Q
dans Rn.

Les concepts de charge et de décharge lorsque Q est sur la frontière de C(E)
sont régis par le signe de

ḞE(Q, E, Q̇) =
∂F (Q, E)

∂Q
. Q̇ ,(6.2)

homologue de (2.5).

Le phénomène d’écrouissage se traduit par l’entraînement et la déformation de
C(E) dans Rn lorsque Q parcours un arc de trajet de charge croissant c’est-à-dire si :

F (Q, E) = 0(6.3)

ḞE(Q, E, Q̇) > 0 .(6.4)

On a alors :

Ḟ (Q, E, Q̇, Ė) = ḞE(Q, E, Q̇) +
∂F (Q, E)

∂E
Ė = 0(6.5)

qui est l’équation de cohérence homologue de (2.8).

En l’absence d’écrouissage, C est invariable dans Rn, défini par :


F (Q) < 0 intérieur de C

F (Q) = 0 frontière de C

F (Q) > 0 extérieur de C ,

(6.6)

pour lequel la condition de charge s’écrit

F (Q) = 0(6.7)

Ḟ (Q, Q̇) =
∂F (Q)

∂Q
. Q̇ = 0 .(6.8)
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6.3 Déformation anélastique. Principe du travail maximal.
Règle d’écoulement

Le taux de déformation anélastique q̇an est défini, de la même manière qu’au
paragraphe 3.3, par différence entre le taux de déformation total q̇ et le taux de
déformation élastique q̇el :

q̇ = q̇el + q̇an(6.9)

où

q̇el = Λ . Q̇ ,(6.10)

en désignant par Λ le tenseur des complaisances élastiques du milieu ou du système
considéré.

La déformation anélastique n’évolue que s’il y a charge définie par (6.3 et 6.4) ou
(6.7 et 6.8).

Le principe du travail maximal s’énonce maintenant comme suit.

Soit Q ∈ C(E) ⇔ F (Q, E) ≤ 0 ;

soit q̇an(Q, E, Q̇) taux de déformation anélastique engendré, dans l’état d’écrouis-
sage E et sous l’effort Q , par le taux d’effort Q̇ ;

soit Q∗ ∈ C(E) ⇔ F (Q∗, E) ≤ 0 ;

alors :

∀Q ∈ C(E), ∀Q∗ ∈ C(E), (Q − Q∗) . q̇an(Q, E, Q̇) ≥ 0 .(6.11)

(Énoncé valable en l’absence d’écrouissage en supprimant toute référence à E).

Ce principe implique :

• la convexité de C(E),
• la nullité de q̇an(Q, E, Q̇) hors de (6.3) ou (6.7),

• la normalité de q̇an(Q, E, Q̇) en Q à la frontière de C(E) lorsque (6.3 et 6.4)
ou (6.7 et 6.8) sont vérifiées.

Cette règle de normalité (figure 41) s’écrit en un point régulier :

q̇an(Q, E, Q̇) = λ̇
∂F (Q, E)

∂Q
, λ̇ ≥ 0 ;(6.12)

et un point singulier,

q̇an(Q, E, Q̇) ∈ λ̇ ∂EF (Q, E) , λ̇ ≥ 0 .(6.13)
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On en déduit, la règle d’écoulement homologue de (3.27) dans le cas de l’écrouis-
sage :

q̇an(Q, E, Q̇) =
ḞE(Q, E, Q̇)
M(Q, E)

∂F (Q, E)
∂Q

(6.14)

si F (Q, E) = 0 et ḞE(Q, E, Q̇) =
∂F (Q, E)

∂Q
. Q̇ ≥ 0(6.15)

en un point régulier de la frontière de C(E).

En un point singulier, la règle d’écoulement est de la forme générale

q̇an(Q, E, Q̇) ∈ λ̇(Q, E, Q̇) ∂EF (Q, E) , λ̇(Q, E, Q̇) > 0(6.16)

si F (Q, E) = 0 et ḞE(Q, E, Q̇) = sup {y . Q̇ | y ∈ ∂EF (Q, E)} ≥ 0 .(6.17)

En l’absence d’écrouissage, la règle d’écoulement se réduit à :

q̇an(Q, Q̇)




= λ̇
∂F (Q)

∂Q

∈ λ̇ ∂F (Q)

, λ̇ ≥ 0

si F (Q) = 0 et Ḟ (Q, Q̇) =




∂F (Q)
∂Q

. Q̇ = 0

sup {y . Q̇ | y ∈ ∂F (Q)} = 0 .

(6.18)

Figure 41 – Règle de normalité en variables généralisées

6.4 Milieux continus généralisés

Dans la résolution de nombreux problèmes pratiques on fait appel à la notion de
« milieux continus généralisés » dont la modélisation est construite, par exemple par la
méthode des puissances virtuelles, en mettant à profit les particularités géométriques
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des éléments considérés : élancement pour les milieux curvilignes (cf. Salençon,
2001), minceur ou finesse pour les plaques et les coques, . . . On considérera ici,
pour illustrer la formulation du comportement élasto-plastique pour de tels milieux,
deux exemples relatifs aux milieux curvilignes.

6.4.1 Poutre en flexion pure

Pour un élément de poutre en flexion pure autour d’un des axes principaux de la
section, en petite transformation, le comportement étudié du point de vue du milieu
curviligne est uniaxial. La contrainte généralisée est le moment de flexion M et la
variable duale est le taux de courbure χ̇ :

Q = M , q̇ = χ̇ .(6.19)

À titre d’exemple la figure 42 présente le diagramme « moment courbure » dans
le cas d’une section rectangulaire homogène en matériau de Tresca parfaitement plas-
tique. On remarque que, au-delà des moments limites initiales d’élasticité ±Me , le
comportement de l’élément est élasto-plastique écrouissable avec un écrouissage ciné-
matique limité par les valeurs ±Mp , moments limites plastiques.

Figure 42 – Diagramme « moment-courbure » pour une section homogène rectangu-
laire en matériau de Tresca parfaitement plastique

Dans la pratique les formes des sections sont beaucoup moins massives et utilisent
mieux les capacités des matériaux. La « réserve » entre le moment limite initiale Me
et le moment limite plastiqueMp est nettement plus faible que dans le cas de la figure
42 (Mp = 3Me/2). On adopte alors souvent un modèle de comportement élastique
parfaitement plastique tel que représenté sur la figure 43 (les moments limites en
flexions positive et négative peuvent avoir des valeurs absolues différentes).

L’écriture de la règle d’écoulement plastique est alors banale :


χ̇p = λ̇ , λ̇ ≥ 0 si M = Mp et Ṁ = 0

χ̇p = −λ̇ , λ̇ ≥ 0 si M = −Mp et Ṁ = 0 .

(6.20)
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Figure 43 – Diagramme « moment-courbure » élastique et parfaitement plastique

6.4.2 Poutre en flexion avec effort normal (flexion composée)

Le moment est supposé porté par l’un des axes principaux de la section. La
contrainte généralisée Q a deux composantes :

Q = (M, N)(6.21)

où N désigne l’effort normal, positif en traction ; le taux de déformation associé q̇ est

q̇ = (χ̇, ε̇)(6.22)

où ε̇ désigne le taux d’extension ; ainsi

Q . q̇ = Mχ̇ + Nε̇ .(6.23)

Dans la modélisation élastique parfaitement plastique qui est couramment adoptée,
le domaine d’élasticité de l’élément de poutre (aussi appelée « section ») est défini
par la fonction F (Q) = F (M, N) selon (6.6). L’expression de F (M, N) est appelée,
dans la pratique, « formule d’interaction ».

À titre d’exemple, pour la section rectangulaire déjà évoquée plus haut on a :

F (M, N) =
∣∣∣∣ M

Mp

∣∣∣∣ + (
N

N0
)2 − 1(6.24)

qui définit dans R
2 un domaine convexe limité par deux arcs de paraboles symétriques,

avec les points singuliers (0,±N0), représenté sur la figure 44.

La règle d’écoulement associée se déduit de (6.24) selon (6.18)


χ̇p =
λ̇

M

∣∣∣∣ M

Mp

∣∣∣∣ , ε̇p =
2λ̇

N0

N

N0
,

λ̇ ≥ 0 , si F (M, N) = 0,

∣∣∣∣ N

N0

∣∣∣∣ �= 1,

∣∣∣∣ M

Mp

∣∣∣∣ Ṁ

M
+

2NṄ

N2
0

= 0

(6.25)
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


χ̇p =
λ̇ − µ̇

Mp
, ε̇p =

2(λ̇ + µ̇)
N

,

λ̇ ≥ 0 , µ̇ ≥ 0 , si
∣∣∣∣ N

N0

∣∣∣∣ = 1, M = 0,
Ṁ

Mp
± 2Ṅ

N0
= 0 .

(6.26)

Figure 44 – Domaine d’élasticité et règle de normalité pour une section rectangulaire
parfaitement plastique

6.5 Comportement global d’un système

Le chapitre suivant traitera des problèmes d’évolution quasi-statique, dans l’hy-
pothèse des petites perturbations, pour un système constitué d’un matériau élasto-
plastique standard. On y démontrera que le comportement global de ce système sur
tout trajet de chargement est aussi élasto-plastique standard.

� Processus de chargement quasi-statique dépendant d’un nombre fini de
paramètres

Le concept de processus de chargement quasi-statique dépendant d’un nombre fini
de paramètres est commode pour exprimer concrètement ce résultat. Il suppose que
toutes les données en efforts imposées au système dépendent linéairement de (n − p)
paramètres scalaires Qi , (i = 1, · · · , n − p) , et que toutes les données cinématiques
dépendent linéairement de p paramètres scalaires q̇i, (i = n−p+1, · · · , n) . Les données
en effort sont supposées compatibles avec l’équilibre du système. Il en résulte que le
principe des puissances virtuelles appliqué à ce système pour tout champ de contrainte
σ statiquement admissible avec les données en efforts et pour tout champ de vitesse
virtuel Û cinématiquement admissible avec les données cinématiques, se met sous la
forme :

−P(i)(σ, Û) =
∑

i=1,··· ,n
Qi(σ) q̇i(Û) = Q(σ) . q̇(Û) = P(e) .(6.27)
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Dans cette expression les q̇i(Û) pour i = 1, · · · , n − p sont définis par dualité à
partir des Qi correspondants ; de même les Qi(σ) pour i = n−p+1, · · · , n sont définis
par dualité à partir des q̇i correspondants.

Les deux vecteurs duals de Rn, Q(σ) et q̇(Û) , dépendent linéairement de σ et de
Û respectivement. Q(σ) est le chargement du système. q̇(Û) est le taux de défor-
mation global du système.

� Domaines d’élasticité du système

Dans l’espace Rn des paramètres de chargements Qi , (i = 1, · · · , n) , on met en
évidence le domaine d’élasticité initial du système à partir de l’état initial naturel
(figure 45). Ce domaine est convexe.

Figure 45 – Comportement global élasto-plastique d’un système

Au long du trajet de chargement ce domaine est entrainé par le chargement Q et
demeure convexe.

Le taux de déformation total du système q̇ apparait sous la forme :

q̇ = Λ . Q̇ + q̇r(6.28)

où Λ . Q̇ est la réponse élastique incrémentable globale du système tandis que q̇r est le
taux de déformation résiduelle global du système : c’est le taux de déformation
anélastique, q̇an de la formule (6.9), pour le système.

On démontre que q̇r, qui n’est non nul que lorsque Q décrit un arc de trajet
de chargement croissant vis-à-vis du domaine d’élasticité actuel, vérifie la règle de
normalité par rapport à ce domaine. Le principe du travail maximal (6.11) est établi
au niveau global pour le système : c’est le théorème du travail maximal (chapitre II,
§ 5.5.2).

∀Q∗ ∈ C(E) , (Q − Q∗) . q̇r ≥ 0 .(24)(6.29)

(24)Il sera souvent préférable d’adopter une notation différente de E pour représenter l’état d’écrouis-
sage du système afin d’éviter les confusions (cf. chapitre II. § 6.3).
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6.6 Commentaires

La notation générale Q, q̇, q̇el, q̇an adoptée aux paragraphes 6.2 et 6.3 permet de
rattacher au même formalisme les deux points de vue illustrés dans les paragraphes
ci-dessus.

Dans le premier, qui envisage le comportement local d’un milieu continu géné-
ralisé, Q représente les efforts intérieurs, q̇ le taux de déformation associé et Q . q̇
est la puissance de déformation (opposée de la puissance des efforts intérieurs). Dans
la décomposition (6.9), q̇an est le taux de déformation plastique q̇p de l’élément de
milieu continu généralisé.

Dans le second point de vue qui concerne un système et envisage son comporte-
ment global, Q représente les efforts extérieurs ; q̇ , taux de déformation global du
système, correspond aux variables de déformation observables du système vis-à-vis de
ces efforts et Q . q̇ est la puissance des efforts extérieurs. Dans la décomposition (6.9),
q̇an est identifié comme le taux de déformation résiduelle q̇r qui est mis en évidence
par l’expérience de chargement-déchargement incrémental du système. L’existence de
q̇r �= 0 est évidemment la conséquence de l’évolution des déformations plastiques lo-
cales des éléments du système mais q̇r lui-même résulte géométriquement de taux de
déformations plastiques et élastiques locaux (cf. chapitre II, § 3.4).

Les deux points de vue ne sont pas disjoints. En effet, la détermination du
comportement d’un milieu continu généralisé procède schématiquement de deux ap-
proches(25) :

• la détermination expérimentale directe en termes de variables généralisées ;
• la détermination théorique du comportement en termes de variables généralisées à
partir de celui du matériau constitutif donné dans le formalisme du milieu continu
classique.

Cette deuxième approche correspond à un processus de changement d’échelle.
On est amené à résoudre, sur le système constitué par l’élément de milieu continu
généralisé dans le formalisme du milieu continu classique, un problème de comporte-
ment global pour lequel les paramètres de chargement ne sont autres que les efforts
intérieurs de cet élément dans le formalisme du milieu continu généralisé. C’est le
comportement global de l’élément qui est ensuite adopté comme comportement lo-
cal du milieu continu généralisé. Dans ce passage la seule modification de notation
concerne q̇an puisque q̇r prend alors, pour le milieu continu généralisé, la signification
de q̇p.

(25)En fait, la deuxième approche sera toujours validée par la première.
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Récapitulatif des formules essentielles

• Fonction de charge



f(σ, E) < 0 ⇔ σ intérieur à C(E)

f(σ, E) = 0 ⇔ σ sur la frontière de C(E)
f(σ, E) > 0 ⇔ σ extérieur à C(E)

écriture symétrique de f(σ, E) en σij et σji

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇

• Écrouissage, équation de cohérence


f(σ, E) < 0

ḟE(σ, E, σ̇) > 0

ḟ(σ, E, σ̇, Ė) = ḟE(σ, E, σ̇) +
∂f(σ, E)

∂E
Ė = 0

• Taux de déformation

d = de + dp(σ, E, σ̇)

• Principe du travail plastique maximal®
∀σ ∈ C(E) , ∀σ∗ ∈ C(E) ,

(σ − σ∗) : dp(σ, E, σ̇) ≥ 0 .

• Règle de normalité sur la frontière de C(E)


dp(σ, E, σ̇) = λ̇
∂f(σ, E)

∂σ
(point régulier)

dp(σ, E, σ̇) ∈ λ̇ ∂Ef(σ, E) (point singulier)

λ̇ ≥ 0

• Dissipation plastique

σ : dp(σ, E, σ̇) = max {σ∗ : dp(σ, E, σ̇) | σ∗ ∈ C(E)}

σ : dp(σ, E, σ̇) = D(E, dp(σ, E, σ̇))
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• Règle d’écoulement (plasticité associée)



f(σ, E) = 0 , point régulier

ḟE(σ, E, σ̇) =
∂f(σ, E)

∂σ
: σ̇ ≥ 0

dp(σ, E, σ̇) =
ḟE(σ, E, σ̇)
M(σ, E)

∂f(σ, E)
∂σ

•Matériau de von Mises (standard)

f(σ) =
√

J2 − k =
…

1
2
tr(s)2 − k

f(σ) =
…

1
6

[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2] − k

σeq =
√

3 J2

dp(σ, σ̇) = λ̇ s , λ̇ ≥ 0

D(dp(σ, σ̇)) = k
»

2 tr(dp(σ, σ̇))2

D(n, [[ U ]]) = k |[[ U ]]|

•Matériau de Tresca (standard)

f(σ) = sup {σi − σj − σ0 | i, j = 1, 2, 3}{
régime de face σ1 > σ2 > σ3 , σ1 − σ3 = σ0

dp1(σ, σ̇) = λ̇ ≥ 0 , dp2(σ, σ̇) = 0 , dp3(σ, σ̇) = −λ̇



régime d’arête σ1 > σ2 = σ3 , σ1 − σ3 = σ0

dp1(σ, σ̇) = λ̇ + µ̇ , λ̇ ≥ 0 , µ̇ ≥ 0

dp2(σ, σ̇) = −λ̇ , dp3(σ, σ̇) = −µ̇ .

D(dp(σ, σ̇)) =
σ0

2
(|dp1(σ, σ̇)| + |dp2(σ, σ̇)| + |dp3(σ, σ̇)|)

D(n, [[ U ]]) =
σ0

2
|[[ U ]]|
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• Critère de Coulomb

σI ≥ σII ≥ σIII contraintes principales

f(σ) = σI − σIII + (σI + σIII) sin φ − 2C cosφ

f(σ) ≤ 0 ⇔ ∀n , | τ (n)| ≤ C − σ(n) tan φ

• Variables généralisées


F (Q, E) < 0 ⇔ Q intérieur à C(E)

F (Q, E) = 0 ⇔ Q sur la frontière de C(E)

F (Q, E) > 0 ⇔ Q extérieur à C(E)

ḞE(Q, E, Q̇) =
∂F (Q, E)

∂Q
. Q̇




F (Q, E) = 0

ḞE(Q, E, Q̇) > 0

Ḟ (Q, E, Q̇, Ė) = ḞE(Q, E, Q̇) +
∂F (Q, E)

∂E
Ė = 0

q̇ = Λ . Q̇ + q̇an = q̇el + q̇an

{
∀Q ∈ C(E) , ∀Q∗ ∈ C(E)

(Q − Q∗) . q̇an(Q, E, Q̇) ≥ 0
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En bref���

L’évolution quasi-statique d’un système constitué d’un matériau élasto-
plastique standard est étudiée dans l’hypothèse des petites perturbations
et dans le cadre d’un processus de chargement dépendant d’un nombre
fini (n) de paramètres Qj (sections 1 et 4).

On met d’abord en évidence la phase élastique initiale pour le com-
portement du système : sur un trajet de chargement issu du chargement
nul (Q = 0) avec les états initiaux d’autocontrainte σo et d’écrouissage
Eo, le comportement demeure continuellement élastique en tout point du
système. Pendant cette phase la solution du problème d’évolution a les
propriétés d’unicité établies en thermoélasticité linéarisée. Dans l’espace
Rn des chargements du système, les phases élastiques initiales de tous les
trajets de chargement issus du même état initial sous chargement nul en-
gendrent le domaine initial d’élasticité pour le système. Ce domaine est
convexe, limité par la frontière initiale d’élasticité du système.

Le comportement du système exprimé en variables généralisées Q (char-
gement) et q (déformation du système) demeure élastique dans ce domaine.
La poursuite du chargement du système au-delà de la frontière initiale
d’élasticité fait explicitement intervenir la composante plastique du com-
portement du matériau constitutif (sections 3, 5 et 6).

Pour un système constitué d’un matériau élasto-plastique écrouissable
standard généralisé (de classe C) on démontre l’existence et l’unicité de la
solution du problème d’évolution sur un trajet de chargement quelconque.
Au-delà de la frontière initiale d’élasticité du système, la résolution est
incrémentale : elle détermine, à chaque instant, le comportement incré-
mental en chaque point des zones plastifiées dans le système. Ces zones
évoluent au long du trajet de chargement.

Un chargement Q étant atteint sur un trajet de chargement donné,
on définit le domaine actuel d’élasticité du système : il est engendré par
les trajets de chargement issus de Q le long desquels le comportement
incrémental est continuellement élastique en tout point du système. Le
domaine actuel d’élasticité est convexe (section 6).

Sur un arc infinitésimal de trajet de chargement croissant, c’est-à-dire
sortant du domaine actuel d’élasticité du système, la solution du problème



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

88 Chapitre II – Évolutions quasi-statiques en élasto-plasticité infinitésimale

incrémental d’évolution implique l’activation de la composante plastique
du comportement du matériau dans certaines zones plastifiées du système.
Sur l’arc de trajet de chargement opposé, le comportement incrémental
est élastique en tout point du système. La succession d’un tel chargement
puis déchargement infinitésimal du système met en évidence le champ de
taux de déformation résiduelle dans le système : somme du champ de
taux de déformation plastique engendré sur l’arc de trajet de chargement
croissant, qui est géométriquement incompatible, et du champ de taux de
déformation élastique dû au champ de taux d’autocontrainte résiduelle. Le
champ de taux de déformation résiduelle est cinématiquement admissible
avec le taux de déformation résiduelle du système q̇r.

Le comportement du système exprimé en variables généralisées (Q, q)
est conforme au modèle élasto-plastique écrouissable standard avec les do-
maines d’élasticité qui ont été identifiés. Le taux de déformation anélas-
tique du système est le taux de déformation résiduelle q̇r. L’écrouissage du
système résulte de deux phénomènes : l’écrouissage du matériau constitu-
tif d’une part et l’écrouissage dû à l’incompatibilité géométrique du champ
de taux de déformation plastique, qui est la cause du champ de taux de
contrainte résiduelle (section 6).

Pour un système constitué d’un matériau élastique et parfaitement
plastique standard, la description précédente est conservée dans tous ses
aspects physiques, mis à part l’écrouissage propre du matériau consti-
tutif. En particulier les concepts essentiels de taux de déformation rési-
duelle et de taux de contrainte résiduelle conservent les mêmes définitions
et fondements physiques. Le comportement du système en variables gé-
néralisées (Q, q) suit encore le modèle élasto-plastique écrouissable stan-
dard. Le taux de déformation anélastique du système est le taux de dé-
formation résiduelle. L’écrouissage du système est dû uniquement à l’in-
compatibilité géométrique du champ de taux de déformation plastique
(section 5).

Une modification mineure concerne l’unicité de la solution du problème
d’évolution du point de vue des vitesses et des déplacements. Une modi-
fication majeure concerne l’existence de cette solution : la solution existe
tant que le trajet de chargement demeure intérieur à un domaine convexe
K défini, dans l’espace R

n des chargements, par la compatibilité mathéma-
tique entre les équations d’équilibre du système et la limitation imposée
aux champs de contrainte par le respect du critère de parfaite plasticité
du matériau constitutif. L’écrouissage du système est limité par la fron-
tière du domaine K. Si un chargement situé sur cette fontière peut être
atteint sur un trajet de chargement, il est le chargement limite de celui-
ci : il peut alors y avoir écoulement plastique libre du système avec évolu-
tion monotone croissante, purement plastique, de sa déformation (sections 3
et 5).
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Principales notations

Notation Signification 1ère formule

[Fe] torseur des efforts extérieurs (1.1)

Ni efforts dans les barres (2.1)

δi allongements des barres (2.4)

N ri efforts résiduels (3.14)

δri allongements résiduels (3.15)

Q chargement du système (4.7) (4.8)

q̇ taux de déformation du système (4.7) (4.8)

Qj paramètres de chargement (4.7) (4.8)

σo champ d’autocontrainte initial (5.1)

Q
e

limite d’élasticité initiale du système Figure 17

K domaine d’existence de la solution (5.2)
(matériau parfaitement plastique)

Q× chargement limite Figure 19

Λ matrice des complaisances élastiques du système (5.3)

Λ tenseur des complaisances élastiques (5.4)

q̇r taux de déformation résiduelle du système (5.10)

q̇el taux de déformation du système dans la réponse (5.11)
élastique incrémentable

del taux de déformation dans la réponse (5.13)
élastique incrémentable

σ̇el taux de contrainte dans la réponse (5.13)
élastique incrémentable
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Principales notations

Notation Signification 1ère formule

σ̇r taux de contrainte résiduelle (5.14)

dr taux de déformation résiduelle (5.15)

F fonction de charge du système (5.37)

H état d’écrouissage du système (5.37)

εr déformation résiduelle (5.39)

σr contrainte résiduelle (5.39)

qr déformation résiduelle du système (5.39)
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Évolutions quasi-statiques en
élasto-plasticité infinitésimale

1 Problématique. Théorèmes fondamentaux

1.1 Évolution quasi-statique et petites perturbations

Le chapitre précèdent était consacré à la mise en place du modèle de comporte-
ment élasto-plastique infinitésimal (petites transformations), standard (référence au
principe du travail plastique maximal), écrouissable ou parfaitement plastique. Après
ce point de vue local on se propose maintenant d’aborder l’analyse du comportement
d’un système constitué d’un matériau élasto-plastique, c’est-à-dire le point de vue
global.

Les problèmes étudiés ici se limiteront à des problèmes d’évolution quasi-
statique dans l’hypothèse des petites perturbations. On peut rappeler les prin-
cipales hypothèses qui définissent ce contexte.

1.1.1 Définition de l’évolution quasi-statique

Le système S étudié est soumis, dans son état initial d’équilibre pris comme ré-
férence, à des forces extérieures nulles en tout point, tant volumiques (ou massiques)
que surfaciques, et le champ de contrainte dans cet état est un état d’autocontrainte
pour le système. À partir de cet état on engendre une évolution du système en lui im-
posant des forces surfaciques, des forces volumiques (ou massiques), des déplacements
au contour, et des sollicitations thermiques, fonctions du temps.

On suppose qu’au cours de cette évolution les variations des sollicitations données
sont suffisamment lentes, c’est-à-dire que les vitesses données au contour et les taux
de variation des efforts donnés (surfaciques et volumiques ou massiques) ainsi que les
taux de variation d’écart de température sont suffisamment faibles.

On suppose aussi que, en désignant par [Fe(t)] le torseur de tous les efforts ex-
térieurs (imposés ou réactifs) qui s’exercent sur S à l’instant courant t, les efforts
extérieurs imposés à S sont tels que l’équation

[Fe(t)] = 0(1.1)

soit, ou puisse être, satisfaite : les données en efforts sont compatibles avec l’équilibre
du système à chaque instant.
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On suppose enfin que les vitesses imposées au contour de S sont compatibles à
chaque instant avec les liaisons internes éventuelles du comportement du matériau.

L’évolution du système est alors dite quasi-statique : elle peut être décrite en
négligeant les termes d’inertie dans l’équation de la dynamique.

1.1.2 Hypothèse des petites perturbations (H.P.P.)

Du point de vue géométrique, l’hypothèse des petites perturbations suppose en
premier lieu que l’hypothèse de la transformation infinitésimale est satisfaite
à chaque instant au cours de l’évolution, en tout point du système S. Celle-ci per-
mettra notamment l’utilisation du modèle de comportement élasto-plastique écrit au
chapitre I.

De plus, l’hypothèse des petites perturbations suppose l’hypothèse des petits dé-
placements. Cette dernière hypothèse a pour but d’assurer que l’on puisse confondre
dans la position du problème, au même ordre d’approximation que celui accepté par
les hypothèses précédentes, la géométrie actuelle du solide avec sa géométrie initiale.

1.2 Problématique de l’évolution quasi-statique élasto-
plastique

Comparée à celle de l’évolution thermoélastique sous les mêmes hypothèses, la pro-
blématique de l’évolution quasi-statique élasto-plastique en petites perturbations se
différencie évidemment par la possibilité d’apparition et d’évolution de déformations
irréversibles de type plastique lorsque l’état de contrainte de l’élément de matière est
sur sa frontière actuelle d’élasticité. Ainsi, à la loi de comportement incrémentale du
matériau va correspondre, au niveau global du système, une démarche de résolution
incrémentale.

Partant de l’état initial d’équilibre sous chargement nul, où le champ d’autocon-
trainte est connu, l’état actuel du système sera déterminé en suivant pas-à-pas l’évo-
lution du système le long de son histoire de chargement définie par l’histoire des
sollicitations données. En fait, puisque le comportement du matériau constitutif ne se
réfère qu’au trajet de charge de l’élément matériel, il en va de même pour le système :
seul le trajet de chargement est significatif, indépendamment de son horaire de
parcours qui conserve la chronologie.

Il est clair que le « premier pas » de cette démarche, en particulier si l’état
d’autocontrainte initial est nul, n’est autre que la résolution du problème d’évolution
quasi-statique élastique dans l’hypothèse des petites perturbations : cette résolution
est indépendante du trajet de chargement et valable tant que l’état de contrainte
dans chaque élément du système demeure intérieur à son domaine d’élasticité initial.
L’unicité de la solution du problème bien posé est assurée pour les contraintes et pour
les déplacements (1).

(1)Éventuellement, à un champ de déplacement rigidifiant H.P.P. près.
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La fin de cette première phase de l’évolution est déterminée directement à partir
du calcul élastique par le fait que le critère initial de plasticité du matériau (éventuel-
lement hétérogène) est atteint en un, ou simultanément plusieurs, point(s) du système.
C’est ce qui marque le début de l’évolution quasi-statique élastoplastique proprement
dite : on doit en effet, pour ces éléments « plastifiés » dans le système, déterminer
le comportement immédiatement ultérieur en suivant le trajet de chargement du sys-
tème. Ce comportement, on le sait, est dépendant de la charge ou de la décharge
de l’élément considéré.

C’est ce que schématise la figure 1 pour un matériau constitutif élasto-plastique
écrouissable, sous la forme d’un organigramme de décision pour le comportement
élasto-plastique de l’élément au point x, à l’instant t, soumis à l’état de contrainte
σ(x, t) dans l’état d’écrouissage E(x, t). Le passage de l’instant t à l’instant (t + dt)
– pas infinitésimal en suivant le trajet de chargement du système – nécessite que
l’on détermine σ̇(x, t) , d(x, t) et Ė(x, t) pour les taux de sollicitations imposés. Il
apparaît ainsi que l’on doit, pour chaque élément plastifié, tester l’une et l’autre des
deux hypothèses « charge » et « décharge » qui correspondent à deux expressions
distinctes du taux de déformation et du taux d’écrouissage.

Figure 1 – Matériau élasto-plastique écrouissable : comportement entre t et (t + dt)

Ceci montre la complexité nouvelle du problème en cause, comparé au cas élas-
tique : les zones plastifiées évoluent dans le système au long du trajet de chargement ;
elles sont déterminées à chaque pas de la résolution et l’on doit, en chacun de leurs
points, faire le choix pertinent « charge ou décharge » pour le pas suivant. On peut
en particulier noter dès maintenant que des décharges locales sont possibles même
lorsque le système étudié est soumis à un trajet de chargement proportionnel mono-
tone croissant.

Il est alors naturel de se poser la question de l’existence et de l’unicité de la solution
d’un tel problème d’évolution.
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1.3 Existence et unicité de la solution du problème d’évolution
quasi-statique

On trouvera notamment dans (Halphen et Salençon, 1987) l’exposé des résultats
suivants d’existence et d’unicité dus à Moreau (1971), Brézis (1973), Nguyen Quoc
Son (1973), Halphen (1975).

Le matériau constitutif du système est supposé élasto-plastique écrouissable stan-
dard généralisé (chapitre I, § 5.3) de classe C (2).

Il y a existence et unicité de la solution du problème d’évolution quasi-statique
du système tout au long du trajet de chargement dans le respect de l’hypothèse des
petites perturbations : il y a existence et unicité des champs σ(x, t) et E(x, t) ;
l’unicité(3) de ξ(x, t) est assurée si la frontière de C(E) est partout régulière ou vérifie
les hypothèses de la théorie du potentiel multiple.

1.4 Évolution quasi-statique d’un système en matériau
élastique et parfaitement plastique standard

La problématique décrite au paragraphe 1.2 demeure valable en s’appuyant sur le
schéma de la figure 2.

Figure 2 – Matériau élastique, parfaitement plastique : comportement entre t et (t+dt)

En ce qui concerne l’existence de la solution de ce problème d’évolution on peut
d’emblée faire la remarque suivante.

Le caractère parfaitement plastique du matériau constitutif (éventuellement hé-
térogène) limite, en chaque point du système, les valeurs des champs de contrainte

(2)Pour ces matériaux, la fonction ϕ de la formule (5.15) du chapitre I est une forme quadratique
définie positive.

(3)Éventuellement, à un champ de déplacement rigidifiant H.P.P. près.
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admissibles par le critère de plasticité fixe :

f(x, σ(x, t)) ≤ 0 ⇔ σ(x, t) plastiquement admissible en x .(1.2)

Cette limitation locale s’impose à chaque instant au champ de contrainte σ(·, t)
solution cherchée du problème d’évolution quasi-statique. Cette solution ne peut donc
exister que si l’ensemble des champs statiquement admissibles à l’instant t avec les
données en efforts volumiques et surfaciques et plastiquement admissibles (1.2)
n’est pas vide.

Le théorème d’existence établi par Moreau (1971) s’énonce comme suit.

Pour un système en matériau élastique parfaitement plastique standard, la so-
lution du problème d’évolution quasi-statique existe tant que l’ensemble des champs
de contrainte statiquement admissibles avec les données en efforts et plastiquement
admissibles (1.2) est d’intérieur non vide.

Le théorème d’unicité ajoute : la solution en contrainte, si elle existe, est unique.

L’unicité de la solution en déplacement n’est pas assurée.

Comme dans le cas précèdent (§ 1.3) l’ensemble de ces résultats est valable tant
que l’hypothèse des petites perturbations est valide.

1.5 Commentaires

L’analyse rapide et la comparaison des résultats énoncés ci-dessus appellent
quelques remarques immédiates.

Pour le système en matériau élastique et parfaitement plastique, avec les précau-
tions de langage déjà explicitées, on peut dire que :

• selon la nature des sollicitations en efforts qui sont imposées au système, le carac-
tère parfaitement plastique du matériau fixe a priori une limitation aux trajets de
chargement que l’on peut imposer au système dans le respect des hypothèses de
petites perturbations et de quasi-staticité ;

• pour le matériau standard, la solution du problème d’évolution quasi-statique
existe et est unique (en contraintes) tant qu’elle peut exister, c’est-à-dire tant que
le trajet de chargement du système demeure intérieur à cette limitation.

En reprenant le raisonnement du paragraphe 1.4 on voit que le résultat d’existence
et d’unicité de la solution du problème d’évolution quasi-statique H.P.P. quel que soit
le trajet de chargement, obtenu pour le système en matériau standard généralisé
de classe C, implique que l’écrouissage de ce matériau est illimité. Le domaine de
pertinence de cette modélisation de l’écrouissage devra évidemment être évalué dans
les cas pratiques.

Dans la suite de ce chapitre on présentera les aspects principaux de la résolution
du problème d’évolution quasi-statique élasto-plastique dans l’hypothèse des petites
perturbations. On analysera d’abord un exemple simple qui permettra, sans qu’ils
soient occultés par la lourdeur des calculs, de mettre en évidence les traits essentiels
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du comportement du système observé et d’introduire les concepts majeurs liés à la
présence des déformations irréversibles. Ces notions seront ensuite examinées dans le
cas général sans entrer dans tous les raffinements des démonstrations disponibles dans
d’autres ouvrages.

2 Chargement d’une structure élasto-plastique

2.1 Le système étudié

Figure 3 – Étude d’une structure

On considère le système représenté à la figure 3 : il s’agit d’une structure constituée
de trois barres verticales A′A, B′B, C′C de longueurs égales �, articulées en A′, B′, C′

à un bâti horizontal indéformable, fixe, et en A, B et C à une barre horizontale
supposée également indéformable. Les distances A′B′ , B′C′ ,AB et AC sont égales.

Le chargement est constitué par une force active verticale d’intensité Q appliquée
en D, milieu de BC.

Le problème est traité en contraintes généralisées avec pour seule composante
l’effort normal N compté positivement en traction. On désigne par Ni l’effort normal
dans la barre i, et par δi son allongement.

Figure 4 – Comportement élastique et parfaitement plastique des barres
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Le comportement des barres est élastique et parfaitement plastique en va-
riables généralisées. Elles ont même section S, même module de Young E (élasticité
linéaire). On suppose que chaque barre a, en valeur absolue, la même limite d’élasti-
cité en traction et en compression égale à Li. La figure 4 représente le diagramme de
comportement correspondant.

2.2 Le problème posé

La structure est initialement non chargée : Q = 0. Les efforts Ni dans les barres
sont alors nuls par hypothèse : l’état initial d’autocontrainte est nul

t = 0 : Q = 0 , Ni = 0 , i = 1, 2, 3 .(2.1)

L’histoire du chargement de la structure est décrite par l’évolution du paramètre
scalaire Q en fonction du temps. Le problème est étudié dans l’hypothèse quasi-
statique et dans l’hypothèse des petites perturbations (toutes les équations sont écrites
sur la géométrie initiale de la structure).

On considère d’abord l’histoire de chargement monotone croissante à partir de
l’état initial : Q(t) ↗ .

2.3 Chargement de la structure : phase élastique

Dans l’état initial naturel tous les éléments de la structure, c’est-à-dire les trois
barres, sont évidemment non plastifiés. La solution pour la phase initiale de l’histoire
de chargement est donc la solution élastique. On peut même affirmer que tant que
cette solution demeure possible, c’est-à-dire tant qu’elle fournit dans les barres des
efforts Ni tels que (4) :

∀i , |Ni| < Li(2.2)

cette solution est la solution unique pour les efforts. La solution en déplacements
associée à cette distribution d’efforts est unique. La réponse de la structure est ainsi
purement élastique, tant que la condition (2.2) demeure satisfaite. C’est la phase
élastique du comportement de la structure annoncée dans la présentation générale
du paragraphe 1.2.

Plus précisément, la résolution élastique de la structure s’appuie sur :

• les équations d’équilibre ®
N1 + N2 + N3 = Q

3N1 + N2 − N3 = 0 ,
(2.3)

(4)Dans toute la suite de l’étude de l’évolution de cette structure (sections 2 et 3), afin de simplifier
l’écriture des équations, on ne fera plus apparaître explicitement la dépendance des diverses grandeurs
en fonction du temps.
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• la relation de comportement élastique linéaire


δ1 = N1�/ES

δ2 = N2�/ES

δ3 = N3�/ES ,

(2.4)

• la condition de compatibilité géométrique

δ1 − 2δ2 + δ3 = 0 .(2.5)

Ceci conduit aux résultats suivants :ß
N1 = Q/12 , N2 = Q/3 , N3 = 7Q/12
δ1 = Q�/12ES , δ2 = Q�/3ES , δ3 = 7Q�/12ES ,

(2.6)

et le déplacement vertical descendant du point D est

q = 11Q�/24ES .(2.7)

On suppose désormais que les limites d’élasticité des trois barres sont égales :

Li = L , i = 1, 2, 3 .(2.8)

On déduit immédiatement de (2.6) et (2.8) que la phase élastique du comportement
de la structure sur ce trajet de charge monotone croissant correspond à :

Q < 12L/7 .(2.9)

Cette terminologie qui se réfère au comportement de la structure est justifiée par
le fait que si, ayant atteint un point Q ≤ 12L/7 du trajet de charge, on procède à
une décharge (Q ↘) le comportement de la structure est réversible : c’est ce qui est
représenté sur la figure 10 dans le diagramme « Q, q ».

2.4 Phase élasto-plastique

La phase élastique du comportement de la structure s’achève pour Q = 12L/7,
lorsque l’effort N3 dans la barre C′C , qui est la plus sollicitée, atteint la valeur L. On
se propose de poursuivre le chargement monotone de la structure.

La mise en œuvre du schéma de la figure 2 est ici simplifiée : les champs
d’efforts intérieurs sont définis par les trois valeurs N1, N2 et N3 ; les équa-
tions (2.3) expriment le caractère statiquement admissible avec la donnée Q.
La zone plastifiée est la barre C ′C. L’alternative ouverte pour son compor-
tement incrémental par N3 = L , pour Q = 12L/7, est représentée sur le
tableau 1.

� Avec la première hypothèse de ce tableau toutes les barres de la structure ont un
comportement élastique. La solution incrémentale n’est autre que la solution élastique
de la phase précédente :

Ṅ1 = Q̇/12 , Ṅ2 = Q̇/3 , Ṅ3 = 7Q̇/12(2.10)
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Tableau 1 – Comportement incrémental de la barre C′C pour N3 = L

pour les taux d’efforts intérieurs. L’hypothèse Ṅ3 < 0 implique

Q̇ < 0(2.11)

c’est-à-dire le déchargement de la structure.

� Il reste à considérer la deuxième hypothèse pour examiner la possibilité de
poursuivre le chargement de la structure.

La résolution est immédiate. L’hypothèse retenue

Ṅ3 = 0(2.12)

permet de déterminer Ṅ1 et Ṅ2 à partir des équations d’équilibre :®
Ṅ1 + Ṅ2 + Ṅ3 = Q̇

3Ṅ1 + Ṅ2 − Ṅ3 = 0
(2.13)

d’où

Ṅ1 = −Q̇/2 , Ṅ2 = 3Q̇/2 .(2.14)

La loi de comportement des barres 1 et 2 demeurées élastiques donne :

δ̇1 = −Q̇�/2ES , δ̇2 = 3Q̇�/2ES .(2.15)

La condition de compatibilité géométrique

δ̇1 − 2δ̇2 + δ̇3 = 0(2.16)

détermine alors :

δ̇3 = 7Q̇�/2ES .(2.17)

On vérifie, en revenant au tableau 1 que la condition de positivité (large)

δ̇3 = δ̇p3 = λ̇3 ≥ 0(2.18)

est satisfaite si et seulement si :

Q̇ ≥ 0(2.19)
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c’est-à-dire si l’on poursuit le chargement de la structure.

On a donc mis en évidence l’existence et l’unicité de la solution incrémentale
pour Q = 12L/7, qui permet la poursuite du chargement de la structure. Dans cette
solution la barre 3 est plastiquement active. On remarque que ce résultat illustre la
proposition annoncée au chapitre I (§ 3.6) : l’indétermination laissée sur λ̇3 ≥ 0 par la
loi de comportement parfaitement plastique rend possible la résolution du problème
global pour Q̇ > 0 dans lequel Ṅ3 = 0 . Cette résolution détermine λ̇3 en fonction
de Q̇.

Figure 5 – Schéma de résolution après la première plastification

L’étude de la suite du chargement du système s’effectue en reproduisant le raison-
nement ci-dessus représenté sur la figure 5. Les équations (2.13) et (2.16) demeurent
valables compte tenu de l’hypothèse des petites perturbations. La zone plastifiée de-
meure identique tant que :

|N1| < L , |N2| < L , N3 = L .(2.20)

La solution incrémentale à chaque instant de cette phase élasto-plastique est iden-
tique à (2.12), (2.14), (2.15), (2.17). L’intégration de ces équations durant cette pé-
riode est effectuée à partir des valeurs atteintes par (2.6) pour Q = 12L/7 (fin de la
phase élastique) :ß

N1 = L/7 , N2 = 4L/7 , N3 = L
δ1 = L�/7ES , δ2 = 4L�/7ES , δ3 = L�/ES

(2.21)

q = 11L�/14ES .(2.22)

On obtient ainsi pour Q ≥ 12L/7 :


N1 = −Q/2 + L , N2 = 3Q/2 − 2L , N3 = L

δ1 = (−Q/2 + L)�/ES , δ2 = (3Q/2 − 2L)�/ES

δ3 = (7Q/2 − 5L)�/ES

(2.23)
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q = (5Q/2 − 7L/2)�/ES .(2.24)

La figure 6 représente l’évolution des efforts N1, N2, N3 en fonction de Q au long
du processus de chargement depuis l’état initial naturel. On y remarque que, contrai-
rement à une intuition éventuelle, la poursuite du chargement de la structure après la
plastification de la barre 3, qui impose N3 = L , engendre une diminution de l’effort
N1.

Figure 6 – Évolution des efforts dans les barres

Dans le but de lui donner une portée générale on a suivi sur cet exemple une démarche
de résolution élasto-plastique incrémentale détaillée. La simplicité de la structure en cause
permet évidemment des analyses plus directes dès lors que l’on suppose a priori que la barre
3 demeure plastifiée pendant la suite du chargement. Cette hypothèse devra toujours être
validée a posteriori en contrôlant la condition de positivité (2.18).

Figure 7 – Structure élastique à étudier pour l’accroissement de charge après la première
plastification

Ainsi par exemple on peut, pour Q ≥ 12L/7, poser

Q = 12L/7 + ∆Q , ∆Q ≥ 0 ,(2.25)

et décomposer de la même façon®
N1 = L/7 +∆N1 δ1 = L�/7ES +∆δ1
N2 = 4L/7 +∆N2 δ2 = 4L�/7ES +∆δ2
N3 = L +∆N3 δ3 = L�/ES +∆δ3

(2.26)
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q = 11L�/14ES + ∆q .(2.27)

On voit alors que l’hypothèse de plastification de C′C correspond à ∆N3 = 0 , et que la
détermination des accroissements ∆ correspond à la résolution du problème d’élasticité sur la
structure élastique de la figure 7 soumise au chargement constitué de la seule force verticale
d’intensité ∆Q appliquée en D. Autrement dit, une fois qu’une barre a été plastifiée, et
dans l’hypothèse, à vérifier a posteriori comme on l’a fait plus haut (2.18), où cette barre
demeure plastifiée dans la poursuite de la charge, la résolution élasto-plastique se ramène
à une résolution purement élastique pour les accroissements sur la structure où l’on
supprime la barre plastifiée.

2.5 Extension de la zone plastifiée

La zone plastifiée de la structure évolue lorsque l’effort N2 donné par (2.23) atteint,
à son tour, la valeur L (cf. figure 6). Ainsi pour Q = 2L les deux barres B′B et C′C
sont simultanément plastifiées et l’on a, par (2.23) :

Q = 2L ⇒ N1 = 0 , N2 = L , N3 = L .(2.28)

L’analyse de la poursuite du chargement du système impose, en se référant au
schéma de la figure 2, de considérer les quatre hypothèses du tableau 2.

Tableau 2 – Comportement incrémentaux des barres B′B et C′C pour N2 = L
et N3 = L

� La première hypothèse implique le comportement élastique des trois barres du
système. La solution incrémentale correspondante est à nouveau donnée par (2.10) et
implique encore Q̇ < 0 (2.11), c’est-à-dire le déchargement de la structure.

� La seconde hypothèse correspond pour les trois barres de la structure au même
comportement que dans la phase élasto-plastique précédente. La solution incrémentale
serait à nouveau donnée par (2.14 à 2.17) qui implique à la fois :

Q̇ < 0 pour Ṅ2 < 0 .(2.29)
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et

Q̇ ≥ 0 pour λ̇3 ≥ 0 ,(2.30)

ce qui est impossible.

� La troisième hypothèse est celle du comportement incrémental élastique pour les
barres A′A et C′C tandis que la barre B′B a un comportement incrémental parfaite-
ment plastique. La recherche de la solution incrémentale dans cette hypothèse, faite
comme dans la phase élasto-plastique précèdente (§ 2.4), en s’appuyant sur (2.13) et
(2.16), aboutit aux résultats suivants :®

Ṅ1 = Q̇/4 , Ṅ2 = 0 , Ṅ3 = Q̇/4
δ̇1 = Q̇�/4 ES , δ̇2 = Q̇�/2 ES , δ̇3 = Q̇�/4 ES

(2.31)

qui impliquent à la fois

Q̇ < 0 pour Ṅ3 < 0(2.32)

et

Q̇ ≥ 0 pour λ̇2 ≥ 0 ,(2.33)

ce qui est impossible.

� La quatrième hypothèse, avec les équations d’équilibre (2.13), détermine Ṅ1

et Q̇ :

Ṅ1 = 0 , Q̇ = 0 ,(2.34)

d’où

δ̇1 = 0 , δ̇2 = λ̇2 ≥ 0 , δ̇3 = λ̇3 ≥ 0 .(2.35)

Avec l’équation de compatibilité géométrique (2.16) on obtient finalement :

δ̇1 = 0 , δ̇2 = λ̇2 ≥ 0 , λ̇3 = 2λ̇2 ≥ 0 .(2.36)

On constate ainsi qu’aucune des quatre hypothèses du tableau 2 ne permet la
poursuite du chargement de la structure au-delà de Q = 2L. Dans cette histoire de
chargement monotone à partir de l’état initial naturel, le chargement de la structure
est limité par la valeur Q = 2L. La phase élasto-plastique s’étend de Q = 12L/7 à
Q = 2L.

2.6 Charge limite de la structure

Si l’on reprend l’ensemble des équations du problème on constate que la compa-
tibilité mathématique des équations d’équilibre (2.3) et des limitations des efforts Ni

dues à la plasticité parfaite (2.2 et 2.8) conduit à la condition nécessaire et suffisante :

|Q| ≤ 2L ;(2.37)
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Figure 8 – Valeurs permises à l’inconnue hyperstatique N1 par les conditions (2.2, 2.8)
en fonction de Q

ce résultat s’obtient aisément par la méthode des inégalités (cf. chapitre III, § 2.1.2)
ou par le diagramme de la figure 8.

Cela signifie que, hors de (2.37), il ne peut exister de solution au problème posé
dans les hypothèses de petites perturbations et de quasi-staticité, quel que soit le
trajet de chargement suivi pour la structure et quel que soit l’état d’efforts intérieurs
autoéquilibrés initial.

On remarque donc que les paragraphes précédents ont établi, pour la structure,
l’existence de la solution du problème d’évolution quasi-statique H.P.P. sur tout le
domaine où elle peut exister, bornes |Q| = 2L comprises, pour le trajet de charge
monotone croissant à partir de l’état initial naturel (5). L’unicité de la solution pour
les efforts intérieurs Ni est ici assurée sur l’intégralité de ce domaine pour ce trajet
et celle des extensions δi l’est à l’intérieur du domaine. On illustre ainsi (et au-delà)
les théorèmes d’existence et d’unicité annoncés au paragraphe 1.4.

Les valeurs Q = ±2L portent le nom de charges limites de la structure (figure
9).

2.7 Écoulement plastique libre, ruine plastique

L’analyse de la quatrième hypothèse du tableau 2 a montré que, pour Q̇ = 0,
c’est-à-dire en maintenant la charge Q = 2L, la solution incrémentale pour les taux
d’extension des barres est :

δ̇1 = 0 , δ̇2 = λ̇2 ≥ 0 , δ̇3 = 2λ̇2 ≥ 0 .(2.38)

Ainsi les barres B′B et C′C, simultanément plastifiées, peuvent être « plastique-
ment actives » alors que le taux d’extension de la barre A′A est nul, sous la charge

(5)Il est clair que ce qui a été fait pour Q > 0 monotone croissant peut être repris pour Q < 0
monotone décroissant à partir de l’état initial naturel.
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Figure 9 – Chargement monotone de la structure jusqu’à la charge limite

constanteQ = 2L. Les taux d’extension plastiques des barres sont géométriquement
compatibles et le taux de déplacement du point D est :

q̇ = 3λ̇2/2 ≥ 0 .(2.39)

On dit que les équations (2.38) définissent un mécanisme d’écoulement plastique
libre de la structure.

Sous la charge constanteQ = 2L , charge limite atteinte par le trajet de chargement
considéré, les allongements des barres évoluent de façon monotone non décroissante
en fonction du temps dans le respect des hypothèses de petites perturbations et de
quasi-staticité. Il en va de même pour le déplacement q du point D d’application de
la charge.

Figure 10 – Diagramme « charge-déplacement » pour la structure

La figure 10 récapitule les résultats des paragraphes précédents : elle représente
dans le diagramme « Q, q » le comportement global de la structure au cours de
l’histoire de chargement monotone croissante et montre le plateau orienté pour la
charge limite Q = 2L , qui est toutefois limité par le respect de l’hypothèse des
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petites perturbations. On dit aussi que Q = 2L est la charge de ruine plastique
de la structure pour signifier que, dans la pratique, l’écoulement plastique libre sous
Q = 2L peut entrainer sa mise hors service.

2.8 Chargement d’une structure avec décharge locale

L’analyse de la phase élasto-plastique du comportement de la structure précédente
a mis en évidence un phénomène inattendu : la diminution de l’effort de traction N1

dans la barre A′A alors que le chargement de la structure se poursuit au-delà de la
phase élastique, c’est-à-dire pour Q > 12L/7. Dans cet exemple ce changement de
signe de Ṅ1 après la première plastification dans la structure (barre C ′C) n’a aucune
incidence sur le comportement incrémental de la barre A′A concernée puisque celle-ci
est élastique.

On se propose, sur un exemple (d’école) simple construit à partir du précédent
et qui ne sera pas traité dans les détails, d’attirer l’attention sur le fait que le même
phénomène peut affecter une barre plastifiée.

Pour cela on considère à nouveau la structure de la figure 3 soumise à la même
histoire de chargement à partir du même état initial et dans les mêmes hypothèses.
Seules sont modifiées les limites d’élasticité des trois barres : au lieu de (2.8), on
suppose maintenant que

L1 = L/8 , L2 = L3 = L .(2.40)

Les résultats de l’analyse au long du trajet de chargement monotone croissant sont
les suivants.

� Phase élastique

La solution initiale est identique à celle du paragraphe 2.3 donnée par (2.6) et (2.7).
Compte tenu de (2.40), la phase élastique est limitée par la condition |N1| < L1 = L/8
qui est maintenant la plus contraignante et implique :

Q < 3L/2 .(2.41)

� Première phase élasto-plastique

Pour Q = 3L/2 on a :ß
N1 = L/8 , N2 = L/2 , N3 = 7L/8
δ1 = L�/8ES , δ2 = L�/2ES , δ3 = 7L�/8ES

(2.42)

q = 11L�/16ES .(2.43)

La solution incrémentale pour Q̇ > 0 est alors obtenue avec l’hypothèse :

Ṅ1 = 0 , δ̇1 = λ̇1 ≥ 0 .(2.44)
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Il vient, en procédant comme au paragraphe 2.4 :

Ṅ2 = Q̇/2 , Ṅ3 = Q̇/2(2.45)

δ̇1 = Q̇�/2ES , δ̇2 = Q̇�/2ES , δ̇3 = Q̇�/2ES ,(2.46)

et, par intégration,




N1 = L/8, N2 = Q/2 − L/4 , N3 = Q/2 + L/8

δ1 = (Q/2 − 5L/8)�/ES

δ2 = (Q/2 − L/4)�/ES , δ3 = (Q/2 + L/8)�/ES

(2.47)

q = (Q/2 − L/16)�/ES .(2.48)

La figure 11 représente l’évolution des efforts N1, N2, N3 en fonction de Q au
cours de cette phase de chargement : N1 est constant dans la barre A′A qui demeure
plastifiée ; N2 et N3 croissent simultanément, à la même vitesse ; les taux d’extension
des trois barres sont égaux.

La solution (2.47, 2.48) est valable tant que N2 et N3 satisfont (2.40). Pour
Q = 7L/4, l’effort N3 dans la barre C′C atteint à son tour la limite d’élasticité
L3 = L .

� Deuxième phase élasto-plastique

Pour Q = 7L/4 on a, par (2.47) :

N1 = L/8 , N2 = 5L/8 , N3 = L .(2.49)

La zone plastifiée est donc constituée des deux barres A′A et C′C . L’analyse
de la poursuite du chargement du système impose de considérer, dans le tableau 3
semblable au tableau 2 du paragraphe 2.5, les quatre hypothèses possibles pour les
comportements incrémentaux des barres A′A et C′C .

Il apparaît alors que la poursuite du chargement n’est possible qu’avec la deuxième
hypothèse :

Ṅ1 < 0 , δ̇1 = Ṅ1�/ES(2.50)

Ṅ3 = 0 , δ̇3 = λ̇3 ≥ 0 .(2.51)

La solution incrémentale pour Q̇ > 0 est ainsi :

Ṅ1 = −Q̇/2 , Ṅ2= 3Q̇/2 , Ṅ3 = 0(2.52)

δ̇1 = −Q̇�/2ES , δ̇2 = 3Q̇�/2ES , δ̇3 = 7Q̇�/2ES(2.53)
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Tableau 3 – Comportement incrémentaux des barres A′A et C′C pour N1 = L1 = L/8
et N3 = L3 = L

et, par intégration à partir de Q = 7L/4,

N1= − Q/2 + L , N2 = 3Q/2− 2L , N3 = L(2.54)

δ1 =(−Q/2 + 9L/8)�/ES(2.55)

δ2 =(3Q/2 − 2L)�/ES(2.56)

δ3 =(7Q/2 − 41L/8)�/ES(2.57)

q =(5Q/2 − 57L/16)�/ES .(2.58)

Figure 11 – Évolution des efforts dans les barres et diagramme « charge-déplacement »
pour la structure avec L1 = L/8, L2 = L3 = L

L’évolution des efforts N1, N2, N3 en fonction de Q est représentée sur la figure
11. Il y a décharge de la barre A′A, plastifiée dans la première phase élasto-plastique,
qui a alors un comportement incrémental élastique : la solution incrémentale (2.51,
2.52, 2.53) n’est autre que celle (2.12, 2.14, 2.15, 2.17) du paragraphe 2.4.

Cette solution demeure valable tant que N1 et N2 respectent les limitations (2.40).
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Pour Q = 2L , l’effort N2 dans la barre B′B atteint la limite d’élasticité L2 = L ,
ce qui marque la fin de cette deuxième phase élasto-plastique. On a alors

N1 = 0 , N2 = L , N3 =L(2.59)

δ1 = L�/8ES , δ2 = L�/ES , δ3 =15L�/8ES(2.60)

q = 23L�/16ES .(2.61)

� Poursuite du chargement de la structure

On remarque que l’état des efforts dans les barres donnés par (2.59) pour Q = 2L
est identique à celui (2.28) du paragraphe 2.5. Compte tenu de (2.40) c’est à nouveau
le tableau 2 qui sert de référence pour analyser la poursuite du chargement de la
structure.

Les conclusions sont évidemment identiques à celles du paragraphe 2.5 : le charge-
ment ne peut être poursuivi au-delà de la valeur Q = 2L sous les hypothèses indiquées.

Le raisonnement du paragraphe peut aussi être repris qui montre le caractère ab-
solu de cette limitation pour la structure (qui se révèle indépendante de L1). De plus,
comme au paragraphe 2.7, on retrouve la possibilité du même écoulement plastique
libre (2.38) lorsque l’on maintient Q à la charge limite 2L.

� Commentaires

On retiendra de cet exemple (simple mais non pathologique) la possibilité de dé-
charge d’une zone plastifiée au cours d’une histoire de charge monotone
croissante de la structure. De plus on voit que, contrairement à une éventuelle intui-
tion, le fait que les barres A′A et C′C atteignent simultanément leur limite d’élasticité
pour Q = 7L/4 n’empêche pas la poursuite du chargement, en phase élasto-plastique,
au-delà de cette valeur : le tableau 3 est alors l’élément clé de l’analyse.

3 Déchargement de la structure.
Champs résiduels

3.1 Déchargement de la structure

Les diagrammes « charge-déplacement » des figures 10 et 11 dont le premier seg-
ment linéaire est réversible évoquent, pour la structure, un comportement « élasto-
plastique écrouissable ». Afin de justifier cette terminologie naturelle il convient d’exa-
miner le déchargement de la structure après un chargement effectué jusqu’à une valeur
Q∗ de Q située au-delà de la phase élastique initiale.

On reprend ici la structure étudiée initialement avec la condition (2.8), chargée de
façon monotone jusqu’à Q∗ :

12L/7 < Q∗ < 2L(3.1)
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ou bien

Q∗ = 2L .(3.2)

L’état de la structure, donné par (2.23, 2.24), est alors :


N∗
1 = −Q∗/2 + L , N∗

2 = 3Q∗/2 − 2L , N∗
3 = L

δ∗1 = (−Q∗/2 + L)�/ES , δ∗2 = (3Q∗/2 − 2L)�/ES
δ∗3 = (7Q∗/2 − 5L)�/ES

(3.3)

q∗ = (5Q∗/2 − 7L/2)�/ES .(3.4)

Si Q∗ = 2L, les expressions des δ∗i et de q∗ sont complétées par l’éventuel écoule-
ment plastique libre de la structure, soit :®

δ∗1 = (−Q∗/2 + L)�/ES , δ∗2 = (3Q∗/2 − 2L)�/ES + λ∗
2

δ∗3 = (7Q∗/2 − 5L)�/ES + 2λ∗
2

(3.5)

q∗ = (5Q∗/2 − 7L/2)�/ES + 3λ∗
2/2 , λ∗

2 ≥ 0 .(3.6)

À partir de la charge Q∗ on impose Q̇ < 0. La détermination du comportement
incrémental des barres se réfère à nouveau aux tableaux 1 et 2 suivant que Q∗ satisfait
(3.1) ou (3.2).

Dans le cas (3.1), le tableau 1 montre que seule l’hypothèse 1 permet de construire
la solution :

Ṅ3 < 0 , δ̇3 = Ṅ3�/ES .(3.7)

Dans le cas (3.2), on arrive à la même conclusion sur le tableau 2 :®
Ṅ2 < 0 , δ̇2 = Ṅ2�/ES

Ṅ3 < 0 , δ̇3 = Ṅ3�/ES .
(3.8)

Il en résulte que la solution incrémentale pour Q̇ < 0 à partir de Q∗ s’obtient avec,
pour chacune des barres A′A, B′B et C′C, le comportement incrémental élastique.
Le déchargement incrémental est donc donné par l’analyse élastique du para-
graphe 2.3 (figure 12) :®

Ṅ1 = Q̇/12 , Ṅ2 = Q̇/3 , Ṅ3 = 7Q̇/12
δ̇1 = Q̇�/12ES , δ̇2 = Q̇�/3ES , δ̇3 = 7Q̇�/12ES

(3.9)

q̇ = 11Q̇�/24ES .(3.10)

Après ce déchargement initial, les efforts dans les barres sont tous inférieurs à
la limite d’élasticité correspondante et le comportement des barres reste élastique.
La solution incrémentale demeure identique à (3.9, 3.10). En intégrant ces équations
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Figure 12 – Déchargement de la structure à partir de Q = Q∗ : solution incrémentale

à partir des valeurs (3.3), (3.4) ou (3.5), pendant le déchargement de la structure
jusqu’à la charge actuelle Q < Q∗, on obtient l’état actuel :


N1 = N∗

1 + (Q − Q∗)/12
N2 = N∗

2 + (Q − Q∗)/3
N3 = N∗

3 + 7(Q − Q∗)/12
(3.11)




δ1 = δ∗1 + (Q − Q∗)�/12ES

δ2 = δ∗2 + (Q − Q∗)�/3ES

δ3 = δ∗3 + 7(Q − Q∗)�/12ES

(3.12)

q = q∗ + 11(Q − Q∗)�/24ES .(3.13)

Cette solution de déchargement élastique demeure valable tant qu’aucun des ef-
forts (3.11) n’atteint la limite d’élasticité en compression dans la barre correspondante.
En particulier on remarque que cette solution est ici valable pour un déchargement
total de la structure jusqu’à Q = 0 .

Sur la figure 13, le déchargement correspond à un retour des efforts N1, N2, N3

parallèlement aux droites de la charge élastique à partir des valeurs N∗
1 , N∗

2 et N∗
3

atteintes à l’issue de la phase de chargement ; de même pour le point représentatif sur
le diagramme « charge-déplacement ».

3.2 Efforts intérieurs résiduels. Allongements résiduels

Si l’on procède à un déchargement total jusqu’à Q = 0, les formules (3.11) et (3.3)
fournissent les valeurs des efforts N ri qui demeurent dans les barres :


N r1 = −7(Q∗ − 12L/7)/12
N r2 = 7(Q∗ − 12L/7)/6
N r3 = −7(Q∗ − 12L/7)/12 .

(3.14)
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Figure 13 – Déchargement de la structure à partir de Q = Q∗ : évolution des efforts et
diagramme « charge-déplacement »

Par (3.12) et (3.3) ou (3.5) on obtient les allongements δri de ces barres :


δr1 = −7(Q∗ − 12L/7)�/12ES

δr2 = 7(Q∗ − 12L/7)�/6ES + λ∗
2

δr3 = 35(Q∗ − 12L/7)�/12ES + 2λ∗
2

(3.15)

où

λ∗
2 = 0 si Q∗ < 2L , λ∗

2 ≥ 0 si Q∗ = 2L .(3.16)

De même (3.13) et (3.4) ou (3.6) fournissent le déplacement :

qr = 49(Q∗ − 12L/7)�/12ES + 3λ∗
2/2 sous (3.16) .(3.17)

Ces valeurs sont, par définition, les valeurs résiduelles après déchargement total
de la structure : efforts intérieurs résiduels dans les barres, allongements ré-
siduels des barres et déplacement résiduel.

L’examen des expressions (3.14) confirme que les efforts intérieurs résiduels appa-
raissent dès que Q∗ > 12L/7 et sont directement liés à la plastification de C ′C. Ils
sont déterminés de façon unique par la valeur de Q∗ ≤ 2L. Il en va de même pour les
allongements résiduels et le déplacement résiduel pour Q∗ < 2L. Pour Q∗ = 2L, les
allongements résiduels et le déplacement résiduel dépendent de l’éventuel écoulement
plastique libre de la structure jusqu’à l’instant du déchargement.

Les efforts résiduels N ri forment évidemment une distribution d’efforts intérieurs
autoéquilibrée, c’est-à-dire qu’ils satisfont les équations d’équilibre (2.3) avec Q = 0.

Les allongements résiduels δri forment, quant à eux, un système géométriquement
compatible : ils satisfont la condition de compatibilité (2.5) et définissent ainsi le
déplacement résiduel qr donné par (3.17).
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Il est essentiel de remarquer que, malgré la similitude des notations et des pre-
mières lignes de (3.14) et (3.15), les efforts intérieurs résiduels et les allongements
résiduels ne se correspondent pas par la loi de comportement élastique.

La correspondance entre ces deux systèmes s’explique comme suit.

Au cours de l’histoire de chargement, chaque barre a connu des vitesses d’allon-
gement élastiques et plastiques (s’il y a lieu) : δ̇i = δ̇ei + δ̇pi . À l’issue de l’histoire
de chargement, après le déchargement total pour Q = 0, l’allongement δri de chaque
barre est la somme de son allongement plastique δpi acquis au cours de l’histoire
à partir de l’état initial, et de son allongement élastique. Celui-ci est déterminé de
façon unique par la loi de comportement élastique (2.4) en fonction de N ri . On a ainsi :

δri = δpi + N ri �/ES .(3.18)

Tout au long de l’histoire de chargement les allongements δi des barres sont géo-
métriquement compatibles. En particulier, après le déchargement total de la struc-
ture, les allongements résiduels δri sont géométriquement compatibles. On en déduit
la propriété caractéristique qui permet de déterminer les efforts intérieurs et les al-
longements résiduels.

Les efforts intérieurs résiduels sont la distribution d’efforts intérieurs
autoéquilibrée telle que les allongements élastiques correspondants, ajoutés
aux allongements plastiques acquis dans les barres, forment un système
géométriquement compatible :

δri = δpi + N ri �/ES(3.19)

La cause des efforts intérieurs résiduels est donc l’incompatibilité géométrique des
allongements plastiques.

C’est ce que montre l’application du principe des puissances virtuelles au champ
des efforts intérieurs résiduels, qui est autoéquilibré, et au champ des allongements
résiduels qui est géométriquement compatible, en tenant compte de (3.19) :

∑
i

N ri δ
r
i =

∑
i

N ri δ
p
i +

∑
i

(N ri )
2�/ES = 0.(3.20)

En effet le terme
∑
i
N ri δ

p
i est nul si le système des δpi est géométriquement compa-

tible, ce qui implique alors la nullité du terme suivant et donc celle du système des N ri .
On voit aussi, sur cette même expression (3.20), que l’indétermination éventuelle sur
les δri , engendrée par la possibilité de l’écoulement plastique libre dans (3.15) lorsque
Q∗ = 2L, est sans influence sur les N ri correspondants.
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On remarque qu’en raison même de l’incompatibilité des allongements plastiques
des barres il n’est pas possible de parler de « déplacement plastique »(6) en ce qui
concerne le paramètre q pour écrire une décomposition homologue de (3.19). En re-
vanche, on a vu que les allongements résiduels des barres sont géométriquement com-
patibles et correspondent au déplacement résiduel qr donné par (3.17) qui apparaît
sur le diagramme « charge-déplacement » de la figure 13. On reviendra sur ce point
au paragraphe 3.4 pour l’écriture du comportement incrémental de la structure.

3.3 Écrouissage de la structure

On a vu que la solution pour le déchargement de la structure de Q∗ à Q est obtenue
en supposant que toutes les barres ont un comportement élastique. En particulier on
obtient ainsi l’état de la structure après déchargement total. On peut alors se poser
les deux questions suivantes.

1◦ - Jusqu’à quelle valeur est-il possible de faire décroître Q sans que la solution
cesse d’être valable ?

2◦ - Faisant croître à nouveau Q à partir de la valeur nulle atteinte à l’issue du
déchargement total, quel est le comportement de la structure ?

La réponse à ces deux questions s’obtient aisément en considérant l’état des efforts
résiduels (3.14). Après le déchargement total, toutes les barres sont chargées par les
efforts N ri correspondants, en deçà de leurs limites d’élasticité. Leur comportement
incrémental est donc alors élastique. On procède à une histoire de chargement mono-
tone de la structure, après ce déchargement total, jusqu’à la charge Q : tant que la
limite d’élasticité n’est atteinte dans aucune barre, les efforts Ni dans les barres sous
la charge Q s’obtiennent par la formule

Ni = N ri + N eli (Q)(3.21)

où l’on désigne par N eli (Q) les efforts associés à Q dans la solution élastique du
paragraphe 2.3

N el1 (Q) = Q/12 , N el2 (Q) = Q/3 , N el3 (Q) = 7Q/12 .(3.22)

Il en va de même pour les allongements δi et le déplacement q :

δi = δri + δeli (Q)(3.23)

δel1 (Q) = Q�/12ES , δel2 (Q) = Q�/3ES , δel3 (Q) = 7Q�/12ES(3.24)

et

q = qr + qel(Q)(3.25)

(6)Cette expression n’a de sens que lors de l’écoulement plastique libre de la structure, pour le
déplacement associé à (2.38, 2.39), mais celui-ci ne représente alors que la partie « indeterminée »,
fonction croissante du temps, du déplacement résiduel.
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qel(Q) = 11Q�/24ES .(3.26)

Ce comportement élastique de la structure dure tant que

|Ni| ≤ L , i = 1, 2, 3 ,(3.27)

ce qui définit le nouveau domaine d’élasticité.

En se reportant à l’utilisation faite de (3.11) pour calculer les N ri , il est évident que
(3.21, 3.22) et (3.27) imposent à Q une borne supérieure qui n’est autre que Q∗, valeur
maximale atteinte au premier chargement. Quant à la borne inférieure, correspondant
à la limite en compression, c’est maintenant (Q∗ − 24L/7) .

Ainsi, la structure constituée d’éléments parfaitement plastiques subit, par suite
des déformations plastiques acquises lors du premier chargement et qui induisent les
efforts intérieurs résiduels, un écrouissage de type cinématique. Le domaine d’élasti-
cité, initialement défini par le segment (−12L/7, +12L/7) , conserve son amplitude
mais est translaté.

Il est clair que si l’on atteint pour Q la borne inférieure (Q∗ − 24L/7) et que l’on
poursuit au-delà de cette valeur, de nouvelles déformations plastiques apparaissent :
accourcissement dans la barre C ′C. Ceci conduit, si l’on ramène ensuite la charge Q à
la valeur nulle (figure 14) à de nouvelles valeurs des efforts résiduels dues à la nouvelle
valeur de l’allongement (algébrique) plastique total acquis par la barre C ′C au cours
de l’histoire de chargement complète. L’écrouissage de la structure, gouverné par la
déformation plastique de la barre C ′C, peut être commodément caractérisé par les
efforts intérieurs résiduels.

Figure 14 – Diagramme « charge-déplacement » en sollicitation alternée
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3.4 Comportement de la structure

L’analyse complète qui a été faite du problème d’évolution quasi-statique dans
l’hypothèse des petites perturbations met en évidence, du point de vue global de la
structure exprimé avec les variables duales Q et q, un comportement conforme au
modèle unidimensionnel du comportement élastique (linéaire), plastique écrouissable,
à écrouissage cinématique limité (chapitre I, § 3.2).

La formulation incrémentale de ce comportement est illustrée sur la figure 15. En
introduisantΛ, module d’élasticité de la structure, pour exprimer sa réponse élastique
(3.26) :

qel(Q̇) = ΛQ ,(3.28)

le comportement incrémental s’écrit

q̇ = ΛQ̇ + q̇r ,(3.29)

avec q̇r �= 0 si et seulement si Q̇ est un arc de trajet de charge croissant.

Ceci rejoint les commentaires donnés au chapitre I (§ 6.6) : le taux de déplacement
anélastique q̇an de la structure est son taux de déplacement résiduel q̇r.

Figure 15 – Comportement incrémental de la structure

On peut enfin revenir sur l’hypothèse des petites perturbations. Cette hypothèse
des changements de géométrie négligeables, acceptable en phase élastique, peut en
général être conservée en phase élasto-plastique compte tenu des valeurs relatives de
L/S et de E pour les matériaux usuels(7). Par contre, il est clair qu’elle devrait être
abandonnée lorsque le stade de l’écoulement plastique libre est atteint puisqu’alors il
n’existe plus de restriction aux déformations de la structure imposée par l’élasticité.
Ainsi, le plateau tracé à la figure 10 ne devrait pas être poursuivi au-delà des limites
raisonnables à partir desquelles l’influence des changements de géométrie se fait sentir
sur l’écriture des équations d’équilibre et de la condition de compatibilité géométrique.

On prendra garde que, dans des cas plus généraux, on peut être amené à tenir
compte des changements de géométrie dès la phase élasto-plastique, avant l’apparition
de l’écoulement plastique libre, et ceci peut avoir une influence réelle sur les résul-
tats. Dans la pratique, les analyses effectuées sur la géométrie déformée sont souvent
appelées « analyses élasto-plastiques au second ordre » (cf. section 7).

(7)L/S n’est autre que la limite en traction simple ou en compression simple : pour l’acier doux on
rappelle que le rapport L/ES est typiquement de l’ordre de 10−3.
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4 Évolution quasi-statique d’un système

4.1 Cadre formel

Le contexte de l’étude et notamment les hypothèses d’évolution quasi-statique et
de petites perturbations ont été précisés dans la section 1 (§ 1.1). On y a également
exposé les caractéristiques générales de la résolution incrémentale du problème d’évo-
lution qui s’appuie sur les théorèmes d’existence et d’unicité établis pour le matériau
écrouissable standard généralisé de classe C (§ 1.2 et 1.3) et pour le matériau élastique
et parfaitement plastique standard (§ 1.4). Ensuite, les sections 2 et 3 ont permis, sur
l’exemple d’une structure, d’introduire les concepts essentiels liés à une telle évolution
dans le cas de la plasticité parfaite.

La présente section se place dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel
classique. On reprend le concept de processus de chargement dépendant d’un nombre
fini de paramètres déjà évoqué au chapitre I (§ 6.5) et, dans ce cadre, on se propose
de décrire les différentes phases de l’évolution quasi-statique d’un système en élasto-
plasticité standard, d’abord dans le cas de la plasticité parfaite, puis pour le matériau
constitutif écrouissable standard généralisé de classe C.

4.2 Processus de chargement dépendant d’un nombre fini de
paramètres

Les données du problème d’évolution sont, à chaque instant, de la forme clas-
sique, sur la géométrie initiale du système compte tenu de l’hypothèses des petites
perturbations :

• donnée du champ de forces de masse F d(t) dans le volume Ω

• en chaque point du contour ∂Ω du système, donnée de 3 composantes orthogonales
entre elles pour l’ensemble des deux vecteurs contrainte et vitesse de déplacement
(figure 16) :

ß
T d

i (t) sur STi(t)
Ud

i (t) sur SUi(t)
(4.1)

avec ®
STi(t) ∪ SUi(t) = ∂Ω ,

STi(t) ∩ SUi(t) = ∅ , i = 1, 2, 3 .
(4.2)

On suppose que les surfaces STi(t) et SUi(t) sont invariables sur Ω dans le temps,
satisfaisant (4.2) : ®

STi(t) = STi

SUi(t) = SUi .
(4.3)
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Figure 16 – Données au contour du système

L’ensemble C(SUi , U
d
i (t)) des champs de vitesse cinématiquement admissibles avec

les données en vitesse à l’instant t est formé des champs U vérifiant :®
U continu et continûment différentiable, par morceaux
Ui(x, t) = Ud

i (x, t) sur SUi , i = 1, 2, 3 .
(4.4)

Le concept de processus de chargement dépendant d’un nombre fini de paramètre
est alors défini par la propriété :


∀Û ∈ C(SUi , U

d
i (t))

P(e)(Û) = Q(t) . q̇(Û)
Û �−→ q̇(Û) ∈ Rn, linéaire ,

(4.5)

où P(e)(Û) désigne la puissance virtuelle de tous les efforts extérieurs appliqués au
système à l’instant t, c’est-à-dire F d(t), T d

i (t) sur STi et Ti(t) sur SUi .

Si les données F d(t) et T d
i (t) sur STi sont à chaque instant compatibles avec

l’équilibre global du système, le processus de chargement est quasi-statique. C’est
évidemment le cas qui sera considéré dans toute la suite.

L’ensemble des champs de contrainte statiquement admissibles avec les données
en efforts à l’instant t, noté S(F d(t), STi , T

d
i (t)), est non vide et formé des champs σ

vérifiant 


σ continu et continûment différentiable, par morceaux
divσ(x, t) + ρ F d(x, t) = 0 sur Ω

σij(x, t)nj(x) = T d
i (x, t) sur STi , i = 1, 2, 3 .

(4.6)

Le principe des puissances virtuelles peut alors s’écrire :


∀σ ∈ S(F d(t), STi , T
d
i (t)) , ∀Û ∈ C(SUi , U

d
i (t)) ,∫

Ω

σ(x, t) : d̂(x, t) dΩ +
∫

ΣÛ

[[ Û(x, t) ]] . σ(x, t) . n(x) da = Q(σ) . q̇(Û)
(4.7)
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où les applications ®
σ �−→ Q(σ) ∈ Rn

Û �−→ q̇(Û) ∈ Rn
(4.8)

sont linéaires.

La mise en évidence et l’identification précise d’un tel paramétrage se font, dans
le cas général, en appliquant cette définition.

Du point de vue pratique, on remarque que l’on se trouve dans ce cas lorsque les
données en efforts dépendent linéairement de (n−p) paramètres scalaires Qj(t) , (j =
1, · · · , n − p) , et les données en vitesses dépendent linéairement de p paramètres
scalaires q̇j(t) , (j = n − p + 1, · · · , n). Les paramètres q̇j(t) pour j = 1, · · · , (n − p)
et Qj(t) pour j = (n − p + 1), · · · , n sont alors définis par dualité au moyen de (4.7)
et (4.8).

Parmi les cas les plus couramment rencontrés qui ressortissent à cette formulation
on peut citer :
• vecteur-contrainte imposé sur une portion de ∂Ω, uniforme, purement normal, (le
plus souvent compressif), de la forme :

T d(x, t) = Qj(t)n sur ST ;(4.9)

ceci inclut le cas d’une portion de ∂Ω libre de contrainte ;
• déplacement rigidifiant imposé sur une portion de ∂Ω, de la forme :

Ud(x, t) = λ(t) + ω(t) ∧ x sur SU(4.10)

qui correspond aux six paramètres scalaires

q̇j(t) = λj(t) et q̇j+3(t) = ωj(t) j = 1, 2, 3 ;(4.11)

ceci inclut le cas d’une portion de ∂Ω dont le déplacement est imposé nul.
On adoptera la terminologie suivante :

• les paramètres Qj , (j = 1, · · · , n) , sont les paramètres de chargement du système ;
le vecteur Q ∈ Rn est appelé chargement du système ;

• les paramètres q̇j , (j = 1, · · · , n) , sont les composantes de q̇ ∈ Rn qui est appelé
taux de déformation global du système.

Dans ce contexte la définition naturelle d’une histoire de chargement pour
le système correspond à la donnée des Qj(t) qui paramètrent les données en efforts
(j = 1, · · · , n − p) et des q̇j(t) qui paramètrent les données en vitesses (j = n − p +
1, · · · , n). Il est toutefois possible d’étendre la définition de l’histoire de chargement
en banalisant les rôles des n paramètres Qj(t) d’une part et des n paramètres q̇j(t)
de l’autre sans distinguer leur définition originale (primale ou duale).

Dans la suite les histoires de chargement considérées seront définies par la donnée
de l’évolution de tous les paramètres Qj(j = 1, · · · , n) c’est-à-dire par l’évolution
de Q(t) dans Rn. Comme on l’a expliqué au paragraphe 1.2, seule la chronologie du
parcours du trajet de (t) dans R

n est significative, indépendamment de l’horaire :
c’est le trajet de chargement du système.
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5 Système en matériau élastique
et parfaitement plastique standard

5.1 Domaine initial d’élasticité du système

La description de l’évolution d’un système en matériau élastique parfaitement
plastique standard au long d’un trajet de chargement défini par la donnée des n para-
mètres de chargementQj révèle, évidemment, les mêmes étapes que celles rencontrées
pour les exemples des sections 2 et 3.

Figure 17 – Domaine initial d’élasticité du système

On part de l’état initial sous chargement nul. L’état d’autocontrainte initial σ0 est
connu :

σ0 statiquement admissible avec Q(t = 0) = 0 .(5.1)

Sur un trajet de chargement quelconque du système issu de (5.1) il existe une
phase initiale au cours de laquelle le comportement de tous les éléments du système
est constamment élastique. Cette phase est déterminée en faisant a priori l’hypothèse
du comportement élastique pour tous les éléments du système à partir de (5.1) et
en recherchant jusqu’à quelle valeur Q

e
cette hypothèse permet, en suivant le trajet

considéré, de construire la solution sans violer en aucun point le critère de limite
d’élasticité du matériau. Pour Q(t) = Q

e
la limite d’élasticité du matériau est atteinte

en un, ou simultanément plusieurs, point(s) de Ω. Il peut évidemment se faire que,
compte tenu de la valeur du champ d’autocontrainte initial σ0, on trouve que Q

e
= 0

sur certains trajets de chargement issus de (5.1).

Considérant alors tous les trajets de chargement issus de (5.1), on détermine sur
chacun d’eux la valeur Q

e
.

Ceci définit, dans l’espace Rn des chargements du système, le domaine initial
d’élasticité du système pour l’état d’autocontrainte initial σ0. Il est engendré
par l’ensemble de ces trajets de chargement issus de Q = 0 jusqu’à la valeur Q

e
correspondante (figure 17). Ce domaine est convexe en conséquence de l’hypothèse
des petites perturbations, de la linéarité du comportement du matériau à partir de
l’état de contrainte initial σ0 et de la convexité de la fonction de charge du matériau
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standard. Sa frontière est la frontière initiale d’élasticité du système pour l’état
de contrainte initial σ0.

5.2 Domaine actuel d’élasticité du système

La poursuite du trajet de chargement au-delà de la valeur Q
e
est, en règle géné-

rale(8), possible pour toute valeur de Q̇(t).

Pour Q(t) = Q
e
la définition de l’arc de trajet de chargement croissant pour

le système est évidente. En effet il résulte de la définition même du domaine initial
d’élasticité du système que, si Q̇(t) est dirigé vers l’intérieur de celui-ci au point Q

e
le

comportement incrémental est élastique en tout point de Ω et le comportement global
du système lui-même est élastique. En revanche, si Q̇(t) est dirigé vers l’extérieur du
domaine initial d’élasticité en Q

e
, le comportement incrémental est élasto-plastique

en au moins un point de Ω. La phase élasto-plastique de l’évolution commence.
Q̇(t) définit un arc de trajet de chargement croissant pour le système.

Dans ce deuxième cas il convient, selon le schéma de la figure 2, de décider du com-
portement incrémental en chaque point des zones plastiques et de procéder ensuite
pas-à-pas en suivant le trajet de chargement. Il est clair que cette analyse ne peut
être réglée à travers un simple tableau comme aux paragraphes 2.4, 2.5 ou 2.8 où le
champ des efforts intérieurs était défini par un nombre discret de valeurs (N1, N2, N3 :
efforts dans les barres). On devra s’appuyer sur l’intuition qui sera validée a posteriori
en se référant au théorème du paragraphe 1.4 qui assure l’unicité de l’évolution des
contraintes (mais n’affirme pas celle des taux de déformation ni celle des déplace-
ments).

À propos de cette démarche heuristique on peut citer un exemple et faire une re-
marque. L’exemple concerne le cas des systèmes constitués d’un matériau homogène
ou à hétérogénéité faible pour lesquels on s’appuie, en général, sur l’hypothèse de la
continuité de la valeur de la fonction de charge au franchissement de la frontière des
zones plastifiées dans Ω (résultat qui ne semble pas avoir reçu de démonstration géné-
rale) validée a posteriori. La remarque rappelle que certaines intuitions, légitimes en
élasticité, sont mises en défaut en élastoplasticité : ainsi, même dans un processus de
chargement radial croissant (où tous les paramètres Qj(t) croissent proportionnelle-
ment), il peut exister des zones qui, après avoir été plastifiées, se trouvent déchargées
(cf. Prager, 1958) comme dans l’exemple du paragraphe 2.8.

Au cours de cette phase élasto-plastique, en chaque point Q(t) du trajet de char-
gement le domaine actuel d’élasticité du système est défini de façon analogue au
domaine initial qui est relatif à Q(t = 0) = 0 avec le champ d’autocontrainte σ0 : il
est engendré par l’ensemble des arcs de trajets de chargement issus de Q(t) le long
desquels, à partir de l’état du système déterminé sous ce chargement, le comportement
incrémental de tous les éléments du système est constamment élastique. Il est clair que
le comportement incrémental du système lui-même est, en conséquence, constamment
élastique sur tout tel trajet de chargement.

(8)L’explication de cette restriction apparaîtra au paragraphe 5.3.
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La convexité du domaine actuel d’élasticité du système résulte à nouveau de l’hy-
pothèse des petites perturbations, de la convexité de la fonction de charge, du com-
portement élastique linéaire et de l’unicité de la solution en contrainte du problème
d’évolution (§ 1.4) pour le matériau parfaitement plastique standard. La frontière de
ce domaine est la frontière actuelle d’élasticité du système.

Figure 18 – Domaine actuel d’élasticité du système

L’évolution du domaine actuel d’élasticité du système au long du trajet de char-
gement en suivant le point Q(t) dans Rn traduit l’écrouissage du système. L’analogie
entre la figure 18 du présent chapitre et la figure 7 du chapitre I est évidente : le
domaine d’élasticité sert de référence pour la définition des arcs croissants de trajet
de chargement du système ; l’écrouissage correspond géométriquement dans Rn à la
déformation et à l’entraînement de ce domaine par le point Q(t) sur de tels arcs.

5.3 Chargements limites du système

L’existence de la solution du problème d’évolution est assurée par le théorème du
paragraphe 1.4 tant que l’ensemble des champs de contrainte statiquement admissibles
avec le chargement actuel considéré Q(t) et plastiquement admissibles selon (1.2) est
d’intérieur non vide. Dans cet énoncé, la définition des champs de contrainte stati-
quement admissibles avec le chargement Q(t) se réfère maintenant de façon évidente
à la formulation (4.7, 4.8) du processus de chargement à n paramètres.

Ce résultat conduit à introduire l’ensemble K des chargements Q équilibrés par
au moins un champ de contrainte statiquement et plastiquement admissible (4.7, 4.8 ;
1.2) :

Q ∈ K ⊂ R
n ⇔

®
∃ σ statiquement admissible avec Q ,

et plastiquement admissible .
(5.2)
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Il est immédiat de montrer, en s’appuyant sur la convexité de la fonction de charge
en tout point de Ω et sur la linéarité de (4.8) que K est convexe(9) (figure 19).

Figure 19 – Domaine d’existence de la phase élasto-plastique

Alors l’existence de la solution du problème d’évolution est assurée tant que le
trajet de chargement demeure intérieur àK. Pour un trajet de chargement qui aboutit
en Q× sur la frontière deK, ce chargementQ× est le chargement limite : l’existence
de la solution n’est pas assurée pour Q(t) = Q×. Au-delà de Q×, en franchissant la
frontière de K, il n’y a pas de solution.

La frontière de K détermine donc la fin de la phase élasto-plastique sur tout trajet
de chargement du système. Pour Q(t) = Q× on rencontre typiquement les deux cas
suivants : ou bien Q× est atteint en suivant le trajet de chargement (sans que la
solution cesse d’exister) de manière analogue au cas de la structure du paragraphe
2.6 ; ou bien Q× représente une valeur asymptotique sur le trajet de chargement,
dont la signification doit être envisagée du point de vue de l’hypothèse des petites
perturbations. Dans le premier cas le comportement du système sous Q(t) = Q× est
le plus souvent analogue à celui mis en évidence pour la structure au paragraphe 2.7 :
ruine plastique du système (on y reviendra au paragraphe 5.7).

En rapprochant les figures 18 et 19, la frontière de K apparaît comme fixant les
limites de l’écrouissage du système : par exemple, si Q× est atteint sur un trajet
de chargement, le domaine actuel d’élasticité du système est alors tangent (au sens
large) en Q× à la frontière de K (figure 20). K est la réunion de tous les domaines
actuels d’élasticité du système sur tous les trajets de chargement. La frontière de K
est l’enveloppe convexe de toutes les frontières actuelles d’élasticité du système.

(9)L’étude complète deK avec, notamment, les méthodes directes disponibles pour sa détermination
sera faite au chapitre III dans le contexte plus général du Calcul à la rupture.
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Figure 20 – Domaines initial et actuel d’élasticité du système ; domaine K

5.4 Comportement élastique du système

5.4.1 Élasticité initiale

Dans la phase élastique initiale le comportement global du système est élastique
linéaire et s’exprime, dans les variables généralisées Q, q par la relation

q(t) = Λ . Q(t)(5.3)

où Λ désigne la matrice symétrique des complaisances élastiques du système.

On désigne par σ, ε, ξ les champs de contrainte, de déformation et de déplacement
de la solution correspondante, liés en chaque point de Ω et à chaque instant t par :

ε(x, t) = Λ(x) : [ σ(x, t) − σ0(x)] .(5.4)

On a, en appliquant le principe des puissances virtuelles (4.7, 4.8), compte tenu
de l’hypothèse des petites perturbations :∫

Ω

σ(x, t) : ε(x, t) dΩ =
∫

Ω

[ σ(x, t) − σ0(x)] : Λ(x) : [ σ (x, t) − σ0(x)] dΩ(5.5)

= Q(t) . q(t) = Q(t) . Λ . Q(t)

puisque ∫
Ω

σ0(x) : ε(x, t) dΩ = 0 ,(5.6)

le champ σ0(x) étant un champ d’autocontrainte.

5.4.2 Comportement incrémental élastique

Au-delà de la frontière initiale d’élasticité du système, la formulation du compor-
tement est incrémentale.
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Comme expliqué au paragraphe 5.2, lorsque soit Q(t) est intérieur au domaine
actuel d’élasticité, soit Q(t) est à la frontière de ce domaine et Q̇(t) est dirigé vers
l’intérieur, le comportement incrémental est élastique en tout point de Ω et le com-
portement incrémental global du système est lui aussi élastique. Il s’exprime par la
relation

q̇(t) = Λ . Q̇(t)(5.7)

où la matrice Λ est identique à celle qui intervient dans (5.3).

5.5 Comportement anélastique du système

5.5.1 Taux de contraintes résiduelles et taux de déformations
résiduelles

Champs résiduels

Par définition du domaine actuel d’élasticité du système, le comportement in-
crémental élasto-plastique du matériau constitutif est activé lorsque Q(t) est sur la
frontière actuelle d’élasticité du système et Q̇(t) est dirigé vers l’extérieur : arc de
trajet de chargement croissant.

On sait (§ 1.4) que le champ de taux de contrainte σ̇ des solutions élasto-plastiques
incrémentales associées à Q̇(t) est unique. Soit d le champ de taux de déformation
d’une telle solution (unicité non assurée). On a, en tout point de Ω :

d(x, t) = de(x, t) + dp(x, t)(5.8)

soit

d(x, t) = Λ(x) : σ̇(x, t) + dp(x, t) .(5.9)

La non-unicité (éventuelle) de d est due à celle (éventuelle) de dp.

Du point de vue du comportement incrémental global du système, on décompose
q̇(t) en sa partie élastique donnée par (5.7) et son complément, taux de déformation
résiduelle du système, noté q̇r(t) :

q̇(t) = Λ . Q̇(t) + q̇r(t) .(5.10)

que l’on écrira aussi sous la forme

q̇(t) = q̇(t)el(t) + q̇r(t)(5.11)

avec

q̇el(t) = Λ . Q̇(t)(5.12)

qui exprime la réponse élastique incrémentable du système. Le taux de déformation
résiduelle du système, q̇r(t), correspond physiquement au taux de déformation du
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Figure 21 – Comportement incrémental du système dans le cas d’un paramètre de char-
gement unique

système qui est mesuré après avoir imposé l’arc de trajet de chargement croissant
Q̇(t) et l’arc opposé −Q̇(t). La figure 21 explicite la décomposition (5.10) dans le cas
d’un paramètre de chargement unique.

La figure 22 récapitule le comportement du système sur le trajet de chargement
croissant décrit aux paragraphes 5.1 à 5.3.

Figure 22 – Comportement du système sur un trajet de chargement croissant

Au niveau local, c’est-à-dire en chaque point de Ω, on mesure le taux déformation
résiduelle dr(x, t) et le taux de contrainte résiduelle σ̇r(x, , t).

Le champ dr(·, t) est géométriquement compatible, cinématiquement admissible
avec q̇r(t). Le champ σ̇r(·, t) est statiquement admissible avec Q̇(t) − Q̇(t) = 0, c’est-
à-dire qu’il est autoéquilibré.

On désigne par σ̇el(·, t) le champ du taux de contrainte, statiquement admissible
avec Q̇(t), de la réponse élastique incrémentale du système. del(·, t) est le champ de
taux de déformation de cette même réponse. Il est cinématiquement admissible avec
q̇el(t) de (5.11, 5.12), et relié à σ̇el(·, t) par :

del(x, t) = Λ(x) : σ̇el(x, t) .(5.13)
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Avec ces notations on voit que le champ de taux de contrainte résiduelle σ̇r(·, t)
associé à Q̇(t) est donné par

σ̇r(x, t) = σ̇(x, t) − σ̇el(x, t)(5.14)

et que le champ de taux de déformation résiduelle est

dr(x, t) = d(x, t) − del(x, t) = d(x, t) − Λ(x) : σ̇el(x, t) .(5.15)

En substituant dans cette équation l’expression (5.9) de d(x, t) on obtient l’équa-
tion fondamentale :

dr(x, t) = Λ(x) : σ̇r(x, t) + dp(x, t) .(5.16)

Décomposition des champs σ̇ et d

Les équations (5.14) et (5.16) décomposent les champs σ̇ et d au moyen de la
réponse élastique incrémentale et les champs de taux de contrainte et de déformation
résiduelles :

σ̇(x, t) = σ̇el(x, t) + σ̇r(x, t)(5.17)

d(x, t) = del(x, t) + dr(x, t) .(5.18)

Il est essentiel d’éviter toute confusion entre les champs de(·, t) de (5.8) et del(·, t)
de (5.13) .

• de(x, t) est, en chaque point du système, la partie élastique du champ de taux de
déformation de la solution élasto-plastique incrémentatle associée à Q̇(t), arc de
trajet de chargement croissant à partir de Q(t) sur la frontière actuelle d’élasticité
du système ;

• del(·, t) est le champ de taux de déformation de la solution élastique incrémentale
associée à Q̇(t).

En rapprochant (5.8) et (5.18) il vient :

de(x, t) − del(x, t) = dr(x, t) − dp(x, t) ,(5.19)

qui explicite la différence, géométriquement incompatible, entre ces deux champs.
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Cette distinction explique le choix de la notation q̇el(t) au chapitre I (§ 6.3 et 6.6).

Le tableau 4 rassemble les relations essentielles entre les champs introduits. On
remarque évidemment que si Q̇(t) n’est pas un arc de trajet de chargement croissant,
et en particulier si Q(t) n’est pas situé sur la frontière actuelle d’élasticité du système,
les formules demeurent valables ; on a :

dp(·, t) = 0 , dr(·, t) = 0, σ̇r(·, t) = 0 , q̇r(t) = 0 .

• solution incrémentale élasto-plastique

σ̇(·, t) S.A. avec Q̇(t) , d(·, t) C.A. avec q̇(t)

• solution incrémentale élastique

σ̇el(·, t) S.A. avec Q̇(t) , del(·, t) C.A. avec q̇el(t)

• champs résiduels

σ̇r(·, t) S.A. avec 0 , dr(·, t) C.A. avec q̇r(t)

d(x, t) = de(x, t) + dp(x, t) = Λ(x) : σ̇(x, t) + dp(x, t)

del(x, t) = Λ(x) : σ̇el(x, t)

σ̇(x, t) = σ̇el(x, t) + σ̇r(x, t)

d(x, t) = del(x, t) + dr(x, t)

q̇(t) = q̇el(t) + q̇r(t) = Λ . Q̇(t) + q̇r(t)

Tableau 4 – Champs de taux de contrainte statiquement admissibles ; champs de taux
de déformation cinématiquement admissibles

L’équation (5.16) détermine les champs dr et σ̇r de façon unique lorsque le champ
dp est connu.

En effet, soient (dr
1
, σ̇r

1
) et (dr

2
, σ̇r

2
) deux éventuelles solutions de (5.16) pour un
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même champ dp. L’application du principe des puissances virtuelles (10) sous la forme
(4.7, 4.8) aux champs (σ̇r

1
− σ̇r

2
) et (dr

1
− dr

2
) donne :

∫
Ω

[ σ̇r
1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] : [ dr

1
(x, t) − dr

2
(x, t)] dΩ = 0 ,(5.20)

soit, compte tenu de (5.16),∫
Ω

[ σ̇r
1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] : Λ(x) : [ σ̇r

1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] dΩ = 0 .(5.21)

La forme quadratique sous l’intégrale de (5.21) est définie positive, ce qui implique
le résultat d’unicité annoncé lorsque dp est donné :

σ̇r
1

= σ̇r
2

(5.22)

et, par (5.16),

dr
1

= dr
2

.(5.23)

Il en résulte notamment que, si le champ dp est cinématiquement admissible, le
champ σ̇r est nul :

dp cinématiquement admissible ⇒ σ̇r = 0 , dr = dp .(5.24)

On démontrera de plus au chapitre III (§ 5.3), dans le cadre général de la théorie
du Calcul à la rupture, que si le champ dp est cinématiquement admissible avec q̇p(t)
non nul alors nécessairement Q(t) est le chargement limite du système sur le trajet
de chargement suivi. Le champ dp définit un mécanisme d’écoulement plastique libre
pour le système (cf. § 5.7).

5.5.2 Théorème du travail maximal pour le système

Le comportement élasto-plastique incrémental global du système s’exprime,
lorsque Q(t) est sur la frontière actuelle d’élasticité et Q̇(t) dirigé vers l’extérieur, par
l’équation (5.10). Dans celle-ci q̇r(t) est donc, comme annoncé au chapitre I (§ 6.5),
le taux de déformation anélastique global du système.

On peut maintenant démontrer, pour le système, le théorème du travail maxi-
mal qui concerne q̇r(t) et le domaine actuel d’élasticité dans R

n.

Pour cela on considère, outre le chargement actuel Q(t) et le champ de contrainte
σ solution du problème d’évolution qui l’équilibre, un chargement quelconque Q∗ dans
le domaine d’élasticité actuel. On désigne par σ∗ le champ de contrainte, statiquement
admissible équilibrantQ∗, obtenu par le déchargement de Q(t) àQ∗ effectué en restant

(10)Pour alléger l’écriture des formules on laisse de côté les discontinuités de vitesse éventuelles
car elles n’introduisent pas de difficultés particulières. Les termes correspondants seront dorénavant
considérés comme inclus dans les intégrales relatives aux taux de déformation. Dans la pratique, ils
devront évidemment être explicités lorsque nécessaire.
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Figure 23 – Théorème du travail maximal

dans le domaine d’élasticité actuel du système (figure 23). En appliquant le principe
des puissances virtuelles (4.7, 4.8) aux champs (σ − σ∗) et dr il vient :∫

Ω

[(σ(x, t) − σ∗(x)] : dr(x, t) dΩ = [ Q(t) − Q∗] . q̇r(t)(5.25)

ou encore, en décomposant le premier membre compte tenu de (5.16),∫
Ω

[ σ(x, t) − σ∗(x)] : Λ(x) : σ̇r(x, t) dΩ(5.26)

+
∫

Ω

[ σ(x, t) − σ∗(x)] : dp(x, t) dΩ = [ Q(t) − Q∗] . q̇r(t)

La première intégrale de (5.26) est nulle ; en effet le champ σ̇r est autoéquilibré
et le champ Λ(x) : [ σ(x, t) − σ∗(x)] est cinématiquement admissible puisque c’est le

champ de déformation engendré dans le déchargement élastique du système entre Q(t)
et Q∗. Par ailleurs la deuxième intégrale de (5.26) est non-négative en conséquence du
principe du travail plastique maximal vérifié par le matériau constitutif du système.

On en déduit le résultat annoncé dans Rn :

[ Q(t) − Q∗] . q̇r(t) ≥ 0(5.27)

quel que soit Q∗ dans le domaine actuel d’élasticité du système.

Un raisonnement identique à celui mis en œuvre au chapitre I (§ 4.2) permet de
démontrer, à partir de (5.27), que q̇r(t) est normal extérieur en Q(t) à la frontière
actuelle d’élasticité (figure 23).

Ainsi dans l’hypothèse des petites perturbations, le principe du travail plastique
maximal posé au niveau de la loi de comportement du matériau constitutif est « trans-
porté » au niveau du comportement global du système étudié (chapitre I, § 6.5). Il
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apparaît alors sous la forme du théorème du travail maximal (T.T.M) qui porte
sur le taux de déformation résiduelle du système (figure 24). Lorsque, comme exposé
au chapitre I (§ 6.6), la loi de comportement d’un milieu continu généralisé est obtenue
par un processus de changement d’échelle, le théorème du travail maximal établit le
principe du travail plastique maximal à l’échelle « macroscopique » du milieu continu
généralisé.

Figure 24 – « Transport » du principe du travail plastique maximal

5.5.3 Unicité du champ de taux de contrainte résiduelle
au cours de l’évolution

On a souligné à maintes reprises que, au contraire de celle de σ̇, l’unicité du champ
d pour Q̇(t) donné n’est pas assurée. Cette non-unicité éventuelle résulte, à travers
(5.9), de celle de dp due à l’absence d’écrouissage du matériau. On va maintenant
établir l’unicité du champ de taux de contrainte résiduelle σ̇r associé à Q̇(t).

Pour cela on désigne par dp
1
et dp

2
deux champs éventuels de taux de déformation

plastique, solutions du problème d’évolution, associés à Q̇(t). On a ainsi :


d
1
(x, t) = Λ(x) : σ̇(x, t) + dp

1
(x, t)

d
2
(x, t) = Λ(x) : σ̇(x, t) + dp

2
(x, t)

(5.28)

et aussi, par (5.16) 


dr
1
(x, t) = Λ(x) : σ̇r

1
(x, t) + dp

1
(x, t)

dr
2
(x, t) = Λ(x) : σ̇r

2
(x, t) + dp

2
(x, t)

(5.29)

En appliquant le principe des puisances virtuelles (4.7, 4.8) au champ (σ̇r
1
− σ̇r

2
)

autoéquilibré et au champ (dr
1
− dr

2
), cinématiquement admissible avec [ q̇r

1
(t)− q̇r

2
(t)],

il vient compte tenu de (5.29) :∫
Ω

[ σ̇r
1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] : Λ(x, t) : [ σ̇r

1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] dΩ(5.30)

+
∫

Ω

[ σ̇r
1
(x, t) − σ̇r

2
(x, t)] : [ dp

1
(x, t) − dp

2
(x, t)] dΩ = 0
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On remarque que la deuxième intégrale de (5.30) est nulle : en effet le champ
(dp

1
− dp

2
), égal à (d

1
− d

2
) par (5.28), est cinématiquement admissible avec

[ q̇
1
(t)− q̇

2
(t)], tandis que (σ̇r

1
− σ̇r

2
) est autoéquilibré. Il en résulte, puisque la première

intégrale est définie positive, que :

σ̇r
1

= σ̇r
2

,(5.31)

qui est bien le résultat d’unicité annoncé.

Ce résultat implique évidemment, par (5.29), que

dr
1
− dr

2
= dp

1
− dp

2
= d

1
− d

2
(5.32)

mais il n’y a pas unicité du champ de taux de déformation résiduelle associé à Q̇(t).

5.5.4 Une propriété des champs de taux de déformation
plastique associés à Q̇(t)

L’analyse complète, dans le cadre fonctionnel adapté, du problème d’évolution
élasto-plastique considéré ici, permet de démontrer le résultat suivant sur les champs
dp associés à Q̇(t). Ce résultat s’appuie sur les travaux de Brézis (1973) (cf. Halphen
et Salençon, 1987) et affirme que :

∀x ∈ Ω, σ̇(x, t) : dp(x, t) = 0 (11) .(5.33)

5.5.5 Sur l’unicité du taux de déformation résiduelle
du système

L’unicité des champs dp et dr associés à Q̇(t) n’étant pas assurée, celle de q̇r(t) ne
l’est, a priori, pas non plus.

Soient q̇r
1
(t) et q̇r

2
(t) les taux de déformation résiduelle du système correspondant

aux champs cinématiquement admissibles dr
1
et dr

2
de (5.29). Par application du

principe des puissances virtuelles aux champs σ̇ et (dp
1
− dp

2
), égal à (dr

1
− dr

2
) d’après

(5.32) et donc cinématiquement admissible avec [ q̇r
1
(t) − q̇r

2
(t)], il vient :∫

Ω

σ̇(x, t) : [ dp
1
(x, t) − dp

2
(x, t)] dΩ = Q̇(t) . [ q̇r

1
(t) − q̇r

2
(t)] .(5.34)

Le premier membre de cette équation est nul en conséquence de (5.33) valable
pour dp

1
et dp

2
. On en déduit la relation d’orthogonalité remarquable :

Q̇(t) . [ q̇r
1
(t) − q̇r

2
(t)] = 0(5.35)

(11)Cette relation à la même forme apparente que le postulat de Drucker évoqué au chapitre I
(§ 4.7.2) mais sa signification est fondamentalement différente. Il ne s’agit pas d’une relation incluse
dans les équations de comportement du matériau mais d’un résultat local, déduit de la résolution
du problème d’évolution du système, qui concerne uniquement les champs σ̇ et dp solutions de ce
problème.
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Cette formule permet d’établir un résultat d’unicité : il y a unicité du taux de
déformation résiduelle du système sur un arc de trajet de chargement croissant si le
chargementQ(t) est un point régulier de la frontière actuelle d’élasticité du système.
En effet q̇r

1
(t) et q̇r

2
(t) sont alors tous deux dirigés suivant la normale extérieure en

Q(t) à la frontière actuelle d’élasticité, tandis que la projection de Q̇(t) sur cette
normale extérieure est strictement positive ; la solution de (5.35) est donc :




∀ Q̇(t) strictement croissant enQ(t) régulier ,

q̇r
1
(t) = q̇r

2
(t) .

(5.36)

Ce résultat d’unicité au niveau global du système n’implique évidemment pas
l’unicité du champ dr ni celle du champ d.

Une conséquence logique immédiate de (5.36) est que la non-unicité de q̇r(t) ne
peut apparaître qu’aux points singuliers de la frontière actuelle d’élasticité du système.

La figure 25 rassemble ces résultats d’unicité.

 

 

Figure 25 – Résultat d’unicité au cours de l’évolution (matériau élastique et parfaite-
ment plastique standard)

5.5.6 Formulation du comportement élasto-plastique du
système

Le théorème d’unicité de q̇r(t) ci-dessus et le théorème du travail maximal (§ 5.5.2)
permettent la mise en œuvre, en tout point régulier de la frontière actuelle d’élasticité
du système, du même raisonnement que celui développé au chapitre I (§ 3.5) pour
établir la règle d’écoulement du matériau écrouissable en plasticité associée.

Ainsi, en caractérisant le domaine actuel d’élasticité du système par une fonction
scalaire F (Q, H), convexe de Q, où H symbolise l’état d’écrouissage du système,
homologue de la fonction de charge pour le matériau (cf. chapitre I, § 6.2), on aboutit
à l’expression générale suivante pour le taux de déformation résiduelle du système en
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un point régulier de la frontière actuelle d’élasticité du système :


q̇r(t) =
ḞH(Q(t), H(t), Q̇(t))

M(Q(t), H(t))
∂F (Q(t), H(t))

∂Q

si




F (Q(t), H(t)) = 0 ,

ḞH(Q(t), H(t), Q̇(t)) =
∂F (Q(t), H(t))

∂Q
. Q̇(t) ≥ 0

q̇r(t) = 0 , sinon .

(5.37)

C’est évidemment la résolution même du problème d’évolution considéré ici qui
identifiera les paramètres définissant l’écrouissage du système, déterminera l’expres-
sion de F (Q, H) (satisfaisant « par construction » l’équation de cohérence) et celle
deM(Q, H) en un point régulier. Elle donnera aussi les expressions de q̇(t) aux points
singuliers de la frontière actuelle d’élasticité, qui satisferont les résultats généraux
(5.27, 5.35).

La loi de comportement élasto-plastique du système est alors exprimée par les
équations (5.11 et 5.12) 


q̇(t) = q̇el(t) + q̇r(t)

q̇el(t) = Λ . Q̇(t) ,
(5.38)

complétée par (5.37).

5.6 Champ de contrainte résiduelle, champ de déformation
résiduelle, déformation résiduelle du système

L’intégration temporelle des champs σ̇r, dr et dp depuis l’état initial déchargé du
système (Q = 0) avec l’état d’autocontrainte initial σ0 jusqu’à l’instant actuel sous le
chargement Q(t) définit des champs σr, εr et εp (12).

En conséquence de (5.16) on voit que ces champs vérifient, en tout point de Ω, la
relation :

εr(x, t) = εp(x, t) + Λ(x) : (σr(x, t) − σ0(x))(5.39)

Les champs σr et εr reçoivent naturellement l’appellation de champ de contrainte
résiduelle et champ de déformation résiduelle.

(12)On rappelle l’hypothèse des petites perturbations.
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L’équation (5.39) en donne la signification physique précise : il s’agit des champs
de contrainte et de déformation effectivement mesurés après déchargement total du
système de Q(t) à Q = 0 si, dans ce déchargement, le comportement du système est
constamment élastique. Ceci implique en particulier que le domaine actuel d’élasticité
du système sous Q(t) contienne encore le chargement nul.

Il en va de même pour le champ de déplacement résiduel ξr, obtenu par intégration
géométrique de εr et pour qr(t), obtenu par intégration temporelle de q̇r(t), appelé
déformation résiduelle du système.

5.7 Comportement du système lorsque Q(t) est chargement
limite

Figure 26 – Trajet de chargement aboutissant à un chargement limite

Le théorème d’existence du paragraphe 1.4 n’assure pas que si un trajet de char-
gement aboutit à un chargement limite Q× celui-ci peut être effectivement atteint.
En se plaçant dans cette hypothèse, on remarque que les résultats tels que l’unicité
(partielle) de q̇r(t) établie plus haut ne sont plus valables pour Q(t) = Q×. En effet,
si Q(t) = Q× est un point régulier de la frontière actuelle d’élasticité du système sur
le trajet de chargement suivi, celle-ci est nécessairement tangente à la frontière de
K qui est, elle aussi, régulière en Q× (figure 26) : il n’est donc pas possible d’impo-
ser en Q(t) un arc de trajet de chargement Q̇(t) strictement croissant et (5.35) est
automatiquement satisfaite.

Le fait que Q(t) soit chargement limite ouvre alors la possibilité qu’il existe, sous
Q(t), un champ de taux de déformation plastique cinématiquement admissible
dp dont on désigne par q̇p(t) le taux de déformation associé pour le système (ceci est
impossible si Q(t) n’est pas chargement limite ; cf. § 5.5.1 et chapitre III, § 5.3).

Supposons l’existence d’un tel champ dp : il est indéterminé par au moins un
scalaire multiplicatif non négatif. Il définit un « mécanisme d’écoulement plastique
libre » pour le système, susceptible de se produire sous le chargement Q(t) avec
Q̇(t) = 0 ou, plus généralement, Q̇(t) tangent à la frontière deK en Q(t). On montrera
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au chapitre III (§ 5.3) que q̇p(t) est alors normal extérieur à la frontière de K et à la
frontière actuelle d’élasticité en Q(t) = Q×. On a alors :

dr = dp et q̇r(t) = q̇p(t) .(5.40)

La frontière de K est appelée frontière d’écoulement du système.

5.8 Récapitulation

Figure 27 – Comportement du système : modèle élasto-plastique standard à écrouissage
limité

Le comportement du système au cours de l’évolution quasi-statique dans l’hy-
pothèse des petites perturbations est conforme au modèle multidimensionnel élasto-
plastique en variables généralisées introduit au chapitre I (section 6).

Il s’agit du modèle standard : le théorème du travail maximal a été démontré
au niveau du système à partir du principe du travail plastique maximal au niveau du
matériau constitutif.

Il manifeste un écrouissage bien que le matériau constitutif soit parfaitement
plastique. L’origine physique en est l’incompatibilité géométrique des déformations
plastiques qui évoluent dans les éléments du système. Cet écrouissage est limité par
le domaine K.

Dans la formulation du comportement c’est le taux de déformation résiduelle
du système qui intervient comme taux de déformation anélastique : il résulte de l’inté-
gration géométrique de la somme (5.16) du champ de taux de déformation plastique
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et du champ de taux de déformation élastique engendré par le champ de taux de
contrainte résiduelle.

La figure 27 illustre l’essentiel des propriétés qui ont été énoncées.

5.9 Processus de chargement à un paramètre

Dans le cas d’un paramètre de chargement unique Q auquel est associé le taux
de déformation q̇, la transposition des résultats précédents est immédiate. Le com-
portement du système peut être représenté sur un diagramme « chargement Q,
déplacement q ».

On remarque que l’équation (5.35) est maintenant algébrique et s’écrit :

Q̇(t) [ q̇r1(t) − q̇r2(t)] = 0(5.41)

qui implique

q̇r1(t) = q̇r2(t)(5.42)

tant que Q̇(t) �= 0, c’est-à-dire tant Q(t) n’est pas chargement limite. Ainsi, l’indéter-
mination éventuelle sur les champs dp, d et dr est sans incidence sur le diagramme
« Q, q » qui est unique (figure 28). Le problème de la flexion d’une barre cylindrique
en matériau élasto-plastique de Tresca élastiquement compressible (Mandel 1972),
détaillé dans (Halphen et Salençon, 1987) illustre parfaitement ce résultat général.

Figure 28 – Diagramme « chargement, déplacement » pour le système (selon les cas,
les chargements limites sont, ou ne sont pas, atteints)

5.10 Trajet de chargement radial

Par définition un trajet de chargement radial dans un processus à n paramètres
suppose que tous les paramètres Qj(t) , (j = 1, · · · , n) , évoluent proportionnellement
à un scalaire A(t) :

Q(t) = A(t)Q∗ .(5.43)
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On introduit alors la variable duale de A en posant

∀q̇(t) , Q∗ . q̇(t) = ȧ(t) .(5.44)

Au cours de l’évolution en suivant le trajet de chargement radial (5.43), le dia-
gramme « A, a » est une représentation du comportement du système. L’équation
(5.35) qui gouverne l’indétermination possible sur q̇r(t) s’écrit ici :

Q̇(t) . [ q̇r
1
(t) − q̇r

2
(t)] = Ȧ(t) [ ȧr1(t) − ȧr2(t)] = 0 .(5.45)

On en déduit

ȧr1(t) = ȧr2(t)(5.46)

tant que Ȧ(t) �= 0, c’est-à-dire tant que Q(t) n’est pas chargement limite. L’indétermi-
nation éventuelle sur q̇(t) est sans incidence sur le diagramme « A, a » qui est unique
(figure 29) ; selon les cas les valeurs limites de A sont, ou ne sont pas, atteintes.

Sur un trajet de chargement radial, le diagramme « chargement, déplacement »
est toujours complètement déterminé.

Figure 29 – Diagramme « A, a » pour un trajet de chargement radial

6 Système en matériau élasto-plastique
écrouissable standard généralisé

6.1 Domaine initial d’élasticité du système

La définition de l’état initial du système sous chargement nul Q(t) = 0 , comporte
non seulement la donnée de l’état d’autocontrainte initial σ0 mais aussi celle de l’état
d’écrouissage du matériau constitutif en tout point de Ω :

Q(t = 0) = 0, σ(x, 0) = σ0(x), E(x, 0) = E
0(x) .(6.1)

Le domaine initial d’élasticité du système pour cet état initial, est défini comme
au paragraphe 5.1 et contient le chargement nul, à l’intérieur ou à la frontière.
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6.2 Domaine actuel d’élasticité du système

La suite de l’évolution reprend la description du paragraphe 5.2 avec les modifi-
cations suivantes.

On se réfère désormais au schéma de la figure 1 qui rappelle que l’on doit déter-
miner à chaque instant, non seulement les champs σ̇ et d, mais aussi le champ Ė à
travers la règle d’écrouissage.

La démarche heuristique est à nouveau d’usage, validée a posteriori par le théo-
rème d’unicité de l’évolution des contraintes et des déplacements du paragraphe 1.3
avec l’hypothèse que le matériau constitutif est standard généralisé de classe
C (13)(figure 30).

 

Figure 30 – Résultats d’unicité au cours de l’évolution (matériau élasto-plastique
standard généralisé de classe C)

En chaque point du trajet de chargement, la définition du domaine actuel d’élasti-
cité du système est identique à celle du cas précédent (§ 5.2). Ce domaine est convexe.
Il est la référence pour la définition des arcs de trajet de chargement croissants pour
le système.

L’écrouissage du système résulte ici de deux phénomènes : d’une part, l’écrouis-
sage propre du matériau, c’est-à-dire l’évolution du champ E qui représente l’état
d’écrouissage du matériau ; d’autre part, comme dans le cas du matériau constitutif
parfaitement plastique traité dans la section 5, l’écrouissage dû à l’incompatibilité
géométrique du champ de taux de déformation plastique à l’instant actuel.

6.3 Comportement du système

La formulation du comportement élastique initial, puis incrémental, du système
est identique à celle donnée au paragraphe 5.4.

Pour le comportement incrémental élasto-plastique, les notions de taux de défor-
mation résiduelle dr, taux de contrainte résiduelle σ̇r, taux de déformation résiduelle

(13)Cette hypothèse est nécessaire à l’établissement du théorème énoncé au paragraphe 1.3. En
revanche l’unicité, à chaque instant, des champs σ̇ et d ne nécessite que l’hypothèse du matériau
constitutif élasto-plastique standard à écrouissage positif (Melan, 1938 ; Hodge et Prager, 1948 ;
Greenberg, 1949).
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du système q̇r(t) demeurent, avec les mêmes fondements physiques et les mêmes dé-
finitions mathématiques qu’au paragraphe 5.5.1, dont l’équation fondamentale

dr(x, t) = dp(x, t) + Λ(x) : σ̇r(x, t)(6.2)

qui détermine les champs dr et σ̇r de façon unique lorsque le champ dp est connu.

L’unicité de σ̇ mais aussi de d, donc de dp et dr, est désormais assurée par le
théorème du paragraphe 1.3.

On établit à nouveau le théorème du travail maximal pour le système, qui
concerne q̇r(t) vis-à-vis du domaine actuel d’élasticité du système :

[ Q(t) − Q∗] . q̇r(t) ≥ 0(6.3)

quel que soit Q∗ dans le domaine actuel d’élasticité du système.

Il implique la normalité de q̇r(t) en Q(t) à la frontière actuelle d’élasticité du
système.

 

Figure 31 – Comportement du système

Le comportement du système correspond au modèle élasto-plastique standard
écrouissable (figure 31). Sa formulation est, comme au paragraphe 5.5.6, conforme
au modèle multidimensionnel en variables généralisées introduit au chapitre I (sec-
tion 6). On voit ici l’importance d’adopter une notation spécifique H pour représenter
l’état d’écrouissage du système, distincte de E qui représente l’état d’écrouissage du
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matériau. On exprime alors le comportement incrémental élasto-plastique du système,
en un point régulier de la frontière actuelle d’élasticité du système, par :

q̇(t) = Λ . Q̇(t) + q̇r(t)(6.4)

avec 


q̇r(t) =
ḞH(Q(t), H(t), Q̇(t))

M(Q(t), H(t))
∂F (Q(t), H(t))

∂Q

si

{
F (Q(t), H(t)) = 0 ,

ḞH(Q(t), H(t), Q̇(t)) ≥ 0

q̇r(t) = 0 , sinon .

(6.5)

Pour le matériau constitutif standard généralisé de classe C, le théorème d’exis-
tence (§ 1.3) ne comporte aucune limitation sur les chargements : il n’y a pas d’équiva-
lent du domaine K (§ 1.4 et section 5). Ceci tient au fait que l’écrouissage du matériau
standard généralisé de classe C est illimité (14).

Ainsi, dans le cadre des hypothèses retenues, l’écrouissage du système, dans l’es-
pace R

n des chargements Q, est illimité. Mais ces hypothèses doivent être validées :
la validation de l’hypothèse des petites perturbations en particulier impose des res-
trictions aux trajets de chargement que l’on peut effectivement imposer au système
pour que l’analyse demeure cohérente.

7 Prise en compte des changements
de géométrie

Toutes les analyses qui précèdent ont été menées dans l’hypothèse des petites
perturbations qui implique, notamment, que les changements de géométrie du système
étudié, sont négligeables au cours de son évolution.

On peut s’interroger sur la validation de cette dernière hypothèse.

En règle générale, pour les structures usuelles, hormis les phénomènes de flam-
bement ou d’instabilité analogue, auxquels on doit prendre garde tant en élasticité
qu’en élasto-plasticité, on peut admettre que les changements de géométrie sont né-
gligeables :

• en phase élastique,
• en phase élasto-plastique, tout au long de celle-ci lorsque la structure comporte
un nombre assez faible d’éléments, tous parfaitement plastiques, et que la charge
limite peut être atteinte.

(14)On verra en effet au chapitre III, du point de vue général du calcul à la rupture, que toute
limitation de l’écrouissage du matériau constitutif induit nécessairement une limitation sur le do-
maine d’existence de la solution du problème d’évolution quasi-statique dans l’hypothèse des petites
perturbations.
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Pour les structures à barres fléchies certains calculs pas-à-pas ont été menés en tenant compte
des changements de géométrie (calculs dits « au second ordre »). Ainsi, la figure 32 extraite de
(Fonder, 1972) montre, le diagramme «chargement-déplacement» pour la structure représen-
tée qui est chargée de façon monotone selon un trajet de chargement radial. Le comportement
de celle-ci a été calculé dans l’hypothèse des changements de géométrie négligeables d’une
part et, d’autre part, en tenant compte des changements de géométrie dès la phase élastique
(une différence notable apparaît dès ce stade en raison des caractéristiques adoptées pour la
structure).

Figure 32 – « Effet P, δ » ; - - : calcul en négligeant les changements de géométrie ; –
calcul en tenant compte de ceux-ci

On y remarque en particulier, que le chargement limite de la structure, calculé dans l’hy-
pothèse des changements de géométrie négligeables, est supérieur à celui obtenu en tenant
compte des changements de géométrie, pour lequel il y a possibilité d’un mécanisme de dé-
formation purement plastique. On donne souvent, dans la pratique du calcul des structures,
le nom d’« effet P, δ » à cette modification due aux changements de géométrie (ce n’est pas
toujours une diminution).
On voit aussi sur cet exemple que la courbe « chargement-déplacement » présente un maxi-
mum avant le chargement d’écoulement plastique libre lorsque l’on tient compte des change-
ments de géométrie ce qui implique la manifestation d’un phénomène d’instabilité.

Pour les systèmes en milieu continu, un exemple classique est fourni par l’expan-
sion élasto-plastique d’une sphère ou d’un cylindre épais sous pression intérieure p
et en particulier par l’expansion d’une cavité sphérique ou cylindrique dans un mi-
lieu infini (cf. Mandel, 1966 ; Salençon, 1966). Pour ce dernier problème l’influence
des changements de géométrie est très importante. En effet, prenant l’exemple d’un
matériau constitutif de Tresca parfaitement plastique, on démontre que, dans l’hypo-
thèse des petites perturbations, on peut faire croître indéfiniment la pression dans la
cavité : la pression limite au sens précédent est donc infinie. En revanche, le calcul fait
en conservant l’hypothèse de la transformation infinitésimale mais sans l’hypothèse
des petits déplacements met en évidence une pression finie qui apparaît comme
une valeur asymptotique pour la pression à l’intérieur de la cavité, à laquelle on peut
donner le nom de pression critique. Cette pression dépend des caractéristiques
élastiques et plastiques du matériau constitutif et a pour expression :

pc =
2σ0

3
(1 + ln

E

3σ0(1 − ν)
)(7.1)

où σ0, ν et E désignent respectivement la limite d’élasticité en traction simple, le
coefficient de Poisson et le module de Young du matériau.
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La figure 33 représente l’évolution de p en fonction du rayon actuel, a, de la cavité.

Figure 33 – Expansion d’une cavité sphérique ou cylindrique sous l’effet d’une pression
intérieure dans un milieu élasto-plastique de Tresca, infini

La difficulté évidente pour la validation de cette hypothèse dans le cas général est
en fait que seule l’analyse effectuée en tenant compte des changements de géométrie
permet de décider, a posteriori, si ceux-ci sont effectivement négligeables, ce qui ne
présente alors plus aucun intérêt. C’est pourquoi l’on procède le plus souvent de façon
heuristique en faisant a priori l’hypothèse des changements de géométrie négligeables
pour en évaluer, a posteriori, d’après les résultats de l’analyse élasto-plastique, la
pertinence. Cette démarche ne diffère pas de celle, usuelle, en élasticité infinitésimale.

Enfin, il va de soi que, même si l’hypothèse des changements de géométrie né-
gligeables peut être retenue tout au long de la phase élasto-plastique, elle ne peut
ensuite être conservée lorsqu’un système, en matériau élastique et parfaitement plas-
tique, continue à se déformer sous charge constante.
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Récapitulatif des formules essentielles

• Processus de chargement

∀σ statiquement admissible,

∀Û cinématiquement admissible,∫
Ω

σ(x, t) : d̂(x, t) dΩ +
∫

ΣÛ

[[ Û(x, t) ]] . σ(x, t) . n(x) dΣ = Q(σ) . q̇(Û)

σ → Q(σ) ∈ Rn

Û → q̇(Û) ∈ Rn


 linéaires

• Taux de déformation résiduelle, taux de contrainte résiduelle

dr(x, t) = dp(x, t) + Λ(x) : σ̇r(x, t)

d(x, t) = Λ : σ̇(x, t) + dp(x, t) C.A. avec q̇(t)

del(x, t) = Λ(x) : σ̇el(x, t) C.A. avec q̇(t) = Λ · Q̇(t)

dr(x, t) = Λ(x) : σ̇r(x, t) + dp(x, t) C.A. avec q̇r(t)

d(x, t) = del(x, t) + dr(x, t) C.A. avec q̇el(t) + q̇r(t)

σ̇(x, t) = σ̇el(x, t) + σ̇r(x, t)
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• Comportement du système

q̇(t) = Λ . Q̇(t) + q̇r(t) = q̇el(t) + q̇r(t)

• Théorème du travail maximal

F (Q(t), H(t)) = 0 , F (Q∗, H(t)) ≤ 0

[ Q(t) − Q∗] . q̇r(t) ≥ 0
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Chapitre III

Calcul à la rupture et
Analyse limite

MOTS CLÉS

Domaine de résistance.
Équilibre. Résistance .
Chargements potentiellement supportables.
Chargements extrêmes.
Approche par l’intérieur. Approche par l’extérieur.
Puissance résistance maximale.
Champs de vitesse virtuels pertinents.
Théorème d’association.
Théorie des charges limites.
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En bref���

L’existence du chargement limite d’un système en matériau élastique
parfaitement plastique sur un trajet de chargement donné est apparue
comme résultant uniquement de la nécessaire compatibilité entre l’équi-
libre du système et la condition de parfaite plasticité de son maté-
riau constitutif. L’objet de l’Analyse limite est la détermination directe
des chargements limites à partir de cette seule définition mathématique
(section 1).

Généralisant le propos, la théorie du Calcul à la rupture s’intéresse à
la même problématique en substituant à la condition de parfaite plasticité
le concept de condition de résistance. Celle-ci est définie, en chaque point
du système, par la donnée d’un domaine convexe assigné au tenseur des
contraintes ou, plus généralement, aux efforts intérieurs.

La définition des chargements potentiellement supportables par le sys-
tème dans un mode de chargement qui dépend d’un nombre fini (n) de
paramètres est l’expression de la compatibilité « équilibre-résistance ».
Tout chargement Q, qui peut être équilibré par un champ d’efforts inté-
rieurs statiquement admissible dans le mode de chargement et respectant
la condition de résistance en tout point du système, est potentiellement
supportable. Les chargements potentiellement supportables engendrent un
domaine K convexe de Rn dont la frontière est constituée des chargements
extrêmes (sections 2 et 3).

Cette définition est le fondement de l’approche statique par l’intérieur
du domaine K et de l’évaluation des chargements extrêmes par valeurs
inférieures (section 3).

La dualisation mathématique de la condition de compatibilité équilibre-
résistance s’appuie sur le principe des puissances virtuelles. À partir de
la connaissance du domaine de résistance du matériau constitutif en un
point, qui est défini dans l’espace des efforts intérieurs, on introduit la
fonction densité de puissance résistante maximale qui opère sur l’espace
des taux de déformation virtuelle et est l’instrument de la définition duale
de ce domaine. La puissance résistante maximale dans un champ de vitesse
virtuel est l’intégrale spatiale de cette densité sur le système étudié.

On démontre que la définition duale du domaine K résulte de l’énoncé
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suivant. Tout chargement Q, dont la puissance dans un champ de vitesse
virtuel cinématiquement admissible dans la mode est supérieure à la puis-
sance résistante maximale dans ce même champ, n’est pas potentiellement
supportable. L’approche cinématique par l’extérieur du domaine K qui en
résulte se révèle d’une grande facilité de mise en œuvre (section 3).

Lorsque la combinaison des deux approches conduit à la détermina-
tion exacte des chargements extrêmes, le champ d’efforts intérieurs et le
champ de vitesse virtuelle qui permettent cette détermination sont associés
(section 4).

Du point de vue pratique, l’analyse de la signification des chargements
potentiellement supportables et de leur pertinence vis-à-vis du dimension-
nement du système considéré nécessite que l’on connaisse précisément la
nature physique des phénomènes vis-à-vis desquels la condition de résis-
tance est écrite avec la loi de comportement correspondante et dans le cas
général, l’histoire de chargement subie par le système (section 3).

Dans le cas d’un système en matériau élastique parfaitement plastique
standard, les chargements extrêmes sont les chargements limites du sys-
tème. Ceci assure que les chargements potentiellement supportables seront
tous supportés par le système, quel que soit le trajet de chargement suivi.
En outre, dans l’approche cinématique par l’extérieur, la puissance résis-
tante maximale s’identifie à la dissipation plastique (section 5).

Les conditions de pertinence pratique, validée par l’expérience, des ré-
sultats de la théorie du Calcul à la rupture dépassent heureusement le
cadre de la parfaite plasticité standard. Elles impliquent principalement
que les déformations nécessaires pour mobiliser les résistances prises en
compte dans les éléments constitutifs concernés, soient physiquement com-
patibles entre elles. La théorie du calcul à la rupture est le fondement du
calcul aux États Limites Ultimes (E.L.U.) (section 6).
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Principales notations

Notation Signification 1ère formule

Q chargement du système (1.3 à 1.5)

ˆ̇q taux de déformation virtuelle du système (1.3 à 1.5)

K ensemble des chargements potentiellement (2.8 à 2.10) (2.17)
supportables

G(x) domaine de résistance du matériau (2.12)

Q× chargement extrême Figure 7

P(e)(Q, Û) puissance virtuelle du chargement Q (3.23)

π(x, ·) densité de puissance résistante maximale (3.24)

π(x, n(x), ·) densité de puissance résistante maximale (3.25)

Prm(Û) puissance résistante maximale dans (3.27)
le champ Û

V̂ vitesse relative sur une interface (3.58)

T vecteur-contrainte sur une interface Figure 11

Up champ de vitesse d’écoulement plastique (5.6)
libre

q̇p(t) taux de déformation du système en (5.6)
écoulement plastique libre
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Calcul à la rupture et
Analyse limite

1 De l’analyse limite au calcul à la rupture

1.1 Charge limite d’une structure

L’étude de l’évolution quasi-statique de la structure présentée au chapitre II (sec-
tion 2), constituée de barres articulées, linéairement élastiques et parfaitement plas-
tiques, soumise, dans l’hypothèse des petites perturbations, à un processus de charge-
ment dépendant d’un paramètre Q(t), a fait apparaître le concept de charge limite
(chapitre II, § 2.6 et 2.7).

On a d’abord montré que le trajet de chargement monotone croissant depuis l’état
initial déchargé et naturel pouvait être poursuivi, avec existence et unicité complète
de la solution, jusqu’à ce que l’on atteigne la valeur Q(t) = Q× = 2L .

On a démontré que, pour Q(t)=Q×=2L , il n’existe pas de solution incrémentale
[ Ṅi(t) , δ̇i(t) , i = 1, 2, 3 ] pour l’évolution de la structure compatible avec la poursuite
du chargement de la structure, c’est-à-dire avec Q̇(t) > 0 .

On a aussi constaté que, sous la charge Q(t) = Q× = 2L maintenue constante,
c’est-à-dire pour Q̇(t) = 0 , il y a possibilité d’une évolution monotone croissante
quasi-statique, purement plastique, des déformations de la structure :


Q̇(t) = 0 , Ṅi(t) = 0 , i = 1, 2, 3

δ̇1(t) = 0 , δ̇2(t) ≥ 0 , δ̇3(t) = 2 δ̇2(t) ≥ 0 .

(1.1)

Cette évolution est illimitée tant que l’on ne prend pas en compte les changements
de géométrie de la structure : c’est le phénomène de l’écoulement plastique libre.

Enfin on a mis en évidence que le caractère de limite attaché à la valeur Q× = 2L
est absolu, indépendant de l’état initial de la structure, du trajet de chargement suivi
pour y aboutir, et des caractéristiques élastiques des barres, pourvu que l’hypothèse
des changements de géométrie négligeables demeure valable. En effet Q× = 2L est
la valeur maximale de Q(t) pour laquelle les équations de l’équilibre de la structure
en géométrie initiale et les limitations imposées aux efforts intérieurs dans les barres
par la parfaite plasticité sontmathématiquement compatibles, c’est-à-dire ont au
moins une solution.

Cette description des propriétés de la charge Q× comporte ainsi trois caractères
dont deux seulement font totalement référence au comportement élasto-plastique des
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barres : le fait que la charge limite soit atteinte à l’issue du trajet de charge considéré,
et qu’elle corresponde alors à l’écoulement plastique libre de la structure. En revanche
sa détermination, c’est-à-dire le calcul de la valeur Q× = 2L, résulte de la seule
expression de son caractère de limite.

1.2 Chargements limites d’un système

La problèmatique est semblable dans le cas, étudié dans la section 5 du chapitre II,
d’un système constitué d’un matériau élastique et parfaitement plastique standard,
soumis, dans l’hypothèse des petites perturbations, à un trajet de chargement quasi-
statique défini dans le cadre d’un processus de chargement dépendant d’un nombre
fini de paramètres.

On peut rassembler les résultats obtenus et les énoncer de la façon suivante qui les
rapproche du paragraphe 1.1 en considérant d’abord le cas d’un trajet de chargement
radial.

Sur chaque trajet de chargement radial issu du chargement nul Q(t = 0) = 0 avec
état d’autocontrainte initial nul (σ0 = 0) dans le système, on met en évidence un
chargement limite Q× :

• la solution du problème d’évolution existe tant que Q(t) reste inférieur à Q× sur
ce trajet de chargement radial, avec les propriétés d’unicité énoncées dans la section
5 du chapitre II ;

• le chargement Q× est l’intersection du trajet de chargement radial avec la fron-
tière du domaine convexe K défini par (chapitre II, § 5.3) :

Q ∈ K ⊂ R
n ⇔

®
∃σ statiquement admissible avec Q ,

et plastiquement admissible ;
(1.2)

• la solution du problème d’évolution n’existe pas pour Q(t) supérieur à Q× sur
le trajet de chargement radial ;

• si le chargement Q× peut être atteint sur le trajet de chargement il y a, éven-
tuellement, écoulement plastique libre dans le système.

Le théorème d’existence de la solution du problème d’évolution (chapitre II, § 1.4)
a permis de généraliser cette description à tout trajet de chargement croissant tel que
défini au chapitre II (§ 5.2). On aboutit alors à la définition du domaine K qui confère
aux chargements Q× de la frontière de K un caractère de limite absolue (chapitre II,
§ 5.3). Ainsi

• indépendamment de l’état d’autocontrainte initial,
• indépendamment des caractéristiques élastiques du matériau constitutif du sys-
tème,

• indépendamment enfin, du trajet de chargement suivi pour y aboutir (figure 1),
il n’y a pas possibilité d’existence de solution au problème d’évolution élasto-plastique
quasi-statique au-delà de la frontière de K.
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Figure 1 – Domaine K ; chargement limite

On rejoint la constatation du paragraphe 1.1 : la détermination des chargements
limites Q×, par la définition (1.2) de K, repose sur la compatibilité mathématique
entre les équations d’équilibre du système et les limitations imposées aux contraintes
en chaque point par la parfaite plasticité de son matériau constitutif.

1.3 Définition et objectifs de l’analyse limite

Traduction, consacrée par l’usage, de l’anglais « limit analysis », l’analyse limite
se place dans le cadre précédent d’un système constitué d’un matériau élastique et
parfaitement plastique standard, dans l’hypothèse des petites perturbations, et s’in-
téresse uniquement à la détermination et à l’étude des propriétés de ses chargements
limites.

Dans cette théorie de l’analyse limite on met en évidence deux principes duals de
minimum, établis en supposant que le chargement limite correspond à une solution
d’écoulement plastique libre. Le principe de minimum pour les contraintes, attribué
à Hill (1948) dans sa formulation générale, caractérise le champ de contrainte d’une
solution d’écoulement plastique libre ; le principe de minimum pour les vitesses, attri-
bué à Markov (1947), concerne le champ de vitesse (à taux de déformation purement
plastique) de cette même solution(1).

Du point de vue pratique, l’application de ces principes peut présenter des ambi-
guïtés relativement à la définition des données(2).

En fait, l’expérience de l’utilisation des résultats de l’analyse limite montre que les
applications pratiques se placent pour l’essentiel (sinon en totalité) dans le cas où le
système considéré est soumis à un processus de chargement qui dépend d’un nombre
fini de paramètres. Les principes de minimum conduisent alors à des inégalités d’en-
cadrement des chargements limites, de manière analogue aux principes variationnels
en thermoélasticité. Les résultats obtenus dans ce cadre constituent la théorie des

(1)Historiquement, ces deux principes avaient été précédés par l’énoncé heuristique du « principe
de la résistance plastique maximale » de Sadowsky (1943), discuté notamment par Prager (1943) et
Hill (1948).

(2)cf. la notion de « données cohérentes » introduite par Mandel (1966).
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charges limites : théorème statique énoncé initialement par Gvozdev (1936) dans
un cas particulier, qui conduit à une approximation par défaut des chargements li-
mites ; théorème cinématique, dû à Greenberg et Prager (1949), qui conduit à une
approximation par excès.

1.4 L’idée directrice du calcul à la rupture

Les principes et théorèmes évoqués ci-dessus sont établis en s’appuyant sur l’exis-
tence d’une solution d’écoulement plastique libre associée à chaque chargement limite.
Ils concernent en premier lieu cette solution et fournissent, à titre de conséquences,
des informations sur les chargements limites.

On peut se proposer d’étudier directement, et de façon plus naturelle, les char-
gements limites à partir de leur caractérisation première, mise en évidence aux pa-
ragraphes 1.1 et 1.2, à savoir d’être extrêmaux vis-à-vis de la compatibilité entre
l’équilibre du système et les limitations induites sur les états de contrainte de ce
système par la parfaite plasticité de son matériau constitutif.

Du point de vue mathématique d’une telle approche, il est clair que la nature du
phénomène physique (ici l’apparition de la plasticité) qui est lié à la limitation des
états de contrainte n’a aucune importance. On conçoit qu’il pourrait tout aussi bien
s’agir d’une limitation due à des considérations de fragilité, de stabilité, voire à un
simple règlement de calcul. La théorie sera identique dans chacun de ces cas mais sa
pertinence physique devra être discutée de façon différente : on y reviendra aux
paragraphes 2.1.3 et 2.2.3.

La théorie ainsi construite est celle du calcul à la rupture(3), qui examine, pour
un système soumis à un mode de chargement à n paramètres dans une géométrie don-
née, les chargements pour lesquels la compatibilité entre l’équilibre du système et
les limitations induites d’une façon genérale par la résistance du matériau constitutif
est assurée.

On remarque, dans cette définition, l’introduction de la terminologie « mode » de
chargement qui est substituée à celle de processus. Ceci a pour but de signifier que,
du point de vue du calcul à la rupture, aucune référence n’est faite à un problème
d’évolution en suivant un trajet de chargement avec une chronologie quelconque, et
que le seul objet de l’étude est la compatibilité équilibre-résistance. Dans cet esprit, la
définition des paramètres de chargement et des variables duales est semblable à celle
du chapitre II (§ 4.2). La puissance virtuelle des efforts extérieurs au système dans
tout champ de vitesse virtuel cinématiquement admissible dans le mode de chargement

(3)Bien qu’elle puisse parfois occasionner des malentendus passagers, en particulier par des confu-
sions avec la « Mécanique de la rupture » qui lui est totalement étrangère, on adopte la terminologie
de « Calcul à la rupture » pour cette théorie générale car elle est historiquement bien établie en
français pour de nombreux domaines d’applications pratiques touchant au calcul des structures, au
calcul des plaques, à la mécanique des sols, au calcul des ouvrages, . . . (cf. section 6). La traduction
anglaise proposée est « Yield design ».
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s’écrit : 


∀Û cinématiquement admissible dans le mode,
P(e)(Q, U) = Q · q̇(Û)
Û �−→ U̇(Û ∈ Rn linéaire ,

(1.3)

et le principe des puissances virtuelles s’écrit


∀σ statiquement admissible (S.A.) dans le mode,
∀Û cinématiquement admissible (C.A.) dans le mode,∫

Ω

σ(x) : d̂(x) dΩ +
∫

ΣÛ

[[ Û(x) ]] . σ(x) . n(x) da = Q(σ) . q̇(Û)
(1.4)

où les applications 


σ −→ Q(σ) ∈ Rn

Û −→ q̇(Û) ∈ Rn
(1.5)

sont linéaires.

Q ∈ Rn est le chargement du système dans le mode ; ˆ̇q = q̇(Û) est le taux de
déformation virtuelle du système dans le mode.

1.5 Organisation de l’exposé

La théorie du calcul à la rupture sera l’objet des sections 2, 3 et 4 du présent
chapitre, où l’on examinera successivement les différentes approches (statiques et ci-
nématique) et leur combinaison.

Dans la section 5 on reviendra au cas où la limitation de la résistance du matériau
constitutif est liée à sa parfaite plasticité dans l’hypothèse du principe du travail
plastique maximal, pour interpréter dans ce cadre les approches du calcul à la rupture.
On obtiendra ainsi les énoncés de la théorie des charges limites évoqués au paragraphe
1.3. On précisera aussi la signification nouvelle des résultats obtenus compte tenu de
l’information complète ainsi disponible sur le comportement du matériau constitutif,
en application du théorème d’existence de la solution du problème d’évolution en
élasto-plasticité.

La section 6, enfin, apportera quelques éléments sur l’historique de cette théorie,
sur ses domaines d’application les plus courants et sur sa pertinence pratique actuelle.

La théorie du calcul à la rupture exposée ici dans le formalisme du milieu continu
classique tridimensionnel peut être transposée sans difficulté aux milieux continus
généralisés : structures constituées de barres et de poutres en traction-compression,
flexion, torsion, plaques métalliques et dalles minces en béton armé fléchies,... Pour ces
milieux, de façon analogue à ce qui a été dit au chapitre I (§ 6.6) pour le comportement
élasto-plastique, la résistance en termes de variables généralisées sera



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

160 Chapitre III – Calcul à la rupture et Analyse limite

• soit déterminée directement par des expériences interprétées à l’échelle « macro-
scopique »

• soit obtenue par un processus de changement d’échelle à partir des caractéristiques
de résistance des matériaux constitutifs dans le formalisme du milieu continu clas-
sique à travers un problème de calcul à la rupture.

Cette dernière approche sera néanmoins toujours accompagnée de validation
expérimentale, en particulier en relation avec les analyses de pertinence des résultats
du calcul à la rupture dans les applications pratiques (§ 2.2.3).

On peut aussi transposer la théorie dans le cadre du milieu continu bidimensionnel.
Comme dans le cas de l’élasticité, il s’agit en fait de problèmes à propos desquels
une analyse bidimensionnelle est possible. Une discussion précise de cette question est
fournie dans (Salençon, 1983).

2 Approche statique par l’intérieur

2.1 L’exemple d’une structure

2.1.1 Position du problème de calcul à la rupture

On considère la structure, géométriquement identique à celle étudiée au chapitre
II, qui est représentée sur la figure 2. Dans cette géométrie donnée, la structure est
soumise à deux forces actives d’intensités Q1 et Q2 positives vers le bas, appliquées
respectivement en D1, et D2 milieux de AB et de BC. Q1 et Q2 sont les paramètres
de chargement ; Q = (Q1, Q2) ∈ R2 est le chargement de la structure.

Figure 2 – Structure soumise à un chargement à deux paramètres

L’information disponible sur le comportement des éléments constitutifs de cette
structure est réduite maintenant à la donnée des limites de résistance en traction et
en compression, respectivement L+ et −L− supposées identiques pour les trois barres.

À partir de ces données, relatives à la géométrie et au chargement de la structure
d’une part et à la résistance de ses éléments constitutifs d’autre part, on pose le
problème de calcul à la rupture sous la forme suivante :
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Étant donné le chargementQ, peut-on prévoir si la structure, dans cette géométrie,
supportera ce chargement appliqué de façon quasi-statique, compte tenu des capacités
de résistance de ses éléments constitutifs ?(4).

2.1.2 Chargements potentiellement supportables

On désigne par Ni , (i = 1, 2, 3) , l’effort normal dans chacune des barres A′A, B′B
et C′C, compté positivement en traction.

La réponse à la question précédente procède de la condition nécessaire évidente
suivante.

Pour que le chargement Q soit supporté, dans les conditions précisées plus haut,
par la structure, il faut que l’on puisse l’équilibrer par une distribution d’efforts in-
térieurs N1, N2, N3 qui respectent les conditions de résistance imposées dans les trois
barres.

On peut expliciter cet énoncé : les équations d’équilibre

N1 + N2 + N3 = Q1 + Q2(2.1)

2N1 − 2N3 = Q1 − Q2(2.2)

et les conditions de résistance

−L− ≤ N1 ≤ L+(2.3)

−L− ≤ N2 ≤ L+(2.4)

−L− ≤ N3 ≤ L+(2.5)

doivent être mathématiquement compatibles, c’est-à-dire avoir au moins une solution
(N1, N2, N3).

L’exploitation de cette compatibilité nécessaire, pour en déduire les restrictions
qu’elle impose à Q peut se faire comme suit (méthode des inégalités). Après avoir
exprimé les efforts intérieurs équilibrant Q en fonction des paramètres de chargement
et d’une inconnue hyperstatique, par exemple N2, au moyen des équations d’équilibre
(2.1 et 2.2) on écrit les inégalités (2.3 à 2.5) en les rapportant toutes à l’inconnue
hyperstatique N2 :

−L− ≤ N1 ≤ L+ ⇔ −2L+ + 3Q1/2+ Q2/2 ≤ N2 ≤ 2L− + 3Q1/2 + Q2/2(2.6)

−L− ≤ N2 ≤ L+(2.4)

−L− ≤ N3 ≤ L+ ⇔ −2L+ + Q1/2 + 3Q2/2 ≤ N2 ≤ 2L− + Q1/2 + 3Q2/2(2.7)

(4)Ou encore « est-ce que la structure chargée par Q est stable ? » mais cette acception du terme
« stabilité » s’applique plus aux ouvrages (du génie civil par exemple) qu’aux milieux continus ou
aux structures.
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et on écrit leur compatibilité qui donne les conditions ainsi imposées à Q = (Q1, Q2) :

−6L− ≤ 3Q1+ Q2 ≤ 6L+(2.8)

−6L− ≤ 3Q2+ Q1 ≤ 6L+(2.9)

−2(L+ + L−) ≤ Q2 − Q1 ≤ 2(L+ + L−)(2.10)

Les inégalités (2.8) à (2.10) définissent dans le plan (Q1, Q2) un domaine convexe
fermé K dont l’interprétation est la suivante (figure 3).

Figure 3 – Domaine K des chargements potentiellement supportables

Si Q est extérieur au domaine K il n’y a pas compatibilité entre les équations
et inéquations (2.1 à 2.5) : le chargement Q n’est pas supportable par la structure.

Si Q appartient au domaine K, la compatibilité entre ces équations et in-
équations est assurée : le chargement Q peut être supporté par la structure, il est
potentiellement supportable.

L’adverbe « potentiellement » rappelle ici que la compatibilité exprimée par (2.8
à 2.10) n’est qu’une condition nécessaire.

2.1.3 Commentaires

Cet exemple montre que les données indiquées au paragraphe 2.1.1, qui portent
sur la géométrie et le chargement de la structure, et sur la résistance de ses éléments
constitutifs, suffisent à définir le problème du calcul à la rupture. À la question
initiale, naturelle, de déterminer les chargements supportables par la structure dans
les conditions précisées, le calcul à la rupture apporte la réponse des chargements
potentiellement supportables et détermine, par exclusion, les chargements (cer-
tainement) non supportables.

Cette réponse peut paraître décevante, surtout si l’on se place du point de vue
de la pratique pour un constructeur ! On aura l’occasion d’y revenir, dans le cas gé-
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néral, au paragraphe 2.2.3. Dès à présent il est bon de remarquer que le caractère
partiel de la réponse, manifesté par le terme « potentiellement » dans la qualification
des chargements du domaine K, découle directement du fait que la seule informa-
tion concernant les propriétés mécaniques de la structure disponible pour l’analyse,
réside dans la donnée des capacités de résistance des éléments constitutifs et que,
par ailleurs, la question posée concerne un chargement Q donné indépendamment
de la connaissance de l’état d’autocontrainte initial (sous Q = 0) et de l’histoire de
chargement.

L’examen de la pertinence du domaine K du point de vue des applications pra-
tiques pose évidemment la question de savoir dans quelle mesure les chargements
potentiellement supportables seront effectivement supportés par la structure. Il est
possible, compte tenu de la simplicité de l’exemple, d’aborder cette question en consi-
dérant deux cas extrêmes et en se restreignant par exemple au processus de charge-
ment où Q1 est maintenu nul et où seul Q2 varie.

Figure 4 – Comportement élastique et parfaitement plastique des barres ;
comportement de la structure

Le premier cas considéré est celui, traité au chapitre II (§ 2.3 à 2.7), où l’on
suppose que le comportement des barres est connu, linéairement élastique et parfai-
tement plastique avec L+ = L− = L , et où la structure subit un trajet de charge
monotone croissant à partir de l’état initial naturel. La figure 4 rappelle le diagramme
de comportement des barres et celui de la structure (où q2 est le déplacement vertical
descendant du point D2).

Le deuxième cas, dans les mêmes conditions de chargement, suppose que le com-
portement des barres est linéairement élastique, fragile en traction avec L+ = L , et
parfaitement plastique en compression avec L− = L . Sans nouveau calcul on voit, à
partir du chapitre II (§ 2.3), qu’il est impossible de dépasser la valeur Q2 = 12L/7 :
pour celle-ci il y a rupture de la structure (figure 5).

À ces deux cas extrêmes du comportement associé à la limite de résistance en
traction, ductilité d’une part et fragilité de l’autre, correspondent donc ici deux si-
gnifications différentes du chargement (Q1 = 0, Q2 = 2L) déterminé par le calcul à la
rupture.

Dans le premier cas ce chargement apparaît comme un chargement limite : tous les
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Figure 5 – Comportement élastique et fragile en traction des barres ; comportement de
la structure

chargements qui le précèdent sur le trajet de charge considéré, à partir de l’état initial
naturel, sont effectivement supportables et (Q1 = 0, Q2 = 2 L) lui-même l’est aussi. De
plus on peut reconnaître dans le domaine K, le domaine annoncé au chapitre II (§ 1.4
et 5.3) à l’intérieur duquel l’existence et l’unicité de la solution du problème d’évolu-
tion élasto-plastique sont assurées. Il en résulte que le chargement (Q1 = 0, Q2 = 2L)
possède les propriétés énoncées ci-dessus pour tout trajet de charge intérieur à K qui
le joint à l’origineQ = 0, à partir de tout état initial d’efforts intérieurs autoéquilibrés.

Dans le deuxième cas le chargement déterminé par le calcul à la rupture ne peut
être effectivement atteint. La rupture de la structure se produit lorsque Q2 atteint
la limite d’élasticité (Q1 = 0 , Q2 = 12L/7) de la structure sur le trajet de charge
considéré à partir de l’état initial naturel. Il en va de même pour tout trajet de charge
intérieur au domaine d’élasticité de la structure, à partir de l’état initial naturel, qui
aboutit à ce chargement. Il est clair en revanche que l’état initial d’efforts intérieurs
autoéquilibrés, s’il n’est pas naturel, modifie la valeur Q2 qui correspond à la limite
d’élasticité de la structure et à sa rupture (pour Q1 = 0), mais cette valeur demeure
évidemment toujours inférieure ou égale à 2L. À titre d’exemple l’état initial d’efforts
intérieurs autoéquilibrés(5)

N0
1 = −T , N0

2 = 2T , N0
3 = −T , 0 ≤ T ≤ L/6(2.11)

élève la limite d’élasticité de la structure à Q2 = 12(L + T )/7 ≤ 2L .

Dans le même ordre d’idées, on voit que l’étude faite et la détermination du do-
maine K recouvrent aussi le cas où les limitations de résistance imposées aux barres
proviennent, pour L+ de leur parfaite plasticité en traction, et pour L− d’une limita-
tion vis-à-vis du phénomène d’instabilité (flambement) en compression. L’analyse de
pertinence du domaine K est évidemment à reprendre.

À titre d’exemple, le cas où les barres A′A , B′B et C′C sont des câbles correspond
à L− = 0 . Le domaine K est alors constitué de chargements effectivement supportés
(figure 6).

(5)Un tel état d’efforts intérieurs autoéquilibrés est engendré en assemblant, pour constituer la
structure, des barres A′A et B′B de longueurs � et une barre C′C de longueur �(1 + 6T/ES).
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Figure 6 – Structure constituée de câbles élastiques et parfaitement plastiques ;
domaine K

2.2 Présentation générale

2.2.1 Position du problème de calcul à la rupture

On se place à nouveau, pour la généralité du propos, dans le formalisme du milieu
continu tridimensionnel classique.

On considère un système dont on désigne par Ω le volume et ∂Ω le contour.
Dans cette géométrie donnée, le système est soumis à un mode de chargement à n
paramètres selon la définition donnée au paragraphe 1.4.

Comme dans l’analyse précédente (§ 2.1.1) l’information disponible sur le compor-
tement du matériau constitutif du système, non nécessairement homogène, est réduite
à la donnée du domaine de résistance de ce matériau au point courant x de Ω. Il
s’agit d’un domaine G(x), défini dans l’espace R6 des tenseurs des contraintes σ(x),
qui détermine les états de contrainte admissibles en ce point :

σ(x) ∈ G(x) ⊂ R
6 .(2.12)

Le domaine G(x) possède les propriétés expérimentalement évidentes :

σ(x) = 0 ∈ G(x) ;(2.13)

G(x) est étoilé par rapport à l’état de contrainte nul :

∀σ(x) ∈ G(x) , ∀α ∈ [0, 1] , α σ(x) ∈ G(x) ;(2.14)

en fait dans la pratique, G(x) est convexe :®
∀σ1(x) ∈ G(x) , ∀σ2(x) ∈ G(x) , ∀α ∈ [0, 1] ,

α σ1(x) + (1 − α)σ2(x) ∈ G(x) .
(2.15)

Dans toute la suite on supposera, pour simplifier l’exposé, que G(x) possède les
propriétés (2.13) et (2.15) qui impliquent (2.14), tout en remarquant qu’une théo-
rie peut être établie dans le cadre plus large des seules hypothèses (2.13 et 2.14)
(cf. Salençon, 1983).
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Le problème du calcul à la rupture est alors posé à partir des trois données
précédentes – géométrie, chargement, résistance – par la question :

Étant donné un chargement Q, peut-on prévoir la tenue ou la rupture
du système sous ce chargement, dans la géométrie donnée, compte tenu
des capacités de résistance du matériau constitutif ?

2.2.2 Chargements potentiellement supportables. Chargements
extrêmes

Suivant la même démarche qu’au paragraphe 2.1.2 on s’appuie sur la condition
nécessaire suivante.

Pour que le système supporte le chargement Q il faut que :

∃ σ

∣∣∣∣∣
S.A. avec Q ,

satisfaisant (2.12) , ∀x ∈ Ω .
(2.16)

Un chargement Q pour lequel cette condition nécessaire est vérifiée est dit po-

tentiellement supportable et l’on désigne par K l’ensemble de ces chargements défini
dans l’espace Rn par :

Q ∈ K ⊂ R
n ⇔ ∃σ(x)

∣∣∣∣∣
S.A. avec Q ,

σ(x) ∈ G(x) , ∀x ∈ Ω
(2.17)

où le champ σ est associé à Q par l’application linéaire (1.5).

L’ensemble K possède les propriétés suivantes en conséquence directe, à travers la
linéarité de (1.5), de sa définition (2.17) et des propriétés (2.13) et (2.15) de G(x) :


Q = 0 ∈ K

K est convexe .
(2.18)

Figure 7 – Domaine K : chargements potentiellement supportables, chargements
extrêmes
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Les chargements Q× situés sur la frontière de K sont appelés chargements ex-
trêmes du système (figure 7). Ceci rappelle que si les chargements situés dans K
ne sont que potentiellement supportables puisque la définition (2.17) correspond
à une condition nécessaire de stabilité, les chargements extérieurs à K entraînent,
eux, à coup sûr, l’instabilité : ils ne peuvent être supportés par le système. On peut
remarquer que Hill a aussi exploré ce point de vue (Hill, 1966) implicitement présent
dans certaines de ses analyses placées dans le cadre de la plasticité (par exemple :
Hill, 1954).

2.2.3 Pertinence du résultat obtenu

On est évidemment confronté à nouveau à l’examen de la pertinence de la réponse
apportée au problème initialement posé.

Il doit être clairement reconnu que cette réponse représente l’information maxi-
male accessible au niveau du système à partir des données de ce problème : des seules
capacités de résistance du matériau constitutif on ne peut déduire que des potentia-
lités de résistance du système dans un mode de chargement et dans une géométrie
donnée.

Une réponse plus élaborée, permettant notamment de savoir si un chargement po-
tentiellement supportable sera effectivement supporté, nécessiterait que soient connus
la loi de comportement du matériau constitutif à l’intérieur du domaine de ré-
sistance et lorsque les limites de résistance sont atteintes, ainsi que l’état d’autocon-
trainte initial du système et l’histoire de chargement (trajet et horaire de parcours)
qui lui est imposée.

La réponse apportée par le calcul à la rupture est indépendante de la connaissance
de ces éléments, pourvu que l’hypothèse des changements de géométrie négligeables
demeure vérifiée. Ainsi, ce qui peut apparaître comme une faiblesse en fait aussi
l’attrait dans la mesure où, dans la pratique, les informations ci-dessus peuvent être,
soit totalement soit partiellement manquantes dans certains cas, ou (pire encore)
erronées dans d’autres.

À titre d’exemple, revenant sur ce qui a été dit au chapitre I (§ 2.5.7 et 4.8)
c’est à ce type d’analyses que sont associés le critère de Coulomb ou, de façon plus
générale, les critères de type « courbe intrinsèque » qui ne peuvent plus désormais
être considérés comme définissant le comportement élasto-plastique des matériaux
correspondants. C’est aussi le cas des études qui se réfèrent à des limites de résistance
définies de façon purement réglementaire à travers l’application de coefficients de
sécurité et qui ne correspondent donc plus directement aux phénomènes physiques qui
en sont à l’origine. Ceci explique sans doute pourquoi l’on procède très fréquemment
à des analyses de stabilité a posteriori par le calcul à la rupture en cas de rupture
d’ouvrages ou de structures sous chargement quasi-statique.

On verra au paragraphe 5.1, qu’une réponse théorique affirmative concernant les
chargements potentiellement supportables intérieurs à K peut être apportée lorsque
le système considéré est constitué d’un matériau élastique et parfaitement plastique
avec règle d’écoulement plastique associée. Elle s’appuie sur le théorème, déjà cité,
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d’existence et d’unicité de la solution du problème d’évolution élasto-plastique quasi-
statique.

Dans la pratique, même lorsque le système est constitué d’un matériau élasto-
plastique, on se trouve rarement devant un tel cas d’école. La pertinence de K doit
être évaluée par les essais et par l’expérience de l’ingénieur. On retiendra en particulier
qu’elle est liée au fait que les déformations nécessaires pour mobiliser la résis-
tance des éléments concernés du système doivent être physiquement compatibles
(cf. Jewell, 1988), ce qui implique que ces éléments doivent manifester une ductilité
suffisante. En outre, les hypothèses géométriques doivent être validées : elle sup-
posent que les changements de géométrie du système étudié demeurent effectivement
négligeables.

On reviendra sur tous ces aspects au paragraphe 6.3.

2.2.4 Approche par l’intérieur

L’intérêt pratique de la détermination du domaine K des chargements potentiel-
lement supportables dont la frontière est constituée des chargements extrêmes résulte
des considérations précédentes.

Qj

Qi

chargement
potentiellement
supportable

O

K

Figure 8 – Approche statique par l’intérieur

La définition (2.17) conduit directement au mode de construction de K. Tout
champ de contrainte σ statiquement admissible dans le mode de chargement et qui
satisfait la condition de résistance (2.12) en tout point du système détermine, par
(1.5), un chargement potentiellement supportable Q = Q(σ) :

σ S.A. dans le mode

σ(x) ∈ G(x) , ∀x ∈ Ω

∣∣∣∣∣∣
(1.4)−→ Q(σ) ∈ K .(2.19)

On déduit de (2.18) que l’enveloppe convexe de tels chargements Q fournit une
approche par l’intérieur de K (figure 8).
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C’est ainsi que, sans calculs, on aurait obtenu une approche par l’intérieur du
domaine K construit au paragraphe 2.1.2, en prenant l’enveloppe convexe des quatre
chargements extrêmes (2L+, 0), (0, 2L+), (−2L−, 0) et (0,−2L−) connus à partir des
résultats du chapitre II. Cette approche, encore assez pauvre, aurait été facilement
améliorée par l’étude évidente des cas Q1 = Q2 ≥ 0 et Q1 = Q2 ≤ 0 qui fournis-
sent les chargements extrêmes (3L+/2 , 3L+/2) et (−3L−/2 ,−3L−/2) , et des cas
Q1 = −Q2 ≥ 0 et Q1 = −Q2 ≤ 0 qui fournissent les chargements extrêmes
(2L+,−2L−) et (−2L−, 2L+) , comme cela est présenté sur la figure 9.

Figure 9 – Approche par l’intérieur du domaine K pour la structure de la figure 2

La figure 10 représente l’approche statique par l’intérieur dans le cas particulier,
fréquemment rencontré, d’un paramètre de chargement unique positif. On voit que
l’on détermine alors une valeur approchée « par défaut » du chargement limite ou
encore une borne inférieure de ce chargement. Ceci explique le nom de méthode de
la borne inférieure souvent donné à la méthode dans cette circonstance.

QO

chargements
potentiellement
supportables

Q

de     Q

K

Figure 10 – Valeur approchée par défaut du chargement limite

D’une façon générale, la détermination exacte de K nécessite en principe l’explo-
ration complète de l’ensemble des champs σ qui satisfont (2.19). Dans la pratique,
on se satisfera d’une approche par l’intérieur de K obtenue en construisant de tels
champs σ par des méthodes relativement simples. Les moyens mis en œuvre se doivent
d’être en cohérence avec l’utilisation qui est ensuite faite des résultats du calcul à la
rupture. Certains problèmes classiques tels que le poinçonnement d’un demi-espace
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ou de blocs de formes variées par exemple, ont néanmoins fait l’objet d’approches
par l’intérieur très raffinées : outre l’intérêt des résultats qui sont ainsi obtenus, on
doit signaler que les champs de contrainte correspondants peuvent, notamment par
assemblages, permettre la construction d’approches par l’intérieur convenables pour
des problèmes pratiques plus complexes.

Ce parti pris de se restreindre à la recherche d’approches par l’intérieur suffisantes
pour les besoins pratiques met en évidence l’utilité d’une approche complémentaire qui
permettrait d’encadrer les chargements extrêmes : une méthode de borne supérieure.

2.2.5 Commentaires

�Matériau constitutif

La notion de matériau constitutif du système est ici à prendre au sens large :
il s’agit non seulement du matériau constitutif proprement dit, modélisé comme un
milieu continu tridimensionnel, mais aussi, lorsque l’on étudie un système constitué
de plusieurs éléments, des interfaces de contact entre ces solides qui sont modélisées
comme des milieux continus généralisés bidimensionnels. En chaque point d’une telle
interface la condition de contact définit une condition de résistance qui porte sur le
vecteur-contrainte T (x) agissant sur l’interface (figure 11) et, en conséquence, sur le
tenseur des contraintes σ(x) en ce point. À titre d’exemples d’une telle condition on ci-
tera l’interface lisse, l’interface à adhérence totale, l’interface à frottement de Coulomb
(cf. § 3.4.2).

Figure 11 – Interface

� Prise en compte d’efforts extérieurs constants

Le concept de mode de chargement dépendant de n paramètres, tel qu’il a été
introduit et utilisé ci-dessus peut sembler exclure la possibilité d’efforts extérieurs
imposés constants. Il suffit simplement de considérer ces efforts comme variables,
proportionnels à un paramètre de chargement supplémentaireQf. On est alors ramené,
pour les n paramètres Qi et le paramètre Qf à la théorie générale : on désigne par
Kf le convexe des chargements potentiellement supportables dans l’espace des ces
(n + 1) paramètres. Le domaine K des chargements potentiellement supportables
dans l’espace des n paramètres de chargement réels du système est obtenu en fixant
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Qf à la valeur prescrite par les efforts constants : c’est la section de Kf par le plan
correspondant à cette ordonnée sur l’axe Qf. C’est donc un ensemble convexe dont
la construction et l’approche par l’intérieur peuvent être faites comme au paragraphe
2.2.4. En revanche, on ne peut plus affirmer que ce convexe contient le chargement
défini par les valeurs nulles des paramètres de chargement réels du système (figure
12).

Figure 12 – Domaine K lorsque des efforts extérieurs sont constants

2.3 Exemple

2.3.1 Position du problème

On considère le problème de la compression d’un bloc cylindrique de section S, de hauteur
�, entre des plateaux rigides lisses. Le plateau inférieur est immobile et le plateau supérieur
est animé de la vitesse de translation verticale −Uez , où U est le paramètre cinématique
(figure 13). Il n’y a pas de forces de masse. Le paramètre de chargement unique du problème,
associé au paramètre cinématique q̇ = U , est aisément identifié en écrivant le principe des
puissances virtuelles sous la forme (1.4) où l’application (1.5) s’explicite en :

σ S.A. dans le mode → Q(σ) = −
∫

S�

σzz da .(2.20)

Figure 13 – Compression entre plateaux lisses
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La définition du domaine de résistance du matériau constitutif du système concerne les inter-
faces et le matériau constitutif du cylindre proprement dit, puisque la résistance des plateaux
est supposée illimitée. Pour les interfaces, le critère de résistance impose à σ(x) en chaque
point de S0 et S� :

σzz ≤ 0 , σzx = 0 , σzy = 0 .(2.21)

Pour le matériau constitutif du cylindre on considérera successivement les critères de résis-
tance de Tresca et de Coulomb

σI ≥ σII ≥ σIII , σI − σIII ≤ σ0 ,(2.22)

σI (1 + sinφ) − σIII (1 − sinφ) − 2 C cos φ ≤ 0(2.23)

et le critère de von Mises √
J2 − k ≤ 0 .(2.24)

2.3.2 Mise en œuvre de l’approche par l’intérieur

Pour la mise en œuvre de l’approche par l’intérieur on imagine un champ de contrainte
uniaxial dans le cylindre, parallèle à Oz. Ce champ est statiquement admissible dans le mode
de chargement, s’il est de la forme

σ(x) = σ(x, y) ez ⊗ ez(2.25)

et l’on a alors

Q(σ) = −
∫

S

σ(x, y) da .(2.26)

Le critère de résistance des interfaces impose σ(x, y) ≤ 0 sur S.
Le critère de résistance du matériau constitutif de cylindre impose, d’autre part :
pour (2.22) −σ0 ≤ σ(x, y) ≤ σ0 ,

pour (2.23) −2C tan(π/4 + φ/2) ≤ σ(x, y) ≤ 2C tan(π/4 − φ/2) .
pour (2.24) −k

√
3 ≤ σ(x, y) ≤ k

√
3 .

Ainsi tout chargement défini par (2.26) où σ(x, y) satisfait les conditions de résistance in-
diquées est potentiellement supportable. La maximisation de Q(σ), sous ces conditions, est
évidente et l’on obtient les bornes inférieures de Q× :

σ0 S ≤ Q× (Tresca) ,(2.27)

2CS tan(π/4 + φ/2) ≤ Q× (Coulomb) ,(2.28)

k S
√

3 ≤ Q× (von Mises) ,(2.29)

qui correspondent toutes au cas où le champ σ est uniforme, égal à la limite en compression
simple pour l’élément de matière.
On ne peut toutefois pas affirmer, par cette seule approche, que les valeurs ci-dessus sont les
valeurs exactes de Q×.

3 Approches par l’extérieur

3.1 Un exemple d’approche statique par l’extérieur

3.1.1 Principe

On reprend l’exemple du paragraphe 2.3 en se référant à la condition nécessaire (2.17) qui
exprime la compatibilité entre l’équilibre du système et la résistance de son matériau consti-
tutif.
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Figure 14 – Compression entre plateaux lisses : approche statique par l’extérieur

Considérant un plan (P ), d’inclinaison α, qui intersecte le cylindre entre les plateaux, on
désigne par Ω1 et Ω2 les deux volumes ainsi séparés dans le cylindre. La condition (2.17)
qui définit les chargements potentiellement supportables implique alors, comme condition
nécessaire à satisfaire par un tel chargement, que l’équilibre global du sous-système S1 défini
par le volume Ω1, qui s’exprime par

[F1
e ] = 0 , (6)(3.1)

soit compatible avec la résistance du matériau constitutif du système.
Les efforts extérieurs appliqués à S1 sont exercés sur S�, par le plateau, où ils sont limités par
la condition de résistance (2.21) de l’interface, et sur SP où il s’agit des actions de contact du
reste du système sur S1 qui sont limitées par le critère de résistance concerné parmi (2.22) à
(2.24).

3.1.2 Mise en œuvre

Ainsi, pour un chargement potentiellement supportable Q , la condition (2.17) implique, en
explicitant l’équation de la résultante dans (3.1) et compte tenu de (2.21), qu’il existe un
champ de contrainte σ statiquement admissible dans S1 tel que les équations

−Q ez + n

∫
S

P

σ da +

∫
S

P

τ da = 0 ,(3.2)

Q ≥ 0 ,(3.3)

où σ et τ désignent respectivement la contrainte normale et la contrainte tangentielle au
point courant de SP de normale extérieure n (figure 14), et la condition concernée parmi
(2.22) à (2.24) soient compatibles. Considérant d’abord le critère de résistance de Tresca on
sait (cf. chapitre I, § 2.5.4) que (2.22) implique que sur toute facette et donc, en particulier,
sur SP en tout point :

| τ | ≤ σ0/2 sur SP .(3.4)

De même, pour le critère de Coulomb (chapitre I, § 2.5.7), (2.23) implique :

| τ | ≤ C − σ tan φ sur SP ;(3.5)

enfin, pour le critère de von Mises, (2.24) implique aussi

| τ | ≤ k sur SP
(7);(3.6)

(6)La notation [F1
e ] désigne le torseur des efforts extérieurs appliquées à S1.
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En projetant l’équation (3.2) sur les axes n et t dirigé selon la ligne de pente de (P ), on
obtient les deux équations ∫

S
P

σ da = −Q cos α(3.7)

t .

∫
S

P

τ da = −Q sinα(3.8)

qui doivent être compatibles avec (3.3), (3.4) ou (3.5), (3.6). Ceci fournit dans chaque cas
une condition nécessaire à satisfaire par tout chargement Q potentiellement supportable et
donc, en particulier, par le chargement extrême Q×.

3.1.3 Résultats

� Critère de Tresca
La compatibilité de (3.4) et (3.8) donne immédiatement :

Q× ≤ σ0S/ sin 2α .(3.9)

Il s’agit d’une borne supérieure de Q×, que l’on peut minimiser par rapport à α sur la gamme
des valeurs permises par l’élancement du cylindre. En supposant cet élancement suffisant (�
supérieur au plus petit diamètre de l’enveloppe convexe de S), le minimum du second membre
de (3.9) est atteint pour α = π/4 et il vient :

Q× ≤ σ0 S ;(3.10)

sinon, en désignant par αM la valeur maximale permise pour α, on a :

Q× ≤ σ0 S/ sin 2αM si αM ≤ π/4 .(3.11)

� Critère de von Mises.
Le même raisonnement, conduit à partir de (3.6) et (3.8), aboutit à :

Q× ≤ 2k S si αM ≥ π/4 ,(3.12)

Q× ≤ 2k S/ sin 2αM si αM ≤ π/4 .(3.13)

� Critère de Coulomb
À partir de l’inégalité (3.5) intégrée et majorée sur SP on obtient, compte tenu de (3.2), (3.7)
et (3.8) :

Q sinα ≤ CS/ cos α + Q tan φ cos α

d’où, pour α > φ,

Q× ≤ CS cos φ/ cos α sin(α − φ) .(3.14)

Si l’élancement du cylindre le permet, c’est-à-dire si αM ≥ π/4 + φ/2 , on obtient pour Q×

la borne supérieure optimale :

Q× ≤ 2CS tan(π/4 + φ/2) ;(3.15)

sinon :

Q× ≤ CS cos φ/ cos αM sin(αM − φ) si φ < αM < π/4 + φ/2 .(3.16)

(7)Il suffit par exemple (cf. chapitre I, § 2.5.8) de remarquer que la frontière du domaine de résistance
de Tresca correspondant à σ0 = 2k est circonscrite à celle du domaine de résistance de von Mises
défini par (2.24).
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3.1.4 Commentaires

� Encadrement du chargement extrême
Le rapprochement des résultats précédents et de ceux obtenus au paragraphe 2.3.2 fournit
un encadrement du chargement extrême Q×, dont la qualité dépend du critère de résistance
du matériau et de la géométrie du cylindre caractérisée ici par l’angle αM . Avec le critère de
résistance de Tresca on démontre ainsi que :

Q× = σ0 S si αM ≥ π/4 ,(3.17)

tandis que, si l’élancement est insuffisant, l’encadrement se réduit à

σ0 S ≤ Q× ≤ σ0 S/ sin 2αM si αM < π/4 .(3.18)

De même pour le critère de résistance de Coulomb on a

Q× = 2CS tan(π/4 + φ/2) si αM ≥ π/4 + φ/2(3.19)

et, si l’élancement est insuffisant,

2CS tan(π/4 + φ/2) ≤ Q× ≤ CS cos αM sin(αM − φ) si φ < αM < π/4 + φ/2 .

(3.20)

En revanche, avec le critère de résistance de von Mises, quel que soit l’élancement du cylindre,
on n’aboutit encore qu’à un encadrement du chargement extrême :

k S
√

3 ≤ Q× ≤ 2k S si αM ≥ π/4 ,(3.21)

k S
√

3 ≤ Q× ≤ 2k S sin 2αM si αM ≤ π/4 .(3.22)

� Principe de l’approche statique par l’extérieur. Généralisation.

Le principe de l’approche statique par l’extérieur telle qu’elle a été utilisée ci-dessus
peut être résumé comme suit. À partir de la définition des chargements potentielle-
ment supportables on établit une condition nécessaire plus faible et aisément mani-
pulable : les chargements qui ne satisfont pas cette condition, facilement identifiables,
sont extérieurs au domaineK. Dans l’exemple traité la condition nécessaire a été obte-
nue en restreignant la vérification de l’équilibre du système à celle de l’équilibre global
d’un sous-système choisi dans une classe particulière. On peut évidemment imaginer
de généraliser cette approche, par exemple en élargissant la classe des sous-systèmes
considérés.

Il apparaît toutefois que cette méthode d’approche par l’extérieur du domaine K
demeure de portée limitée car la seule considération de l’équilibre global d’un, voire de
plusieurs, sous-systèmes est un affaiblissement très sévère de la condition d’équilibre
contenue dans (2.17) ; il est d’ailleurs remarquable que cette méthode permette dans
certains cas de déterminer la charge extrême comme dans (3.17) et (3.19). Elle n’est,
de plus, pas susceptible de mise en œuvre systématique. Il est donc souhaitable de
développer une méthode d’approche par l’extérieur du domaine K plus performante
et de mise en œuvre commode.

3.2 Énoncé fondamental de l’approche cinématique

À partir de la définition (2.17) du domaine K on peut écrire l’équation (1.4) du
principe des puissances virtuelles, pour tout chargement potentiellement supportable
Q , en y considérant comme champ σ un champ de contrainte associé à Q par (2.17), et



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

176 Chapitre III – Calcul à la rupture et Analyse limite

comme champ Û n’importe quel champ de vitesse virtuel cinématiquement admissible
dans le mode :∫

Ω

σ(x) : d̂(x) dΩ +
∫

ΣÛ

[[ Û(x) ]] . σ(x) . n(x) da = Q(σ) . q̇(Û) = P(e)(Q, Û) .(3.23)

On introduit les fonctions π définies comme suit :

(3.24) π(x, d̂(x)) = sup {σ′(x) : d̂(x) | σ′(x) ∈ G(x)}

(3.25) π(x, n(x), [[ Û(x) ]] = sup {[[ Û(x) ]] . σ′(x) . n(x) | σ′(x) ∈ G(x)}

Puisque, par hypothèse, le champ σ(x) introduit dans (3.23) satisfait la condition
de résistance (2.12) en tout point de Ω, les intégrales du premier membre de (3.23)
sont majorées par les intégrales des fonctions π correspondantes. On obtient ainsi :




∀Q ∈ K , ∀Û C.A. dans le mode ,

P(e)(Q, Û) = Q . q̇(Û) ≤
∫

Ω

π(x, d̂(x)) dΩ +
∫

Σ
Û

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) da

(3.26)

qui apparaît comme une condition nécessaire à satisfaire par tout chargement
potentiellement supportable.

On désigne par Prm(Û), puissance résistante maximale dans le champ Û , le
second membre de (3.26)

Prm(Û) =
∫

Ω

π(x, d̂(x)) dΩ +
∫

ΣÛ

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) da ,(3.27)

ce qui permet d’exprimer la condition nécessaire (3.26) sous la forme plus concise :


∀Û C.A. dans le mode ,

K ⊂
¶
P(e)(Q, Û) ≤ Prm(Û)

©(3.28)

3.3 Les fonctions π

3.3.1 Signification mécanique des fonctions π

L’énoncé précédent repose sur l’introduction des fonctions π définies par (3.24) et
(3.25), dont il est nécessaire d’examiner maintenant la signification mécanique.

On considère d’abord la fonction π(x, ·). La formule (3.24) montre que, étant donné
d̂(x) symétrique quelconque, taux de déformation virtuel au point x , π(x, d̂(x)) est la
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valeur maximale de la puissance (de déformation) qui peut être développée dans d̂(x)
par tout état de contrainte σ′(x) satisfaisant la condition de résistance du matériau
constitutif au point x.

Ainsi π(x, d̂(x)) apparaît comme la densité de puissance résistante maximale
dans le taux de déformation virtuel d̂(x), sous la condition de résistance définie par
G(x). La justification du qualificatif « résistante » dans la terminologie est évidem-
ment liée à l’origine même de π(x, ·) qui est construite à partir de G(x) et au fait que,
dans l’écriture (1.4) du principe des puissances virtuelles (à l’équilibre), la puissance
des efforts extérieurs est équilibrée par la puissance de déformation, opposée de la
puissance des efforts intérieurs.

Du point de vue mathématique, π(x, ·) est la fonction d’appui (Moreau, 1966)
du convexe G(x) , dont on explicitera les propriétés mathématiques (non négative,
positivement homogène de degré un, convexe) au paragraphe suivant. La donnée de
cette fonction pour tout d̂(x) de R6 est équivalente à la donnée de G(x) lui-même. On
peut dire que π(x, ·) contient, sous forme dualisée(8) toute l’information donnée par
G(x). C’est ainsi que si G(x) est donné par un critère de résistance f(x, σ(x)) on a
évidemment, en application de (3.24) :

π(x, d̂(x)) = sup {σ′(x) : d̂(x) | f(x, σ′(x)) ≤ 0} ,(3.29)

mais que, inversement, si la fonction π(x, ·) est donnée satisfaisant les propriétés ma-
thématiques énoncées ci-dessus, on peut adopter pour critère de résistance définissant
le domaine G(x) correspondant, l’expression(9) :

f(x, σ(x)) = sup {σ(x) : d̂(x) − π(x, d̂(x)) | tr(d̂(x))2 = 1} .(3.30)

et écrire

G(x) =
⋂

d̂(x) sym.

¶
σ(x) : d̂(x) − π(x, d̂(x)) ≤ 0

©
.(3.31)

Tout ce qui vient d’être dit à propos de la fonction π(x, ·) vaut aussi, sans qu’une
nouvelle analyse soit nécessaire, pour la fonction π(x, n(x), ·) définie par (3.25). On
vérifie en effet aisément que :

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) =
1
2

π
(
x, n(x) ⊗ [[ Û(x) ]] + [[ Û(x) ]] ⊗ n(x)

)
.(3.32)

Il est néanmoins utile de remarquer également que π(x, n(x), ·) est la fonction
d’appui du convexe G(x, n(x)) défini, dans l’espace R3 des vecteurs-contraintes agis-
sant sur la facette de normale n(x) au point x par la condition de résistance imposée
à σ(x) :

σ(x) ∈ G(x) ⇒ T (x, n(x)) = σ(x).n(x) ∈ G(x, n(x)) ⊂ R
3(3.33)

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) = sup {T ′(x, n(x)).[[ Û(x) ]] | T ′(x, n(x)) ∈ G(x, n(x))} .(3.34)

(8)On rejoint ici le point de vue introduit par Prager (1955 a) en plasticité (cf. chapitre I, § 4.4).
(9)La formule (3.30) sans la condition de normalisation sur d̂(x) définit la fonction indicatrice du
convexe σ(x).
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3.3.2 Calcul des fonctions π

Compte tenu de (3.32) il est légitime de ne s’intéresser qu’au calcul de la fonction
π(x, ·). Par ailleurs les développements qui vont suivre, concernant π(x, ·) et G(x)
sont transposables à π(x, n(x), ·) et G(x, n(x)).

Étant donné d̂(x) symétrique, la valeur π(x, d̂(x)) s’obtient à partir de la définition
(3.24). La figure 15 présente schématiquement les deux cas typiques rencontrés dans
le calcul de cette fonction : on y a identifié, comme au paragraphe 4.2 du chapitre
I, les deux espaces duals {σ(x)} et {d̂(x)} à travers le produit σ(x) : d̂(x) comme
produit scalaire euclidien.

Figure 15 – Calcul de π(x, d̂(x))

1o - Si le convexe G(x) est borné dans toutes les directions de R6, le « sup » dans
(3.24) est toujours un « max » quel que soit d̂(x) dans R6 et l’on a :

π(x, d̂(x)) = σ∗(x) : d̂(x) ,(3.35)

où σ∗(x) désigne l’état de contrainte à la frontière de G(x) en lequel une normale
extérieure est colinéaire à d̂(x) et de même sens. Si G(x) est strictement convexe σ∗(x)
est unique. Si G(x) n’est pas strictement convexe, il peut, à d̂(x) donné, correspondre
plusieurs tels σ∗(x) , mais ceux-ci sont équivalents dans (3.35).

2o- Si le convexe G(x) n’est pas borné dans toutes les directions de R6, on désigne
par I(x) le cône convexe de ses directions à l’infini. Alors,

• si d̂(x) donné appartient au cône convexe orthogonal à I(x) , π(x, n(x)) prend
la valeur finie :

π(x, d̂(x)) = σ∗(x) : d̂(x) ,(3.36)

où σ∗(x) a la même définition que dans le cas précédent ;

• si d̂(x) donné n’appartient pas à ce cône, la recherche du « sup » dans (3.24)
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conduit à une valeur infinie :

π(x, d̂(x)) = +∞ .(3.37)

De la définition (3.24), illustrée par l’analyse qui vient d’être faite, résultent pour
π(x, ·) les propriétés mathématiques évidentes :

• π(x, ·) est non négative puisque σ(x) = 0 ∈ G(x)

∀d̂(x) , π(x, d̂(x)) ≥ 0 ;(3.38)

• π(x, ·) est positivement homogène de degré 1 par rapport à d̂(x)

∀d̂(x) , ∀α ≥ 0 , π(x, α d̂(x)) = α π(x, d̂(x)) .(3.39)

• π(x, ·) est convexe de d̂(x) .

Pour la fonction π(x, n(x), ·) , les résultats s’obtiennent à partir de π(x, ·) , ou en
transposant l’analyse précédente : recherche, dans R3, de T ∗(x, n(x)) sur la frontière
de G(x, n(x)) où [[ Û(x) ]] est normale extérieure.

En mécanique des milieux continus tridimensionnels, les domaines de résistance
usuels sont du second type évoqué ci-dessus (définis par exemple par des critères de
Tresca, von Mises, Drucker-Prager, Coulomb), ou de type courbe intrinsèque, tels que
présentés au chapitre I (§ 2.5). Les fonctions π(x, ·) correspondantes prennent donc
une valeur finie ou infinie suivant le taux de déformation virtuel d̂(x) considéré.

À noter que le cas de la fonction π à valeur infinie quel que soit d̂(x) correspond
au matériau dont la résistance est illimitée pour toute sollicitation : il s’agit alors,
dans la pratique, de la modélisation commode d’un matériau dont la résistance est
très supérieure à celle des autres constituants du système étudié.

Le paragraphe suivant donne une liste de critères de résistance usuels pour les
milieux continus tridimensionnels isotropes et pour les interfaces isotropes avec les
fonctions π correspondantes.

On trouvera dans (Salençon, 1983) un formulaire plus complet qui concerne en
particulier les milieux continus généralisés les plus courants dans la pratique. On y
remarquera que les domaines de résistance en variables généralisées pour ces milieux
sont bornés dans toutes les directions. Il en va de même des domaines de résistance
qui interviennent dans les analyses bidimensionnelles en contrainte plane.

3.4 Critères de résistance usuels et fonctions π correspon-
dantes

3.4.1 Milieu continu tridimensionnel isotrope

Les notations sont simplifiées : σ , d̂ , [[ Û ]] désignent les valeurs locales des champs
correspondants.
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� Critère de von Mises

f(σ) =
…

1
2
tr(s)2 − k(3.40)

où k est la limite de résistance en cission simple.


π(d̂) = +∞ si tr d̂ �= 0 ,

π(d̂) = k
»

2 tr (d̂)2 si tr d̂ = 0 ;
(3.41)




π(n, [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n �= 0 ,

π(n, [[ Û ]]) = k | [[ Û ]]| si [[ Û ]] . n = 0 .
(3.42)

� Critère de Tresca

f(σ) = sup {σi − σj − σ0 | i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3}(3.43)

où σ0 est la limite de résistance en traction simple.


π(d̂) = +∞ si tr d̂ �= 0 ,

π(d̂) =
σ0

2
(|d̂1| + |d̂2| + |d̂3|) si tr d̂ = 0 ;

(3.44)




π(n, [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n �= 0 ,

π(n, [[ Û ]]) =
σ0

2
| [[ Û ]]| si [[ Û ]] . n = 0 .

(3.45)

� Critère de Coulomb

f(σ) = sup {σi(1 + sin φ) − σj(1 − sinφ) − 2C cosφ | i = 1, 2, 3 ; j = 1, 2, 3}(3.46)

où C est la cohésion et φ l’angle de frottement interne.


π(d̂) = +∞ si tr d̂ < (|d̂1| + |d̂2| + |d̂3|) sin φ ,

π(d̂) =
C

tan φ
tr d̂ si tr d̂ ≥ (|d̂1| + |d̂2| + |d̂3|) sin φ ;

(3.47)




π(n, [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n < |[[ Û ]]| sinφ ,

π(n, [[ Û ]]) =
C

tan φ
[[ Û ]] . n si V̂ . n ≥ |[[ Û ]]| sinφ .

(3.48)
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� Critère de Drucker-Prager

f(σ) =

(
1

2
tr s2

)1/2

−
3 sin φ√

3(3 + sin2 φ)

(
C

tan φ
−

1

3
tr σ

)
(3.49)

(qui implique tr σ ≤ 3 C/ tan φ)


π(d̂) = +∞ si tr d̂ <

…
2 sin2 φ

3 + sin2 φ

(
3 tr (d̂)2 − (tr d̂)2

)
π(d̂) =

C

tan φ
tr d̂ si tr d̂ ≥

…
2 sin2 φ

3 + sin2 φ

(
3 tr (d̂)2 − (tr d̂)2

)(3.50)

{
π(n, [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n < |[[ Û ]]| sinφ ,

π(n, [[ Û ]]) =
C

tan φ
[[ Û ]] . n si [[ Û ]] . n ≥ |[[ Û ]]| sinφ .

(3.51)

On remarque qu’avec le calage adopté pour les paramètres C et φ qui définissent la résistance
du matériau dans (3.49) les valeurs de π[[ Û ]] données par (3.48) et (3.51) sont égales.

� Critère de Tresca tronqué en traction

Figure 16 – Critère de Tresca tronqué en traction

f(σ) = sup
i=1,2,3
j=1,2,3

{σi − σj − σ0 , σi − T }(3.52)

Les grandeurs σ0 et T caractérisent la résistance du matériau. T est la valeur
maximale permise en traction à la composante normale du vecteur-contrainte sur
une facette d’orientation quelconque au point considéré. (−σ0) est la résistance en
compression simple. La résistance en traction simple est égale à min {σ0, T } : en règle
générale, pour les matériaux dont la résistance est représentée par un critère de la
forme (3.52), on a T < σ0 en sorte que la résistance en traction simple est alors égale
à T . C’est le cas, en particulier, pour le critère de Tresca sans résistance à la
traction pour lequel T = 0 .


π(d̂) = +∞ si tr d̂ < 0 ,

π(d̂) =
σ0

2

Ä
| d̂1 | + | d̂2 | + | d̂3 | − tr d̂

ä
+ T tr d̂ si tr d̂ ≥ 0 ;

(3.53)
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


π(n , [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n < 0 ;

π(n , [[ Û ]]) =
σ0

2

Ä
| [[ Û ]] | − [[ Û ]] . n

ä
+ T [[ Û ]] . n si [[ Û ]] . n ≥ 0 .

(3.54)

� Critère de Coulomb tronqué en traction

Figure 17 – Critère de Coulomb tronqué en traction

f(σ) = sup
i=1,2,3
j=1,2,3

{σi(1 + sin φ) − σj(1 − sin φ) − 2C cos φ , σi − T }(3.55)

La résistance du matériau en compression simple est égale à −2C tan(π/4+φ/2) .
En traction simple la résistance est égale à min {2C tan (π/4−φ/2), T } , c’est-à-dire,
en règle générale, à T . C’est le cas en particulier pour le critère de Coulomb sans
résistance à la traction pour lequel T = 0 .



π(d̂) = +∞ si tr d̂ <
(
| d̂1 | + | d̂2 | + | d̂3 |

)
sin φ ;

π(d̂) = C
(
| d̂1 | + | d̂2 | + | d̂3 | − tr d̂

)
tan(π/4 + φ/2)

+
T

1 − sin φ

Ä
tr d̂ −

(
| d̂1 | + | d̂2 | + | d̂3 |

)
sinφ

ä
si tr d̂ ≥

(
| d̂1 | + | d̂2 | + | d̂3 |

)
sin φ .

(3.56)




π(n . [[ Û ]]) = +∞ si [[ Û ]] . n < | [[ Û ]] | sin φ ,

π(n . [[ Û ]]) = C
(
| [[ Û ]] | − [[ Û ]] . n

)
tan(π/4 + φ/2)

+
T

1 − sin φ

(
[[ Û ]] . n− | [[ Û ]] | sin φ

)
si [[ Û ]] . n ≥ | [[ Û ]] | sin φ .

(3.57)

En comparant les expressions (3.43) et (3.52) on remarque que si T → ∞ le critère de Tresca
tronqué en traction se réduit, comme attendu, au critère de Tresca original. La propriété
apparaît aussi par dualité sur (3.53) où l’on voit que seule la condition tr d̂ = 0 permet de
conserver une valeur finie à la fonction π quand T → ∞ et l’on retrouve alors l’expression
(3.44). Le même raisonnement s’applique évidemment au critère de Coulomb tronqué en
traction vis-à-vis du critère de Coulomb.
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On note aussi que pour φ = 0 et C 	= 0 dans (3.46) le critère de Coulomb se réduit au critère
de Tresca (3.43) avec σ0 = 2 C. En revanche, du point de vue des fonctions π, les expressions
(3.44) ne sont pas obtenues de façon aussi simple par passage à la limite de (3.47) du fait
de la limitation sup{σi| i = 1, 2, 3} ≤ C cot φ, contenue implicitement dans (3.46), qui est
rejetée à l’infini (cf. § 3.7.2).

3.4.2 Interfaces isotropes.

T = σ . n est le vecteur-contrainte sur la facette de normale n de l’interface.
On désigne par σ la contrainte normale (positive en traction) et par τ la contrainte
tangentielle. T est la contrainte généralisée pour l’interface.

n
TV

M

nV

tV

^^

^ τ

Σ
1

2

σ

Figure 18 – Interface ; V̂ = Û2 − Û1 , T = σ . n

Les milieux 1 et 2 sont séparés par l’interface orientée transversalement par n
de 1 vers 2 (figure 18). V̂ est la vitesse virtuelle relative du milieu 2 par rapport
au milieu 1 :

V̂ = Û2 − Û1 .(3.58)

On pose : ®
V̂ . n = V̂n

V̂ = n V̂n + V̂ t ;
(3.59)

V̂n > 0 correspond au décollement virtuel des deux milieux.

V̂ est la vitesse de déformation virtuelle généralisée correspondante.

� Interface lisse ou « sans frottement »

f(T ) = sup {σ, | τ |}(3.60)

le domaine de résistance est réduit à σ ≤ 0 , τ = 0 .


π(V̂ ) = +∞ si V̂n < 0 ,

π(V̂ ) = 0 si V̂n ≥ 0 ,
(3.61)

� Interface à frottement « de couche » (ou « de Tresca »)

f(T ) = sup {σ, | τ | − ki}(3.62)
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où ki désigne la cission limite de l’interface.


π(V̂ ) = +∞ si V̂n < 0 ,

π(V̂ ) = ki | V̂ t | si V̂n ≥ 0 ,
(3.63)

� Interface à frottement de Coulomb

f(T ) = | τ | + σ tan φi(3.64)

où φi désigne l’angle de frottement sec de l’interface.


π(V̂ ) = +∞ si V̂n < | V̂ t | tan φi ,

π(V̂ ) = 0 si V̂n ≥ | V̂ n | tan φi ,
(3.65)

� Interface à adhérence totale (ou collée)

Aucune condition imposée à T .

π(V̂ ) = +∞ , ∀V̂ �= 0 .(3.66)

3.5 Approche cinématique par l’extérieur

L’approche cinématique par l’extérieur du domaine K découle directement de
l’énoncé (3.28).

 

- <

Figure 19 – Approche cinématique par l’extérieur

Considérant Û , champ de vitesse virtuel cinématiquement admissible quelconque,
on calcule Prm(Û) à partir des expressions connues des fonctions π et on calcule
P(e)(Q, Û) = Q . q̇(Û) forme linéaire de Q où q̇(Û) est connu. Le domaine K est inclus
dans le demi-espace de Rn défini par l’inéquation (3.28). En répétant l’opération pour
divers champs Û on obtient rapidement une approche par l’extérieur du domaine K
comme cela est représenté sur la figure 19.
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Lorsque le système est soumis à un mode de chargement qui dépend d’un para-
mètre de chargement unique positif, l’approche par l’extérieur conduit à une valeur
approchée «par excès » du chargement limite ou encore une borne supérieure
de ce chargement, ce qui explique le nom de méthode de la borne supérieure donné
à cette méthode dans cette circonstance. C’est ce que représente la figure 20 où l’on
remarquera la condition de positivité qui doit être imposée, dans ce cas, à la puissance
des efforts extérieurs pour aboutir à un résultat non trivial.

Figure 20 – Valeur approchée par excès du chargement limite (Û C.A. , q̇(Û) > 0)

De plus on peut démontrer, sous réserve d’hypothèses mathématiques complémen-
taires (Nayroles, 1970 ; Frémond et Friaà, 1978 ; Friaà, 1979) que la formulation (3.28)
est la définition duale exacte de K, c’est-à-dire que K peut être engendré en appli-
quant (3.28) à tous les champs de vitesse virtuels cinématiquement admissibles dans
le mode. On peut aussi écrire

K =
⋂

Û C.A.

¶
P(e)(Q, Û) − Prm(Û) ≤ 0

©
(3.67)

homologue de la définition (3.31) de G(x).

Ce résultat, important du point de vue théorique, confirme l’intérêt de l’approche
cinématique : il prouve que, de même que l’exploration complète des champs σ satis-
faisant (2.19) permet, par définition, de construire exactement le domaine K (§ 2.2.4),
1’exploration complète des champs Û cinématiquement admissibles permet aussi de
déterminer exactement ce même domaine K par (3.28) : en d’autres termes, l’intro-
duction des majorations représentées par les fonctions π se révèle optimale.

Du point de vue pratique, l’approche par l’extérieur cinématique repose sur
l’énoncé (3.28) indépendamment des hypothèses complémentaires introduites pour
l’établissement du résultat précédent. Comme pour l’approche statique par l’intérieur
on ne procédera qu’exceptionnellement à l’exploration complète des champs Û ciné-
matiquement admissibles. On se satisfera d’une approche par l’extérieur de K choisie,
elle aussi, pour un bon équilibre entre la simplicité des moyens mis en œuvre (compte
tenu par exemple des moyens de calcul et du temps disponibles) et la qualité des
résultats obtenus. C’est ainsi que, très souvent, on fera usage de champs de vitesse
virtuels où des sous-systèmes animés de mouvements rigidifiants sont séparés par des
surfaces de discontinuité de vitesse.
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3.6 Champs de vitesse virtuels pertinents

La mise en œuvre de l’approche cinématique par l’extérieur en exploitant l’énoncé
(3.28) ne conduit à un résultat non trivial que si, pour le champ Û considéré,

• la puissance des efforts extérieurs n’est pas nulle : P(e)(Q, Û) �= 0 ;

• la puissance résistante maximale est finie : Prm(Û) < +∞.

La première de ces conditions est banale.

La seconde, compte tenu de l’expression (3.27) de Prm(Û), implique que Û doit
être choisi de façon à ce que π(x, d̂(x)) et π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) soient finies. De tels
champs de vitesse virtuels seront dits pertinents.

Ainsi, en se reportant aux formules (3.41, 3.42) on voit que, dans le cas du critère
de résistance de von Mises, un champ de vitesse virtuel, pour être pertinent, doit
induire un taux de variation de volume nul : tr d̂ = 0. Ses discontinuités de
vitesse doivent aussi être purement tangentielles : [[ Û ]] . n = 0 (ce qui exprime la
même exigence).

Il en va de même pour le critère de résistance de Tresca (3.44, 3.45).

En revanche, dans le cas du critère de résistance de Coulomb, un mouvement
virtuel pertinent doit induire un taux de variation de volume suffisant, précisé par
(3.47). Ses discontinuités de vitesse doivent faire, avec la normale à la surface de
discontinuité, un angle inférieur ou égal à π/2−φ (ce qui exprime la même exigence)
comme représenté sur la figure 21.

Figure 21 – Champ de vitesse virtuel pertinent pour le critère de résistance de Coulomb :
discontinuité de vitesse

L’analyse des conditions de pertinence pour les critères de résistance d’interfaces
présentés au paragraphe 3.4.2 est analogue.

Il convient d’insister sur le fait que la distinction des champs pertinents parmi
les champs virtuels cinématiquement admissibles a uniquement le but pratique de
restreindre l’application de (3.28) à l’ensemble sur lequel elle conduit à des résultats
significatifs. Le concept est lié mathématiquement à l’expression de la puissance ré-
sistante maximale Prm et donc uniquement aux capacités de résistance données par
G(x) sur Ω. Ainsi les conditions de pertinence telles que celles qui ont été énoncées
ci-dessus n’ont aucun rapport (si ce n’est la similitude mathématique) avec quelque
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hypothèse relative au comportement du matériau lorsque sa condition de résistance
est saturée (loi d’écoulement plastique, ou autre . . . ).

3.7 Exemple

À titre d’exemple d’application de l’approche cinématique par l’extérieur on reprend le pro-
blème introduit au paragraphe 2.3 pour l’approche par l’intérieur statique, qui a été aussi
examiné au paragraphe 3.1 par l’approche statique par l’extérieur.

3.7.1 Champ de vitesse « par blocs »

Figure 22 – Approche par l’extérieur cinématique : champ de vitesse par blocs

Le champ de vitesse utilisé pour une approche cinématique par l’extérieur est représenté sur
la figure 22, où il dépend de deux paramètres α et β.
L’angle α, dont la valeur maximale αM est déterminée par l’élancement du cylindre, carac-
térise un plan (P ) arbitraire qui sépare le cylindre en deux parties Ω1 et Ω2.
Sur Ω2 le champ de vitesse virtuel Û est nul. Sur Ω1, le champ de vitesse virtuel est un
champ de translation défini par la vitesse v̂, située dans le plan vertical parallèle aux lignes
de pente de (P ), inclinée à l’angle β (positif comme indiqué sur la figure) sur (P ).
Il y a ainsi discontinuité de Û au franchissement de (P ) selon n :

[[ Û ]] = v̂ sur (P )(3.68)

et la vitesse relative à l’interface S� entre le bloc Ω1 et le plateau rigide est, avec les notations
du paragraphe 3.4.2 :

V̂ = −Ûez − v̂(3.69)

où −Ûez est la valeur attribuée à la vitesse virtuelle du plateau supérieur. La pertinence de
ce champ de vitesse virtuel implique, au niveau de S�, d’après (3.61) :

V̂ . n = −Û + v̂ sin(α − β) ≥ 0 .(3.70)

Afin d’économiser une optimisation ultérieure dont le résultat est d’ores et déjà évident, on
choisit de prendre :

Û = v̂ sin(α − β)(3.71)

(pas de décollement virtuel entre le plateau et le bloc).
Pour ce champ Û la contribution de S0 et S�, à Prm(Û) est donc nulle. La puissance virtuelle
des efforts extérieurs est :

P(e)(Q, Û) = Q v̂ sin(α − β) .(3.72)

Le champ Û est évidemment pertinent dans Ω1 et Ω2 (mouvement rigidifiant, d̂ = 0). Il reste
à examiner sa pertinence sur (P ) selon le critère de résistance du matériau constitutif, et à
mettre en œuvre l’approche par l’extérieur.
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� Critère de résistance de Tresca
D’après (3.45) on doit avoir sur SP

v̂ . n = 0 qui implique β = 0 .(3.73)

Le calcul de Prm(Û) est évident par intégration de (3.45) sur SP :

Prm(Û) = σ0 S v̂/2 cos α(3.74)

d’où, en application de (3.28) et compte tenu de (3.72), la majoration de Q× :

Q× ≤ σ0 S/ sin 2α ∀α ≤ αM .(3.75)

La minimisation du second membre de (3.75) par rapport à α conduit ainsi aux bornes
supérieures :

Q× ≤ σ0 S si αM ≥ π/4 ,(3.76)

Q× ≤ σ0 S/ sin 2αM si αM ≤ π/4 .(3.77)

� Critère de résistance de von Mises
Les mêmes arguments, développés à partir de (3.42), conduisent aux bornes supérieures de
Q× :

Q× ≤ 2k S si αM ≥ π/4 ,(3.78)

Q× ≤ 2k S/ sin 2αM si αM ≤ π/4 ,(3.79)

� Critère de résistance de Coulomb
La condition de pertinence sur SP déduite de (3.48) impose ici

φ ≤ β ≤ π − φ .(3.80)

et l’on a :

Prm(Û ) = CSv̂ sin β/ tan φ cos α .(3.81)

On en déduit la majoration de Q× :ß
Q× ≤ CS sin β/ tan φ cos α sin(α − β)

0 < α − β , 0 < α ≤ αM , φ ≤ β ≤ π − φ ,
(3.82)

fonction des deux paramètres α et β.
La minimisation du second membre sous les contraintes indiquées conduit aux bornes supé-
rieures :

Q× ≤ 2 CS tan(π/4 + ϕ/2) si αM ≥ π/4 + φ/2 ,(3.83)

Q× ≤ CS cos φ/ cos αM sin(αM − φ) si φ < αM < π/4 + φ/2 .(3.84)

3.7.2 Commentaires

� Comparaison des approches statique et cinématique par l’extérieur
Le rapprochement de ces résultats avec ceux obtenus au paragraphe 3.1.3 met en évidence
leur parfaite identité.
Il ne s’agit pas là d’une simple coïncidence, mais de la confirmation que l’une et l’autre
méthodes effectuent les mêmes opérations, par voie directe et par voie dualisée. Toutes deux
examinent l’équilibre de tout sous-système S1 du type considéré en supposant mobilisée la
(10) distribution la plus favorable d’efforts de contact limités par la condition de résistance.
Elles expriment que, s’il existe un tel sous-système pour lequel l’équilibre est ainsi impossible,
le chargement imposé excède la valeur extrême. Dans l’approche cinématique par l’extérieur,
par l’écriture du principe des puissances virtuelles dans un mouvement virtuel rigidifiant de
translation on dualise l’équation de la résultante dans la direction de cette translation, tandis
que la puissance résistante maximale (3.74) ou (3.81) n’est autre que la puissance des efforts
de contact, limités par la condition de résistance, dont la distribution est la plus favorable.
On ne peut manquer de remarquer que l’approche cinématique par l’extérieur possède un
caractère plus systématique qui en facilite la mise en œuvre.

(10)Ou « l’une des » car il peut y en avoir plusieurs, qui sont alors équivalentes de ce point de vue.
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� Critère de résistance de Coulomb et critère de résistance de Tresca
Il apparaît que les résultats relatifs au critère de résistance de Tresca (3.76, 3.77) peuvent
s’obtenir par passage à la limite pour φ → 0 à partir de ceux établis pour le critère de
Coulomb. Cette observation confirme la remarque faite au paragraphe 3.4.1 sur la convergence
du critère de Coulomb vers le critère de Tresca quand φ → 0. Considérant (3.48) pour | [[ Û ]] |
constant on remarque que si φ → 0 on a :


| [[ Û ]] | sin φ → 0 ,

π(n, [[ Û ]]) = ∞ si [[ Û ]] . n < | [[ Û ]] | sin φ ,

π(n, [[ Û ]]) → ∞ si [[ Û ]] . n > | [[ Û ]] | sin φ ,

π(n, [[ Û ]]) → C | [[ Û ]] | si [[ Û ]] . n = | [[ Û ]] | sin φ ,

(3.85)

ce qui explique la convergence des fonctions π et des conditions de pertinence associées.

3.7.3 Champs de vitesse de déformation uniforme.

On considère ici les champs de vitesse virtuels Û définis sur Ω , dans les axes de la figure 22,
par :

Û(x) = αx ex + αy ey − βz ez .(3.86)

Pour les mêmes raisons évidentes qu’au paragraphe 3.7.1 on choisit d’annuler la vitesse de
décollement entre le plateau et le cylindre sur S�, d’où β = Û/�. La puissance virtuelle des
efforts extérieurs est encore :

P(e)(Q, Û) = Q Û .(3.87)

Les contributions de S0 et S�, dans Prm(Û ) sont nulles et il convient d’examiner la pertinence
de Û dans Ω, ce qui concerne

d̂(x) = α (ex ⊗ ex + ey ⊗ ey) − (Û/�) ez ⊗ ez .(3.88)

� Critère de résistance de Tresca
La condition de pertinence issue de (3.44) impose :

α = Û/2� ,(3.89)

d’où, par intégration de (3.44) sur Ω,

Prm(Û) = σ0SÛ .(3.90)

On en déduit la borne supérieure de Q× :

Q× ≤ σ0 S .(3.91)

� Critère de résistance de von Mises
On aboutit à la même condition (3.89) dont on déduit, par intégration de (3.41) :

Q× ≤ k S
√

3 .(3.92)

� Critère de résistance de Coulomb
La condition de pertinence issue de (3.47) donne :

α ≥ (Û/2�) tan2(π/4 + φ/2) ,(3.93)

soit

α = (Û/2�) tan2(π/4 + β/2) φ ≤ β < π/2 .(3.94)

Par intégration de (3.47) sur Ω on obtient :

Prm(Û) = 2CSÛ (tan β/ tan φ) tan(π/4 + β/2) ,(3.95)

dont le minimum en β, atteint pour β = φ, donne la borne supérieure de Q× :

Q× ≤ 2CS tan(π/4 + φ/2) .(3.96)
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3.7.4 Commentaires.

L’utilisation de cette classe de champs de vitesse virtuels, disjointe de la précédente (§ 3.7.1),
qui induisent des champs de taux de déformation virtuels non nuls dans le système, illustre
la puissance de l’approche cinématique par l’extérieur : si elle demeure fondamentalement la
dualisation d’une approche statique par l’extérieur cette dernière n’est plus ici une simple
vérification de l’équilibre global d’un sous-système et il serait difficile de la mettre en œuvre
par voie directe.
Dans le cas présent les résultats ainsi obtenus permettent tous d’améliorer ceux fournis par
la première approche.
En effet, pour les critères de résistance de Tresca et de Coulomb, les bornes supérieures (3.91)
et (3.96) sont identiques à (3.76) et (3.83) mais elles ne sont frappées d’aucune condition
géométrique d’élancement minimum, c’est-à-dire qu’elles se substituent aux bornes (3.77) et
(3.84) lorsque αM < (π/4 + φ/2).
Pour le critère de résistance de von Mises, la borne supérieure obtenue (3.92), indépendante
de l’élancement, est toujours meilleure que celles (3.78, 3.79) dont on disposait.
En rapprochant ces résultats de ceux de l’approche par l’intérieur statique (§ 2.3.2) on peut
maintenant conclure que le chargement extrême est exactement déterminé, quel que soit
l’élancement, et égal à :


Q× = σ0 S (Tresca)
Q× = k S

√
3 (von Mises)

Q× = 2CS tan(π/4 + φ/2) (Coulomb) .

(3.97)

Du point de vue pratique ce résultat final signifie que l’expérience réalisée permet une bonne
détermination de la résistance du matériau en compression simple dans le cadre de cette
modélisation.
Il est intéressant de remarquer sur les deux exemples des critères de résistance de Tresca et
de Coulomb que, si αM ≥ π/4 + φ/2, on dispose de plusieurs champs de vitesse virtuels qui
permettent de déterminer exactement le même chargement extrême.

3.7.5 Interfaces à adhérence totale

� Position du problème
Reprenant le problème précédent, on se propose d’examiner rapidement, sans souci d’exhaus-
tivité, le cas où les interfaces S0 et S� sont à adhérence totale.

� Approche par l’intérieur statique
Le bon sens incite à penser qu’en raison du renforcement du matériau constitutif du système
dû au changement de conditions d’interfaces, les bornes inférieures trouvées au paragraphe
2.3.2 demeurent valables. Les résultats théoriques sont conformes à cette intuition. En effet,
chacun des champs de contrainte uniformes construits au paragraphe 2.3.2 qui satisfait la
condition de résistance (3.60) aux interfaces lisses S0 et S� satisfait a fortiori l’absence de
limitation aux interfaces due à l’adhérence totale (§ 3.4.2). En conséquence on a encore :

σ0 S ≤ Q× (Tresca) ,(3.98)

2CS tan(π/4 + φ/2) ≤ Q× (Coulomb) ,(3.99)

k S
√

3 ≤ Q× (von Mises) .(3.100)

Les champs de vitesse virtuels mis en œuvre aux paragraphes 3.7.1, et 3.7.3, induisent une
vitesse relative non nulle à l’interface S�, et à l’interface S0 pour celui du paragraphe 3.7.3.
Ils ne sont donc pas pertinents pour le nouveau problème étudié, en raison de (3.66).
La figure 23 représente un champ de vitesse par blocs, issu du champ optimal de la figure
22 pour les critères de résistance de Tresca et de von Mises, lorsque l’élancement du cylindre
est suffisant.
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Figure 23 – Compression avec frottement : champ de vitesse virtuel « par blocs »

Quatre volumes Ω1, · · · , Ω4 sont délimités dans le cylindre par deux plans (P1) et (P2)
inclinés à α = π/4 sur le plan horizontal et dont l’intersection est parallèle à ce plan. Le
champ de vitesse virtuel est défini de la façon suivante :


dans Ω1 , Û = −Ûez ,

dans Ω2 , Û = Û
√

2/2 selon la ligne de pente de (P1) ,

dans Ω3 , Û = 0 ,

dans Ω4 , Û = Û
√

2/2 selon la ligne de pente de (P2) ,

(3.101)

Ce champ de vitesse est pertinent. En effet les discontinuités de vitesse entre Ω1 et Ω2, Ω2 et
Ω3, Ω3 et Ω4, Ω4 et Ω1 sont parallèles aux surfaces de discontinuité concernées SP1

ou SP2
;

d’autre part, la vitesse relative est nulle dans les interfaces S0 et S�, ce qui est conforme à
(3.66). On a encore très facilement :

P(e)(Q, Û) = QÛ ,(3.102)

Prm(Û) = σ0 SÛ (Tresca) ,(3.103)

Prm(Û) = 2k SÛ (von Mises) ;(3.104)

et les bornes supérieures correspondantes :

Q× ≤ σ0 S (Tresca) ,(3.105)

Q× ≤ 2k S (von Mises) .(3.106)

Pour le critère de résistance de Coulomb on construit un champ de vitesse virtuel analogue à
(3.101), si l’élancement le permet, avec les plans (P1) et (P2) inclinés à (π/4+φ/2) sur le plan
horizontal, et les vitesses dans Ω2 et Ω4 inclinées à β = φ sur SP1 et SP2 , respectivement et
égales à Û/2 sin(π/4 − φ/2). Ceci conduit, de la même façon, à la borne supérieure :

Q× ≤ 2CS tan(π/4 + φ/2) ,(3.107)

� Commentaires
Les champs de vitesse pertinents construits ci-dessus lorsque l’élancement du cylindre est
suffisant (αM ≥ π/4 ou αM ≥ π/4 + φ/2) permettent de démontrer, par rapprochement
de (3.103) et (3.107) avec (3.98) et (3.99) que, pour les critères de résistance de Tresca et
de Coulomb, la condition d’adhérence totale à l’interface (et, en conséquence, toute autre
condition de résistance à l’interface) ne modifie pas la charge extrême en compression :

Q× = σ0 S (Tresca) ,
Q× = 2CS tan(π/4 + φ/2) (Coulomb) .

En revanche, pour le critère de résistance de von Mises, on démontre que l’encadrement
k S

√
3 ≤ Q× ≤ 2k S demeure valable.

Les champs de vitesse tels que celui de la figure 23 suscitent parfois des questions quant à leur
caractère cinématiquement admissible en arguant d’une « incompatibilité cinématique » au
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niveau de l’arête commune aux quatre volumes Ω1, Ω2, Ω3 et Ω4. C’est l’occasion de rappeler
que les champs Û sont des champs de vitesse virtuels, « outils mathématiques » de la
dualisation des équations de l’équilibre à travers le principe des puissances virtuelles. Ils sont
continus et continûement différentiables, par morceaux, et doivent satisfaire les conditions
aux limites en vitesse pour être cinématiquement admissibles dans le mode de chargement.
Aucune condition n’est imposée à leurs discontinuités. C’est la considération des champs
pertinents, introduite au paragraphe 3.6 et issue des fonctions π, c’est-à-dire du critère de
résistance du matériau constitutif, dans le but d’éviter les approches par l’extérieur triviales,
qui impose des conditions à [[ Û ]]. La modélisation du milieu continu tridimensionnel ne fait
apparaître, dans l’expression de la puissance des efforts intérieurs, qu’un terme de volume
(−σ : d̂ ) et un terme de surface (−[[ Û ]] . σ . n). Les fonctions π correspondantes en résultent,

qui définissent les conditions de pertinence imposées à [[ Û ]] sur les surfaces de discontinuité.
En revanche il n’existe pas dans cette modélisation de terme de ligne pour la puissance
des efforts intérieurs ; en conséquence il n’y pas de densité linéique de puissance résistante
maximale et donc pas de condition de pertinence correspondante.

3.8 Remarque finale sur l’approche par l’extérieur
cinématique

L’approche par l’extérieur cinématique exprimée par l’encadrement (3.28) est issue
de la dualisation de l’approche statique et fait intervenir des champs de vitesse virtuels
cinématiquement admissibles. La pertinence de ces champs se réfère, par dualité, à la
condition de résistance du matériau constitutif sans faire appel à aucune hypothèse
supplémentaire de comportement.

Hors du cas de l’analyse limite, qui sera examiné dans la section 5, la théorie
ne confère aux champs Û optimaux aucune vocation à être des champs de vitesse
réels de rupture (ou apparentés tels) pour le système étudié. Toutefois l’expérience
montre que, du point de vue pratique, pour construire des champs de vitesse virtuels
pertinents on a très souvent intérêt à s’inspirer de l’intuition ou de la connaissance
expérimentale que l’on peut avoir des modes de rupture réels du système.

4 Combinaison des approches statique
et cinématique

4.1 Détermination exacte d’un chargement extrême

La mise en œuvre des approches par l’intérieur statique et par l’extérieur ciné-
matique est orientée, dans la pratique, vers l’obtention de bornes inférieures et su-
périeures pour les chargements extrêmes, sans rechercher de façon systématique la
détermination exacte de ceux-ci. On se propose toutefois d’examiner maintenant le
cas où, confirmant le résultat énoncé au paragraphe 3.5, ces approches aboutissent à
la détermination exacte d’un chargement extrême.

Plus précisément on suppose que :

• dans l’approche statique par l’intérieur, on a construit un champ de
contrainte statiquement admissible avec un chargement Q(σ×) tel que, en ap-
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plication de (2.19) :

σ× S.A. dans le mode

σ×(x) ∈ G(x) , ∀x ∈ Ω

∣∣∣∣∣∣
(1.4)→ Q(σ×) ∈ K ;(4.1)

• dans l’approche cinématique par l’extérieur, on a mis en évidence un champ
de vitesse virtuel Û cinématiquement admissible avec q̇(Û) non nul, pertinent, tel
que avec le chargement Q(σ×) :®

Û C.A. dans le mode avec ˆ̇q = q̇(Û) �= 0
Q(σ×) . q̇(Û) = Prm(Û) < +∞ .

(4.2)

De l’équation (4.2) et de l’énoncé (3.28) on déduit alors :

∀Q∗ ∈ K, [ Q(σ×) − Q∗] . q̇(Û) ≥ 0 .(4.3)

Puisque ˆ̇q = q̇(Û) n’est pas nul il en résulte, par un raisonnement semblable à celui
mis en œuvre au chapitre I (§ 4.2), que le chargement Q(σ×) ne peut être strictement
intérieur à K : il est donc sur sa frontière, c’est-à-dire que c’est un chargement
extrême Q× = Q(σ×). De plus ˆ̇q , taux de déformation virtuelle du système, est
nécessairement normal extérieur à K en Q×. En résumé :

(4.1) et (4.2) ⇒




Q× = Q(σ×) chargement extrême ,
ˆ̇q = q̇(Û) normal extérieur à K en Q× ,

Q . ˆ̇q − Prm(Û) = 0 plan tangent à K en Q× .

(4.4)

La figure 24 schématise ces résultats.

Figure 24 – Détermination de chargements extrêmes par combinaison des approches
statique et cinématique

4.2 Théorème d’association

Dans la circonstance précédente on considère maintenant les champs σ× de (4.1)
et Û de (4.2). En appliquant à (4.2) le principe des puissances virtuelles sous la forme
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(1.4), et en explicitant Prm(Û) selon (3.27), il vient :

(4.5)
∫

Ω

[π(x, d̂(x))− σ×(x) : d̂(x)] dΩ +

+
∫

ΣÛ

[π(x, n(x), [[ Û(x) ]])− [[ Û(x) ]] . σ×(x) . n(x)] da = 0 .

Compte tenu des définitions (3.24) et (3.25) des fonctions π, et des hypothèses
(4.1) sur σ×, on en déduit que σ×(x) ∈ G(x) est tel que :

d̂(x) �= 0 ⇒ σ×(x) : d̂(x) = π(x, d̂(x)) < +∞(4.6)

[[ Û(x) ]] �= 0⇒ [[ Û(x) ]] . σ×(x) . n(x) = π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) < +∞ .(4.7)

En d’autres termes la formule (4.6) par exemple signifie que σ×(x) est un (ou le)
tenseur σ∗(x) introduit par la formule (3.35) pour le calcul de la valeur de la fonction
π(x, ·) représenté sur la figure 15.

Ainsi σ×(x) et d̂(x) �= 0 sont associés par :


σ×(x) est sur la frontière de G(x) ,

d̂(x) est normal extérieur à G(x) en σ×(x) .
(4.8)

De même σ×(x) et [[ Û(x) ]] �= 0 sur ΣÛ de normale n(x) sont associés par :




σ×(x) est sur la frontière de G(x) ,

[[ Û(x) ]] ⊗ n(x) + n(x) ⊗ [[ Û(x) ]] est normal extérieur à G(x) en σ×(x)
(4.9)

c’est-à-dire aussi :


σ×(x) . n(x) est sur la frontière de G(x, n(x)) ,

[[ Û(x) ]] est normale extérieure à G(x, n(x)) en σ×(x) . n(x) .
(4.10)

Le résultat (4.8, 4.9 ou 4.10) est le théorème d’association. On dit aussi que
les champs σ× et Û de (4.1, 4.2) constituent une solution complète pour le problème
de calcul à la rupture.

4.3 Théorème d’unicité

On se place encore dans la circonstance, définie par (4.1, 4.2), où le chargement extrême
Q× = Q(σ×) est exactement déterminé. La question qui se pose est de savoir si pour ce
chargement Q×, le champ σ× de (4.1) est unique. Le théorème d’association permet d’y
apporter des éléments de réponse.

En effet, si l’on suppose G(x) strictement convexe en tous les points de Ω où d̂(x) 	= 0 ou

[[ Û(x) ]] 	= 0, il résulte de (4.8) et (4.9) que σ∗(x) est unique en tous ces points. Cela implique
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notamment que s’il existe plusieurs champs Û satisfaisant (4.2) pour le même chargement
extrême Q×, le champ σ× est unique en tout point où soit d̂(x) soit [[ Û(x) ]] est non nulle
dans au moins un de ces champs.

Lorsque G(x) n’est pas strictement convexe (milieu continu tridimensionnel), des théorèmes
d’unicité plus ou moins affaiblis par rapport au précédent, spécifiques à chaque critère de
résistance, ont été établis par Hill, Mandel,..., (cf. Salençon, 1983).

4.4 Exemples

4.4.1 Compression d’un cylindre

Le problème, étudié dans les paragraphes 2.3 et 3.7, de la compression d’un cylindre entre
deux plateaux rigides lisses fournit plusieurs exemples où le chargement extrême est exacte-
ment déterminé par combinaison des approches statique et cinématique. On peut y vérifier
les théorèmes énoncés ci-dessus.

� Critère de résistance de Tresca
Le champ de contrainte optimal qui a conduit à la borne inférieure (2.27) est le champ de
compression uniforme à la limite de résistance

σ× = −σ0 ez ⊗ ez ,(4.11)

qui est évidemment associé par (4.8), vis-à-vis du critère de résistance de Tresca, au champ
de vitesse de déformation uniforme (3.88, 3.89)

d̂ = (Û/2�)(ex ⊗ ex + ey ⊗ ey) − (Û/�) ez ⊗ ez .(4.12)

Lorsque l’élancement est suffisant αM > π/4, ce même champ (4.11) est également associé
par (4.9) à la discontinuité tangentielle [[ Û ]] décrite au paragraphe 3.7.1, sur le plan défini
par α = π/4.

� Critère de résistance de von Mises
C’est ici le champ de compression uniforme

σ× = −k
√

3 ez ⊗ ez(4.13)

qui est associé par (4.8) au champ de vitesse de déformation uniforme (4.12). En revanche on
remarque que ce champ de contrainte n’est plus associé par (4.9) à la discontinuité tangentielle
précédente.

� Critère de résistance de Coulomb
Les énoncés sont homologues à ceux obtenus pour le critère de résistance de Tresca. Les
champs concernés sont :

σ×= − 2C tan(π/4 + φ/2) ez ⊗ ez(4.14)

d̂ =(Û/2�) tan2(π/4 + φ/2) (ex ⊗ ex + ey ⊗ ey) − (Û/�) ez ⊗ ez(4.15)

et la discontinuité est inclinée à l’angle β = φ sur le plan défini par α = (π/4 + φ/2).

4.4.2 L’exemple d’une structure

On considère à nouveau, dans les mêmes conditions de chargement, la structure étudiée au
paragraphe 2.1 pour laquelle on a alors déterminé exactement le domaine K par l’approche
par l’intérieur statique. On se propose maintenant de lui appliquer l’approche par l’extérieur
cinématique et de confronter les résultats obtenus.
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Pour chacune des barres A′A , B′B et C′C, éléments constitutifs du système étudié, la va-
riable cinématique associée à l’effort intérieur de traction-compression Ni dans l’écriture de

la puissance virtuelle des efforts intérieurs du système est le taux d’allongement virtuel ˆ̇δi. La
densité de puissance résistante maximale pour une telle barre, associée au critère de résistance
défini par

−L− ≤ Ni ≤ L+(4.16)

est donc :

π(
ˆ̇
δi) = max {ˆ̇δi L+ , −ˆ̇

δi L−} .(4.17)

La donnée d’un champ de vitesse virtuel, Û dans la théorie générale précédente, correspond
ici à celle d’un triplet de taux d’allongement virtuels ; on notera

ˆ̇δ = (ˆ̇δ1 , ˆ̇δ2 , ˆ̇δ3) ,(4.18)

pour lequel la condition de compatibilité géométrique, qui exprime le caractère cinémati-
quement admissible, s’écrit :

ˆ̇δ1 − 2 ˆ̇δ2 +ˆ̇δ3 = 0 .(4.19)

Pour un tel champ ˆ̇
δ cinématiquement admissible dans le mode, la puissance virtuelle des

efforts extérieurs s’écrit :

P(e)(Q .
ˆ̇
δ) = Q . ˆ̇q = Q1(

ˆ̇
δ1 +

ˆ̇
δ2)/2 + Q2(

ˆ̇
δ2 +

ˆ̇
δ3)/2(4.20)

où

ˆ̇q1 = (ˆ̇δ1 +ˆ̇δ2)/2 et ˆ̇q2 = (ˆ̇δ2 +ˆ̇δ3)/2 .(4.21)

L’énoncé (3.28) de l’approche cinématique par l’extérieur exprime ici que K est inclus dans
le domaine défini par :


Q1 (ˆ̇δ1 +ˆ̇δ2)/2 + Q2 (ˆ̇δ2 +ˆ̇δ3)/2 ≤ π(ˆ̇δ1) + π(ˆ̇δ2) + π(ˆ̇δ3)

∀ ˆ̇δ1 , ˆ̇δ2 , ˆ̇δ3 tels que
ˆ̇δ1 − 2 ˆ̇δ2 +ˆ̇δ3 = 0 ,

(4.22)

c’est-à-dire par :
 Q1

(3
ˆ̇
δ1 +

ˆ̇
δ3)

4
+ Q2

(
ˆ̇
δ1 + 3

ˆ̇
δ3)

4
≤ π(

ˆ̇
δ1) +

1

2
π(

ˆ̇
δ1 +

ˆ̇
δ3) + π(

ˆ̇
δ3)

∀ ˆ̇δ1,ˆ̇δ3

(4.23)

Compte tenu de l’expression (4.17) de π(ˆ̇δi) qui change de détermination quand
ˆ̇δi change

de signe, le domaine défini par (4.23) dans 1’espace (Q1, Q2) est un hexagone. Les équations
de ses côtés sont obtenues en saturant l’inégalité de (4.23) à chaque changement de signe de
ˆ̇δ1, ˆ̇δ2 = (ˆ̇δ1 +ˆ̇δ3)/2 et ˆ̇δ3 . On en déduit les équations suivantes :

Q1 + 3Q2= − 6L− pour ˆ̇
δ1 = 0 ,

ˆ̇
δ2< 0 ,

ˆ̇
δ3 < 0(4.24)

Q1 − Q2 = 2(L+ + L−) pour ˆ̇δ1 > 0 , ˆ̇δ2= 0 , ˆ̇δ3 = − ˆ̇δ1 < 0(4.25)

3Q1 + Q2 = 6L+ pour ˆ̇
δ1 > 0 ,

ˆ̇
δ2> 0 ,

ˆ̇
δ3 = 0(4.26)

Q1 + 3Q2= 6L+ pour ˆ̇δ1 = 0 , ˆ̇δ2> 0 , ˆ̇δ3 > 0(4.27)

Q1 − Q2 = − 2(L+ + L−) pour ˆ̇
δ1 < 0 ,

ˆ̇
δ2= 0 ,

ˆ̇
δ3 = − ˆ̇

δ1 > 0(4.28)

3Q1 + Q2 = − 6L− pour ˆ̇δ1 < 0 , ˆ̇δ2< 0 , ˆ̇δ3 = 0(4.29)

On y reconnaît les bornes des inégalités (2.8) à (2.10) obtenues au paragraphe 2.1.2 qui
délimitent le domaine K des chargements potentiellement supportables pour ce problème
(figure 3). L’approche par l’extérieur cinématique détermine donc ici exactement ce même
domaine (figure 25).
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Figure 25 – Domaine K des chargements potentiellement supportables

On se trouve ainsi dans les conditions d’application du théorème d’association. En revenant
à l’approche statique du paragraphe 2.1.2 on peut identifier, pour chaque côté de l’hexagone,
les valeurs correspondantes des efforts intérieurs dans les barres :

−L− ≤ N1 ≤ L+ , N2 = −L− , N3 = −L− pour (4.24) ,

N1 = L+ , −L− ≤ N2 ≤ L+ , N3 = −L− pour (4.25) ,

N1 = L+ , N2 = L+ , −L− ≤ N3 ≤ L+ pour (4.26) ,

−L− ≤ N1 ≤ L+ , N2 = L+ , N3 = L+ pour (4.27) ,

N1 = −L− , −L− ≤ N2 ≤ L+ , N3 = L+ pour (4.28) ,

N1 = −L− , N2 = −L− , −L− ≤ N3 ≤ L+ pour (4.29) ,

La vérification du théorème d’association est évidente. La normalité de ˆ̇q au domaine K

est évidente sur (4.23) dont le premier membre est l’expression de Q . ˆ̇q dans les champs ˆ̇δ
cinématiquement admissibles.

5 Du calcul à la rupture à l’analyse limite

5.1 Position du problème.
Nouvelle interprétation du domaine K.

Revenant au propos initial du présent chapitre (§ 1.2) on suppose maintenant que
le comportement du matériau constitutif du système étudié est connu : comportement
élastique linéaire et parfaitement plastique avec loi d’écoulement plastique associée.
Le domaine de résistance G(x) s’identifie donc au domaine d’élasticité C(x), convexe,
défini par le critère de plasticité f(x, ·) .

En application du théorème d’existence et d’unicité de la solution du problème
d’évolution élasto-plastique quasi-statique (Brézis, 1973) on peut énoncer les résultats
suivants :

– les chargements extrêmes Q× sont les chargements limites du système dans le
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mode de chargement considéré (§ 1.2) ;
– tout chargement intérieur au domaineK sera effectivement supporté par le système
quels que soient les contraintes initiales, le trajet de chargement, et les caractéris-
tiques élastiques du matériau.
Ainsi K devient le domaine des chargements effectivement supportés, à l’excep-

tion des chargements limites eux-mêmes pour lesquels on ne peut conclure. K est la
frontière d’écoulement du système (Chapitre II, § 5.7).

5.2 Théorie des charges limites

5.2.1 Méthode statique

La nouvelle interprétation du domaine K donnée ci-dessus, ainsi que l’origine
mécanique maintenant connue de la condition de résistance permettent d’énoncer la
méthode d’approche statique par l’intérieur sous la forme suivante.

Le système supportera, du point de vue plastique, tout chargement que l’on peut
équilibrer par un champ de contrainte statiquement admissible et plastiquement
admissible, c’est-à-dire qui respecte en tout point du système le critère de plasticité.

5.2.2 Méthode cinématique

La nouvelle interprétation du domaine K n’accroît pas la portée de l’approche
cinématique par l’extérieur. En revanche, il convient d’examiner les nouvelles signifi-
cations des fonctions π et des champs pertinents.

� Fonctions π

Le calcul des fonctions π a été détaillé au paragraphe 3.3.2. Il apparaît maintenant,
compte tenu du fait que la loi d’écoulement plastique du matériau est associée par la
règle de normalité au critère de plasticité (principe du travail plastique maximal),
que les résultats peuvent s’écrire de la façon suivante pour π(x, d̂(x)).

1o - Si C(x) est borné dans toutes les directions de R6 :

π(x, d̂(x)) = σ∗(x) : d̂(x)(5.1)

où σ∗(x) est un état de contrainte à la limite de plasticité pour lequel d̂(x) est une
vitesse de déformation plastique :


f(x, σ∗(x)) = 0 , d̂(x) = ˆ̇λ

∂f(x, σ∗(x)
∂σ

points réguliers , ˆ̇λ > 0

f(x, σ∗(x)) = 0 , d̂(x) ∈ ˆ̇
λ∂f(x, σ∗(x)) points singuliers ,

ˆ̇
λ > 0 .

(5.2)

2o - Si C(x) n’est pas borné dans toutes les directions de R6 :

• π(x, d̂(x)) prend une valeur finie, donnée à nouveau par (5.1), s’il existe un état
de contrainte σ∗(x) tel que (5.2) soit satisfaite. On dit alors que d̂(x) est plasti-
quement admissible (P.A.).
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• π(x, d̂(x)) est infini, si d̂(x) n’est pas plastiquement admissible.

De plus, si d̂(x) est plastiquement admissible, l’expression (5.1, 5.2) de π(x, d̂(x))
l’identifie à la dissipation plastique introduite au chapitre I (§ 4.4) :

∀ d̂(x) P.A. , π(x, d̂(x)) = D(x, d̂(x)) .(5.3)

On déduit aussi de ce qui précède, et de l’expression (3.32) reliant π(x, n̂(x), ·)
à π(x, ·), le concept de discontinuité de vitesse [[ Û(x) ]] plastiquement admissible
au franchissement de la surface ΣÛ de normale n(x). Pour une telle discontinuité de
vitesse on a :

∀ ([[ Û(x) ]] , n(x)) P.A. , π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) = D(x, n(x), [[ Û(x) ]]) .(5.4)

� Champs de vitesse virtuels pertinents

On voit maintenant se substituer à la notion de champ de vitesse virtuel pertinent
(§ 3.6) celle de champ de vitesse virtuel plastiquement admissible, c’est-à-dire tel qu’en
tout point du système d̂(x) ou ([[ Û(x) ]], n(x)) soient plastiquement admissibles.

Dans un tel champ Û la puissance résistante maximale n’est autre que la puissance
dissipée plastiquement :

Prm(Û) = Pp(Û) =
∫

Ω

D(x, d̂(x)) dΩ +
∫

Σ

D(x, n(x), [[ Û(x) ]]) da .(5.5)

� Énoncé de la méthode cinématique

On obtient ainsi à partir de l’énoncé de l’approche cinématique par l’extérieur du
calcul à la rupture, celui de la méthode cinématique de la théorie des charges limites.

Tout chargement dont la puissance dans un champ de vitesse virtuel cinématique-
ment et plastiquement admissible est supérieure à la puissance dissipée ne sera
pas supporté par le système.

5.3 Écoulement plastique libre et chargement limite

On est maintenant en mesure, avec les résultats établis dans les sections précé-
dentes, de démontrer la propriété annoncée au chapitre II (§ 5.5.1) concernant les
chargements auxquels on peut associer un mécanisme d’écoulement plastique libre.

Considérant une évolution quasi-statique d’un système sur un trajet de charge-
ment, on suppose que, pour le chargement Q(t) sur ce trajet, équilibré par le champ
de contrainte σ(·, t) plastiquement admissible, il existe un champ de vitesse Up(·, t)
cinématiquement admissible avec q̇p(t) non nul, et « purement plastique » associé
à σ(·, t). Cela signifie qu’en chaque point de Ω, le taux de déformation dp(x, t) et
les éventuelles discontinuités ([[ Up(x, t) ]], n(x)) sur ΣUp sont associés à σ(x, t)par la
règle d’écoulement plastique.
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En appliquant l’énoncé (1.4) du principe des puissances virtuelles il vient(11) :∫
Ω

σ(x) : dp(x) dΩ +
∫

ΣUp

[[ Up(x) ]] . σ(x) . n(x) da = Q(t) . q̇(Up)(5.6)

soit encore, compte tenu de (5.1), (5.3) et (5.4),∫
Ω

D(x, d̂(x)) dΩ +
∫

ΣUp

D(x, n(x), [[ Up(x) ]]) da = Q(t) . q̇p(t) .(5.7)

c’est-à-dire

Pp(Up) = Q(t) . q̇p(t) .(5.8)

La puissance du chargementQ(t) dans un champ de vitesse d’écoulement plastique
libre qui lui correspond est égale à la puissance dissipée plastiquement dans ce champ
de vitesse.

On se trouve donc dans les conditions d’application du thèorème du paragraphe
4.1 sur la combinaison des approches : on en déduit que Q(t) est chargement limite,
ce qui est le résultat annoncé :

Q(t) = Q× .(5.9)

En outre l’inégalité (4.3) devient maintenant

∀Q∗ ∈ K , [ Q(t) − Q∗] . q̇p(t) ≥ 0(5.10)

appelée parfois « théorème du travail plastique maximal » (cf. Mandel, 1966).

Figure 26 – Domaine actuel d’élasticité, domaine K, taux de déformation du système
en écoulement plastique libre

On complète ainsi le résultat établi au chapitre II (§ 5.5.2) où le théorème du
travail maximal concerne q̇r(t) vis-à-vis du domaine actuel d’élasticité du système.
Le chargement Q(t) = Q× est sur la frontière d’écoulement du système, le domaine
actuel d’élasticité est intérieur et tangent en Q(t) = Q× à K et q̇r(t) = q̇p(t) est
normal extérieur aux deux domaines en Q(t) (figure 26).

(11)en simplifiant les notations.
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5.4 Modèle de comportement rigide parfaitement plastique

Certaines présentations introduisent, à propos de l’analyse limite, le concept de système en
matériau rigide parfaitement plastique associé à un système en matériau élastique parfaite-
ment plastique donné : il s’agit du système géométriquement identique au système initial,
soumis au même mode de chargement, et constitué d’un matériau fictif indéformable hormis
plastiquement dans les mêmes conditions que le matériau constitutif initial. Les chargements
extrêmes apparaissent alors, de façon évidente, comme les seuls chargements pour lesquels
la déformation du système est possible, sous réserve de l’existence de champs de vitesse
d’écoulement plastique libre qui leur soient associés.
Cette démarche lève certaines ambiguïtés liées à la définition du matériau rigide parfaitement
plastique par passage à la limite (Lee, 1952 ; Hill, 1952).

6 Repères historiques et actualité du calcul à
la rupture

6.1 Galilée et la poutre console

Figure 27 – La poutre console étudiée par Galilée (1638)

Il est d’usage et légitime d’invoquer Galilée (1638) comme première référence
explicite de la démarche du calcul à la rupture. La figure 27 extraite des Discorsi
présente le problème de la poutre console où Galilée se propose de déterminer la
charge maximale susceptible d’être supportée par la poutre encastrée à partir de la
donnée de la résistance des fibres de bois. La figure 28 schématise le raisonnement de
Galilée qui équilibre en B le moment de la force active P par le moment des résistances
des fibres de la poutre, arguant du fait que la rupture se produira en ce point. Avec
nos notations, on aboutit à la valeur P = σ0bh

2/2l.

Ce résultat a suscité maints commentaires : à titre d’exemple, la figure 29 reproduit
la note des traducteurs (Henry Crew et Alfonso de Salvio, 1914) dans une édition en
langue anglaise (1954).

L’examen du raisonnement de Galilée du point de vue de la théorie du calcul à
la rupture, telle qu’elle a été présentée dans les sections 3 et 4 notamment, conduit
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hb
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Figure 28 – Représentation schématique du raisonnement de Galilée

à une vision beaucoup moins critique que celle de la figure 29. On voit d’abord qu’il
s’agit effectivement d’une approche de type « calcul à la rupture » puisque la seule
information disponible concernant le système étudié est la résistance de ses fibres
constitutives et que Galilée ne fait intervenir que des considérations d’équilibre et de
résistance dans la géométrie donnée du système. Le raisonnement se rattache sans
ambiguïté à l’approche statique par l’extérieur comme pratiquée dans la section
3.1 : Galilée exprime la compatibilité entre la seule équation d’équilibre des moments
en B et la résistance en traction des fibres. En conséquence le résultat obtenu s’in-
terprète comme une borne supérieure de la charge extrême cherchée(12). L’approche
cinématique duale, équivalente, est évidente. Plus encore, la lecture du texte de Ga-
lilée ne semble pas faire apparaître la préoccupation de la résistance des fibres en
compression ; si celle-ci est implicitement supposée infinie, le résultat obtenu devient
la valeur exacte de la charge extrême (si, selon l’approximation courante, on ne s’in-
téresse pas à l’effort tranchant dans la poutre et à sa reprise par des contraintes de
cisaillement).

Figure 29 – Note des traducteurs sur le problème de la poutre console (Galilée, 1954)

(12)C’est, sembe-t-il, la constatation du caractère excessif du résultat de Galilée qui a conduit Ma-
riotte (1620-1684) à effectuer des expériences sur la flexion des poutres et a permis sa contribution
à la découverte de l’élasticité (vers 1680).
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6.2 Coulomb et le concept de « forces coercitives »

Figure 30 – Planche de figures extraite de Essai sur une application des règles de Maxi-
mis et Minimis à quelques Problèmes de Statique, relatifs à l’Architecture
(Coulomb, 1773)

Une autre référence obligée est évidemment le mémoire de Coulomb (1773) qui
peut être considéré comme un texte fondateur du calcul à la rupture. La figure 30,
planche extraite de ce mémoire, donne un aperçu des problèmes étudiés parmi lesquels
la compression d’une colonne, la stabilité d’un mur de soutènement ou d’une voûte
en maçonnerie, etc. Sur l’exemple de la compression du pilier, Coulomb expose le
principe de base de ses analyses. Dans la suite il interprète avec précision les concepts
de « frottement » et de « cohésion » auxquels il donne le nom de forces « coercitives »
pour manifester la différence avec les forces actives (figure 31) : le fait que ces forces
ne soient estimées que par les limites de leur résistance constitue évidemment le point
clé des raisonnements.

L’analyse de la stabilté du mur de soutènement procède de la théorie de l’ap-
proche statique par l’extérieur . Coulomb, isolant par la pensée un volume de sol
qui s’appuie sur le mur et est limité par une courbe quelconque, examine la compati-
bilité entre l’équilibre global de ce volume et la résistance du sol ; il énonce le principe
de rechercher la courbe la plus défavorable vis-à-vis de ce critère. En fait la méthode
est appliquée en se restreignant à des droites et l’on s’y réfère fréquemment sous le
nom de méthode du prisme de Coulomb. Si l’on se place du point de vue de la
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théorie exposée dans les sections 3 et 4, la dualisation de cette approche statique par
l’extérieur sous la forme d’une approche cinématique fait appel à des mouvements
rigidifiants dans le volume de sol comme au paragraphe 3.7.1.

Figure 31 – Du Frottement extrait de l’Essai de Coulomb

Pour l’analyse de la stabilité d’une voûte, Coulomb ne prend en compte que le
frottement et la cohésion des joints entre les voussoirs qui doivent permettre d’as-
surer la compatibilité avec l’équilibre sous l’action de la pesanteur et d’une poussée
horizontale (figure 32).

6.3 Le calcul à la rupture des ouvrages et des structures du
génie civil

Le mémoire de Coulomb est à l’origine de nombreuses méthodes d’analyse de
stabilité mises en œuvre par les ingénieurs. Ainsi, pour les ouvrages en maçonnerie,
on peut citer à titre d’exemples les travaux de Méry (1840), Durand-Claye (1867,
1880) dont on trouvera des analyses précises par Heymann (1966, 1969, 1972, 1980,
1982) et par Delbecq (1981, 1982). Il est intéressant de remarquer que, l’analyse de
Coulomb étant antérieure à la théorie de l’élasticité, il a été tentant par la suite de
mêler les deux points de vue, ce qui a parfois conduit à une perte de la signification
théorique de la méthode sans préjudice pour l’application pratique.

C’est évidemment en mécanique des sols que le mémoire de Coulomb a donné
lieu par la suite à de nombreuses analyses développées dans le même esprit et jouit
encore de nos jours d’une grande célébrité. Pour les problèmes de poussée et de butée
des terres diverses méthodes s’attachent à vérifier que l’équilibre global, c’est-à-dire
en termes de torseurs, d’un volume de sol défini géométriquement par quelques pa-
ramètres dans l’ouvrage considéré peut être assuré compte tenu de la condition de
résistance du sol exprimée en règle générale par un critère de résistance de Coulomb
qui limite les états de contraintes admissibles. On citera ainsi la méthode de Culmann
(1866), l’analyse de Fellenius pour la stabilité des pentes, où les volumes de sol dont
on vérifie l’équilibre sont limités par des cercles. Lorsque de tels volumes limités par
des cercles sont utilisés pour des sols frottants, il apparaît que l’analyse ne peut abou-
tir qu’en y introduisant des hypothèses complémentaires comme dans la méthode des
tranches par exemple (Fellenius, 1936 ; Bishop, 1954 ; Taylor, 1937, 1948). En limitant
par des spirales logarithmiques les volumes considérés, Rendulic (1935) a levé cette
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Figure 32 – Deuxième planche de figures de l’Essai de Coulomb

difficulté, rétablissant ainsi la signification mécanique de la méthode (approche par
l’extérieur statique).

La stabilité des fondations superficielles et la détermination de leur capacité por-
tante ont été abordées de la même façon. Elles ont fait l’objet d’analyses par les
méthodes dites « d’équilibre limite » (Chen, 1975), notamment dans le cas des pro-
blèmes plans : les équations correspondantes ont été établies par Massau (1899) et
Kötter (1903, 1909) et l’on trouvera d’importants développements sur ce sujet dans
les livres fameux de Sokolovski (1955, 1960, 1965) et Berezancew (1952) ; (cf. aussi
Salençon, 1974).

Pour en terminer avec l’évocation du mémoire de Coulomb et de ses successeurs en
mécanique des sols on ne peut manquer de citer l’analyse récente de Schofield (1998).

Un autre domaine classique d’application de la théorie du calcul à la rupture
concerne l’analyse des plaques métalliques et des dalles minces en béton armé, illustrée
notamment dans ce dernier cas par le critère de Johansen et la méthode des lignes de
rupture (Johansen, 1932, 1952) ; (cf. Save et Massonnet, 1973 ; Save, Massonnet et de
Saxce, 1997).

Plus récemment la combinaison de la théorie de l’homogénéisation et de la théo-



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

206 Chapitre III – Calcul à la rupture et Analyse limite

rie du calcul à la rupture a ouvert la voie à de nouveaux types d’analyses qui ont
conduit à des résultats intéressants tels que la détermination du critère de résistance
« homogénéisé » macroscopique d’un matériau composite à partir de la connaissance
des résistances de ses éléments constitutifs, y compris les interfaces : avec ce critère
de résistance, le calcul à la rupture d’une structure en matériau composite se ramène,
sous certaines conditions, à celui d’une structure homogène (Suquet, 1981-1985 ; de
Buhan, 1986). Du point de vue pratique le domaine d’application de ces résultats va
des composites classiques à fibres longues en génie mécanique (de Buhan, Salençon
et Taliercio, 1990 ; de Buhan et Taliercio, 1991) aux sols renforcés par des inclusions
telles que clous, géotextiles, « geogrids », ou armatures métalliques, en génie civil (de
Buhan, Salençon et Siad, 1986 ; Siad, 1987 ; de Buhan, Salençon et Dormieux, 1998).

Le survol historique qui précède montre que le calcul à la rupture, bien avant la
formulation de la théorie de la plasticité et même de l’élasticité, avant même d’ailleurs
d’être convenablement mis en forme, est apparu comme le mode de raisonnement
privilégié dans le domaine du génie civil (ou militaire !) et de la construction dès
lors que l’on ne se satisfaisait plus des seules « règles de l’art ». On peut tenter
quelques réflexions sur l’origine inductive de ces méthodes où l’observation des figures
de rupture que l’on rencontre couramment dans ces domaines semble avoir joué un
rôle déterminant.

Figure 33 – Rupture en flexion d’un modèle réduit de dalle armée (Milicevic, Faculté
polytechnique de Mons

La figure 33 donne l’exemple d’un essai pratiqué sur un modèle de dalle armée où
l’on voit que la déformation de la dalle à la rupture en flexion est localisée le long de
« charnières ». On peut alors analyser la rupture à travers un mécanisme construit
sur ces charnières en introduisant le concept de résistance (en flexion) mobilisée en
chaque point de celles-ci. Une condition de sécurité vis-à-vis de la ruine de la dalle
apparaît alors « naturellement » : les résistances mobilisées le long des charnières
doivent équilibrer les forces motrices dans le mécanisme considéré. C’est là une forme
intuitive de l’approche cinématique du calcul à la rupture. La même démarche de
pensée est suscitée par l’observation d’une figure de ruine d’une structure constituées
de barres ou de poutres.

Les mécanismes de rupture des ouvrages en terre, en vraie grandeur ou sur modèles
réduits, mettent en évidence des « bandes de glissement » (Desrues, 1984). Dans
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Figure 34 – Poinçonnement d’un matériau frottant bidimensionnel : rouleaux de Schnee-
beli (la caméra est solidaire du poinçon ; Bonnet et Morio, LCPC, 1972)

certains cas, tels que les instabilités de pentes, pratiquement toute la déformation de
l’ouvrage se trouve concentrée dans ces zones. Elles sont assimilées à des surfaces de
glissement le long desquelles on est naturellement amené à postuler que la résistance
mobilisée doit équilibrer l’effet des forces motrices. C’est l’intuition de l’approche
statique (par l’extérieur, comme elle a été mise en œuvre par Coulomb). Dans d’autres
cas (figure 34) les bandes de glissement sont associées à des champs de vitesse continus
et le prolongement « naturel » du raisonnement consiste alors à écrire l’équilibre
des forces motrices et des forces résistantes dans le système vis-à-vis du mouvement
correspondant ce qui conduit implicitement à se référer aux puissances développées
par ces forces.

Ce lien visible entre les méthodes du calcul à la rupture et l’observation des phéno-
mènes contribue à expliquer que, malgré le caractère « rustique » de la modélisation
sous-jacente en ce qui concerne le comportement du matériau constitutif alors que l’on
développe des modèles raffinés pour lesquels on dispose de puissants logiciels de calcul,
le calcul à la rupture continue à être utilisé pour le dimensionnement des ouvrages.
Les deux types d’approches ne sont, en fait, pas exclusifs l’un de l’autre si l’on prend
garde de ne pas sortir de leur limite de pertinence. Ainsi, le calcul à la rupture ne
saurait évidemment être utilisé pour une évaluation des déformations d’un ouvrage ;
on aura pour cela recours aux logiciels raffinés évoqués ci-dessus à la condition de
disposer de données fiables, notamment en ce qui concerne l’état initial et l’histoire
du chargement (et de construction) de l’ouvrage. En revanche, en raison de sa rusti-
cité, il peut fournir des informations indépendantes de ces données et, compte tenu
de la rapidité des calculs que sa mise en œuvre nécessite, il facilite les études para-
métriques. Ces dernières sont essentielles dans l’analyse a posteriori des cas de ruine,
notamment lorsqu’il s’agit d’évaluer les résistances effectivement mobilisées dans les
éléments concernés.

Les règlements de calcul incluent désormais l’approche de la sécurité par le calcul
aux états limites ultimes (E.L.U) qui se place clairement dans l’esprit du calcul à
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la rupture (Ovesen, 1989). Celui-ci en fournit les fondements théoriques (Salençon,
1993). Il permet en particulier de faire sans ambiguïté la distinction entre « charges »
et « résistances » et, en mécanique des sols dans le cas du critère de Coulomb, de
définir de façon cohérente les méthodes cinématiques. L’introduction des coefficients
de sécurité partiels sur les charges et sur les résistances vise, entre autres, à contrôler
l’hypothèse des changements de géométrie négligeables et la compatibilité physique
des déformations nécessaires pour mobiliser les résistances des matériaux aux niveaux
adoptés pour les calculs (§ 2.2.3).
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Récapitulatif des formules essentielles

•Mode de chargement

∀Û S.A. dans le mode

P(e)(Q, Û) = Q . q̇(U̇)

∀σ S.A. dans le mode , ∀Û C.A. dans le mode ,∫
Ω

σ(x) : d̂(x) dΩ +
∫

ΣÛ

[[ Û(x) ]] . σ(x) . n(x) da = Q(σ) . q̇(Û)

σ −→ Q(σ) ∈ Rn

Û −→ q̇(Û) ∈ R
n

}
linéaires

• Capacités de résistance

σ(x) ∈ G(x) ⊂ R6 ⇐⇒ f (x, σ(x)) ≤ 0

Densités de puissance résistante maximale

π(x, d̂(x)) = sup {σ′(x) : d̂(x) | σ′(x) ∈ G(x)}

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) = sup {[[ Û(x) ]] . σ′(x) . n(x) | σ′(x) ∈ G(x)}

• Chargements potentiellement supportables

Approche par l’intérieur

Q ∈ K ⇔ ∃ σ

∣∣∣∣∣
S.A. avec Q ,

σ(x) ∈ G(x) , ∀x ∈ Ω

Approche par l’extérieur

Prm(Û) =
∫

Ω

π(x, d̂(x)) dΩ +
∫

ΣÛ

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) da

{
∀Û C.A. dans le mode ,

K ⊂ {Q . q̇(Û) ≤ Prm(Û)}
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• Combinaison des approches

σ× S.A. dans le mode

σ×(x) ∈ G(x), ∀x ∈ Ω

∣∣∣∣∣ → Q(σ×) ∈ K

Û
×
C.A. dans le mode, q̇(Û) �= 0

Q(σ×) ∈ K ,

Q(σ×) . q̇(Û) = Prm(Û) , q̇(Û) �= 0 ,

⇒ ∀Q∗ ∈ K [ Q(σ×) − Q∗] . q̇(Û) ≥ 0

⇒ Q(σ×) chargement extrême

• Théorie des charges limites

G(x) = C(x)

π(x, d̂(x)) < +∞ ⇒ π(x, d̂(x)) = D(x, d̂(x))

π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) < +∞ ⇒ π(x, n(x), [[ Û(x) ]]) = D(x, n(x), [[ Û(x) ]])

chargements extrêmes = chargements limites.
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Mémento de Mécanique
des milieux continus

et de
Thermoélasticité

Géométrie

Description du mouvement

Transformation et déformation

Cinématique et dérivation particulaire

Modélisation des efforts

Puissances virtuelles et théorèmes généraux

Champ de contrainte

Étude locale

Thermoélasticité

Comportement thermoélastique

Évolutions thermoélastiques quasi-statiques

Problèmes classiques

Méthodes variationnelles
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Géométrie

Notation Signification

X vecteur-position dans κ0

x vecteur-position dans κt

φ(X, t) bijection de Ω0 sur Ωt

J(X, t) Jacobien de la transformation

dΩ0 élément de volume dans κ0

dΩt élément de volume dans κt

U(X, t) vitesse en description lagrangienne

U(x, t) vitesse en description eulérienne

F (X, t) gradient de la transformation

dM0 , ds0 vecteur élémentaire dans κ0 , ds0 = |dM0|
dM , ds vecteur élémentaire dans κt , ds = |dM |

dA = N dA vecteur-aire élémentaire dans κ0

da = nda vecteur-aire élémentaire dans κt

C(X, t) tenseur des dilatations

e(X, t) tenseur des déformations de Green-Lagrange

ξ(X, t) déplacement

ε(X, t) tenseur des déformations linéarisé

∇ gradient dans κ0

grad gradient dans κt

grad U(x, t) gradient eulérien du champ de vitesse

d(x, t) taux de déformation (eulérien)

θ̇ taux de glissement

Ω(x, t) taux de rotation

Ω(x, t) vecteur tourbillon

d

dt
ou ˙ symbole de la dérivation particulaire

W vitesse de propagation

[[ ]] symbole du « saut » ou discontinuité

ρ(x, t) masse volumique dans κt

ρ0(X) masse volumique dans κ0
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Description du mouvement

� Le concept de milieu continu est une modélisation physique macroscopique issue de l’expérience
courante, dont la pertinence est avérée selon les problèmes abordés et en fonction de l’échelle des
phénomènes mis en jeu.

Dans la formulation mathématique de ce concept, un système mécanique est représenté par un
volume constitué, au niveau différentiel, de particules. L’état géométrique de ces particules, est
caractérisé par la connaissance de leur position dans un référentiel R.

� La description lagrangienne identifie les particules par leur position dans une configuration
du système prise comme référence. Le mouvement est décrit en définissant la position de chaque
particule, ainsi indexée, au cours de l’évolution, c’est-à-dire en se donnant sa trajectoire et son
horaire de parcours :

x = φ(X, t) .

� La continuité du milieu s’exprime par la continuité spatiale et temporelle de la correspondance
entre la position initiale de la particule et sa position actuelle. Des conditions de continue différen-
tiabilité par rapport aux variables X et t sont de plus imposées :

φ bijective , de classe C1 ou C2 de même que φ−1 ,

d’où

0 < J(X, t) =
D(x1, x2, x3)

D(X1, X2, X3)
< +∞

dΩt = J(X, t) dΩ0

et la vitesse de la particule est

U(X, t) =
∂φ(X, t)

∂t
.

La validation expérimentale du modèle montre qu’il y a lieu d’affaiblir ces hypothèses de régu-
larité en ne les imposant que « par morceaux ».

� La description eulérienne adopte le point de vue incrémental et définit le mouvement du sys-
tème par la donnée, à chaque instant, du champ des vitesses des particules : elle se place sur la
configuration actuelle et les variables spatiales qui y apparaissent ont une signification purement
géométrique

U = U(x, t) .

La notion de continuité dans la description eulérienne correspond aux continuité et continue
différentiabilité spatiales et temporelles, par morceaux, du champ des vitesses.

� Le mouvement est stationnaire dans le référentiel R si sa description eulérienne est indépendante
de t :

U(x, t) ≡ U(x) .
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Transformation et déformation

� Dans une représentation lagrangienne, la comparaison entre la configuration actuelle et la confi-
guration initiale, sans aucune référence à l’histoire intermédiaire du système considéré, introduit au
plan géométrique deux concepts essentiels : le transport et la déformation.

� Le transport convectif , dont l’exemple le plus simple est relatif au point matériel, exprime la
correspondance entre les positions actuelle et initiale des éléments matériels.

� L’étude de la transformation du système fait appel à la notion de transformation homogène
tangente. Celle-ci est définie par le tenseur gradient de la fonction vectorielle qui exprime le transport
convectif du point matériel : c’est le gradient de la transformation

F (X, t) = ∇φ(X, t) .

Les formules de transport d’un vecteur, d’une surface ou d’un volume matériels, font intervenir
le tenseur enclidien associé à cette application linéaire :

dM = F (X, t) . dM0

dΩt = dΩ0 det [ F (X, t)] = J(X, t) dΩ0

da = J(X, t) tF−1(X, t) . dA .

� La déformation dégage, localement, en quoi la transformation subie par le système d’une confi-
guration à l’autre diffère d’une isométrie directe : elle mesure le changement de forme local. Elle
introduit pour cela le tenseur des dilatations

C(X, t) = tF (X, t) . F (X, t)

et le tenseur des déformations de Green-Lagrange

e(X, t) =
1

2
[ C(X, t) − 1l ]

qui permettent d’exprimer les variations de longueurs et les variations angulaires :

dM . dM ′ = dM0 . C(X, t) . dM ′
0 ,

ds2 − ds2
0 = 2dM0 . e(X, t) . dM0 ,

sin θ = C12(X, t)/
√

C11(X, t) C22(X, t) .
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� Dans la base orthonormée de leurs directions principales communes dans κ0, C(X, t) et e(X, t)

prennent la forme diagonale. Ainsi :

C(X, t) = λ2
1(X, t) e1 ⊗ e1 + λ2

2(X, t) e2 ⊗ e2 + λ2
3(X, t) e3 ⊗ e3

(λi(X, t) > 0, i = 1, 2, 3 : dilatations principales).

Le trièdre orthogonal de ces directions principales dans κ0 est transporté convectivement dans
κt selon des directions orthogonales (propriété caractéristique).

� On définit le déplacement :
ξ(X, t) = φ(X, t) − X .

� Lorsque la transformation est infinitésimale les formules se simplifient par linéarisation :

‖∇ξ(X, t)‖ � 1

e(X, t) � ε(X, t) =
1

2
[∇ξ(X, t) + t∇ξ(X, t) ]

ε(X, t) � 1

2
[ grad ξ(x, t) + tgrad ξ(x, t) ], x = φ(X, t)

dΩt � dΩ0 [1 + div ξ(X, t) ]

(ds − ds0)/ds0 = ε11(X, t)

θ = 2 ε12(X, t) .

� Les déformations sont engendrées par des sollicitations extérieures mécaniques, thermiques, hy-
grométriques, par des évolutions chimiques et des réorganisations structurelles, etc. Le problème de
leur compatibilité géométrique se pose alors : savoir si ces déformations sont compatibles avec la
continuité du milieu.

Les conditions nécessaires de compatibilité géométrique s’écrivent, si ‖∇ξ‖ � 1,

εij,k� + εk�,ij − εik,j� − εj�,ik = 0 , i, j, k, � = 1, 2, 3 ,

en coordonnées cartésiennes orthonormées. Ces six conditions sont également suffisantes si le domaine
de définition du champ ε est simplement connexe. Dans le cas contraire on doit satisfaire des condi-
tions de fermeture. On doit dans tous les cas contrôler la compatibilité du champ de déplacement
solution avec les conditions au contour qui le concernent.
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Cinématique et dérivation particulaire

Le point de vue incrémental pour la description de l’évolution d’un système peut être abordé en
description lagrangienne ou en description eulérienne.

� En description lagrangienne, la dérivation par rapport au temps s’identifie à la dérivée particulaire
qui suit l’évolution d’une grandeur attachée à une particule, à un ensemble discret de particules, ou
à un domaine matériel. Au plan géométrique, la cinématique du milieu continu se déduit directement
de l’étude du transport convectif, de la transformation et de la déformation entre une configuration
initiale de référence et la configuration actuelle.

Le taux de déformation lagrangien est naturellement ė (X, t) qui fournit :

d

dt
(dM . dM ′) = 2 dM0 . ė (X, t) . dM ′

0 .

� En description eulérienne, à chaque instant, l’évolution infinitésimale à venir est définie sur la
configuration actuelle. Le mouvement étant donné par le champ des vitesses,

U = U(x, t) ,

le gradient de ce champ sur la configuration actuelle définit localement la transformation infinitési-
male :

˙
d̂M = grad U(x, t) . dM

˙ıdΩt = divU(x, t) dΩt .

� Le tenseur taux de déformation (eulérien), partie symétrique de ce gradient,

d(x, t) =
1

2

(
grad U(x, t) + tgrad U(x, t)

)
caractérise l’évolution de la métrique,

d

dt
(dM . dM ′) = 2 dM . d(x, t) . dM ′

˙Ùds

ds
= d11(x, t)

θ̇ = 2 d12(x, t) .

Le taux de déformation (eulérien) et le taux de déformation Lagrangien sont liés par la relation
de transport :

d(x, t) = tF−1 (X, t) . ė (X, t) . F−1 (X, t) , x = φ (X, t) .

� Dans la base orthonormée de ses directions principales dans κt, d(x, t) prend la forme diagonale :

d(x, t) = d1(x, t) e1 ⊗ e1 + d2(x, t) e2 ⊗ e2 + d3(x, t) e3 ⊗ e3

[ di(x, t), i = 1, 2, 3 : vitesses de déformations principales ].

Un trièdre de vecteurs matériels colinéaires à ces directions principales dans κt demeure ortho-
gonal dans la transformation infinitésimale entre t et t + dt (propriété caractéristique).
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� La partie antisymétrique du gradient du champ de vitesse est le taux de rotation :

Ω(x, t) =
1

2
[ grad U(x, t) − tgrad U(x, t)] .

Il définit localement la vitesse de rotation du trièdre matériel des directions principales de d(x, t),
qui est aussi la vitesse moyenne de rotation de la matière. Ω(x, t) est le vecteur tourbillon :

∀ dM ∈ κt , Ω(x, t) . dM = Ω(x, t) ∧ dM

� La description eulérienne, définissant les grandeurs sur la configuration actuelle en fonction des
variables géométriques et du temps, n’identifie pas les éléments matériels. La dérivation particulaire
doit alors y être effectuée comme la dérivation par rapport au temps en suivant la particule ou
l’élément matériel concerné. Ceci apparaît dans la structure des formules correspondantes où l’on
trouve de façon systématique un terme qui correspond à la dérivation partielle par rapport au temps
les variables géométriques étant maintenues constantes (point ou élément géométrique « figé »),
auquel s’ajoute un terme de convection. Celui-ci est la contribution due au transport convectif de
la particule ou de l’élément matériel auquel est attachée la grandeur considérée :

B = b(x, t) Ḃ =
db

dt
=

∂b

∂t
+ grad b . U .

� Une attention particulière est portée à la dérivation particulaire des intégrales de volume en raison
du rôle privilégié qui leur revient pour définir les grandeurs physiques relatives à un système dans la
modélisation du milieu continu :

I =

∫
Ωt

b(x, t) dΩt , b et/ou U discontinues sur Σt ,

İ =

∫
Ωt

∂b

∂t
dΩt −

∫
Σt

[[ b ]]W dΣt +

∫
∂Ωt

(b ⊗ U) . da .

� La masse d’un système s’exprime comme l’intégrale de sa masse volumique. La conservation de
la masse s’exprime au plan local par l’équation de continuité

dρ

dt
+ ρ div U = 0
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et l’équation de saut associée
[[ρ(U − W ) ]] . n = 0 sur Σt

en description eulérienne.

La masse de l’élément matériel défini par dΩ0 en M0 dans la configuration de référence κ0 est
constante dans le temps :

dm = ρ0(X) dΩ0 = ρ(x, t) dΩt .
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Modélisation des efforts

Notation Signification

R référentiel galiléen

S système

S′ sous-système de S

Û mouvement virtuel

Û vitesse virtuelle, champ de vitesse virtuel

P(e),P ′
(e) puissance virtuelle des efforts extérieurs

pour S et S′

P(i),P ′
(i) puissance virtuelle des efforts intérieurs

pour S et S′

A,A′ puissance virtuelle des quantités

d’accélération pour S et S′

{D̂} distributeur

[F ] torseur

[F ] · {D̂} produit de dualité « torseur-distributeur »

[Fe], [F ′
e] torseur des efforts extérieurs à S et S′

[Fi], [F ′
i ] torseur des efforts intérieurs à S et S′

[MA], [MA′] torseur des quantités d’accélération de S et S ′

[MU ], [MU ′] torseur des quantités de mouvement de S et S ′

K(U), K ′(U) énergie cinétique de S et S′

F (x, t) force massique

T Ω(x, t) force surfacique au contour de S
T Ω′ (x, t) force surfacique au contour de S′

df force de surface élémentaire

σ(x, t) tenseur des contraintes de Cauchy

T [ x, t, n(x) ] vecteur-contrainte

π(X, t) tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

σ contrainte normale

τ contrainte tangentielle

σ1, σ2, σ3 contraintes[-.2cm] principales

I1, I2, I3 invariants de σ(x, t)

σm contrainte moyenne

s(x, t) déviateur de σ(x, t)

J2, J3 invariants de s(x, t)

σoct contrainte octaédrale

| τoct| cission octaédrale
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Puissances virtuelles et théorèmes généraux

La modélisation des efforts suppose en préalable la modélisation géométrique du système étudié
et doit être cohérente avec elle.

� La formulation dualisée de la loi fondamentale de la dynamique sur l’espace vectoriel des
mouvements virtuels exprime que la somme des puissances virtuelles des efforts extérieurs et des
efforts intérieurs est égale à la puissance virtuelle des quantités d’accélération en repère galiléen,
dans tout mouvement virtuel du système (ou du sous-système) :

en référentiel galiléen R ,

∀S′ ⊂ S ,

∀Ûm.v. , P ′
(e)(Û) + P ′

(i)(Û) = A′(Û) .

La dualisation de la loi des actions mutuelles se réfère aux mouvements virtuels rigidifiants.
La puissance virtuelle des efforts intérieurs au système (ou au sous-système) est nulle dans tout
mouvement rigidifiant le système (ou le sous-système) :

∀S′ ⊂ S ,

∀Ûm.v.r pour S′ , P ′
(i)(Û) = 0 .

Ces deux énoncés « des puissances virtuelles », posés en principe, constituent le fondement de
la méthode des puissances virtuelles pour la modélisation des efforts.

� Le rôle essentiel joué par les mouvements virtuels rigidifiants conduit à leur étude particulière. On
introduit la notion de distributeur :

{D̂} = {O , Û0 , ω̂0 } = {O′ , Û0 + ω̂0 ∧ OO′ , ω̂0 }

qui définit le champ de vitesse virtuel rigidifiant Û :

Û(x) = Û0 + ω̂0 ∧ OM

Par dualité apparaît la notion de torseur :

[F ] = [ O , F 0 , C0 ] = [ O′ , F 0 , C0 + O′O ∧ F 0 ]

[F ] . {D̂} = F 0 . Û0 + C0 . ω̂0

� On établit les théorèmes généraux, valables pour toute modélisation mécaniquement cohérente,
qui expriment la loi fondamentale de la dynamique


en référentiel galiléen R ,

∀S′ ⊂ S ,

[F ′
e] = [MA′]

et la loi des actions mutuelles en termes de torseurs

∀S′ ⊂ S , [F ′
i ] = 0 .

� Pour les milieux continus classiques la loi fondamentale de la dynamique s’exprime aussi par le
théorème de conservation de la quantité de mouvement en termes de torseurs


en référentiel galiléen R ,

∀S′ ⊂ S ,

[F ′
e] =

d

dt
[MU ′]
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ou encore par le théorème d’Euler :

en référentiel galiléen R ,

∀S′ ⊂ S, [F ′
e] =




∂(ρU )

∂t
dΩt sur Ω′

t ,

ρ(U ⊗ U) . da sur ∂Ω′
t ,

(−[[ ρ U ]] W dΣt sur Σt ∩ S′ si onde de choc)


 .

On en déduit le théorème de l’énergie cinétique

K ′(U ) =
1

2

∫
Ω′

t

ρ(x, t) U2(x, t) dΩt

en référentiel galiléen R ,

∀S′ ⊂ S , P ′
(e)(U) + P ′

(i)(U) =
d

dt
K ′(U) .

Champ de contrainte

� La construction de la modélisation des efforts en mécanique des milieux continus classique par la
méthode des puissances virtuelles choisit, comme espace vectoriel des mouvements virtuels, l’ensemble
des champs de vecteurs continus et continûment différentiables par morceaux .

Les efforts extérieurs au système étudié sont modélisés par des densités volumiques de forces,
à l’intérieur du système, et des densités surfaciques de forces à son contour.

La même forme est adoptée relativement à un sous-système quelconque avec, en outre, l’hypothèse
qu’il n’y a pas d’efforts intérieurs à distance entre les particules constitutives du système elles-
mêmes :

P ′
(e)(Û) =

∫
Ω′

t

ρ(x, t)F (x, t) . Û(x) dΩt +

∫
∂Ω′

t

T Ω′ (x, t) . Û(x) da .

� On postule que la puissance virtuelle des efforts intérieurs se met sous la forme de l’intégrale d’une
densité volumique, forme linéaire des valeurs locales du champ de vitesse virtuel et de son gradient,
indépendante du sous-système considéré. L’approche la plus générale dans le cadre fixé modélise les
efforts intérieurs par le champ d’un tenseur du deuxième ordre, qui doit être symétrique pour
respecter la loi des actions mutuelles. Ce tenseur est, dans la densité de puissance virtuelle des efforts
intérieurs, la variable duale du taux de déformation virtuel (au signe près) :

P ′
(i)(Û) =

∫
Ω′

t

−σ(x, t) : d̂(x) dΩt +

∫
Σ

Û
∩Ω′

t

−[[ Û(x) ]] . σ(x, t) . n(x) da .
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� Les équations de la dynamique fournissent, pour ce champ tensoriel symétrique, trois équations
aux dérivées partielles du premier ordre

divσ(x, t) + ρ(x, t)[ F (x, t) − a(x, t)] = 0 sur Ωt

et trois conditions aux limites au contour du système

σ(x, t) . n(x) = T Ω(x, t) sur ∂Ωt .

Les efforts extérieurs au contour d’un sous-système quelconque sont alors déterminés par :

T Ω′ (x, t) = σ(x, t) . n(x) sur ∂Ω′
t .

� L’interprétation mécanique de la modélisation montre que les efforts intérieurs, réduits à des actions
de contact entre les particules du système, sont schématisés de la façon suivante : les particules
situées de part et d’autre d’un plan géométrique à l’intérieur du système, infiniment près de celui-ci,
exercent les unes sur les autres des efforts représentés par des forces surfaciques distribuées sur ce
plan géométrique, appelé aussi « facette » :

df = σ(x, t) . n(x) da .

La densité surfacique correspondante est le vecteur-contrainte sur la facette :

T [ x, t, n(x) ] = σ(x, t) . n(x) .

Le champ tensoriel symétrique de la modélisation est le champ des tenseurs des contraintes
de Cauchy , ou champ de contrainte (de Cauchy).

� Lorsque le champ de contrainte est continu et continûment différentiable, par morceaux , les
équations de la dynamique comportent en outre l’équation de saut :

[[ σ(x, t) ]] . n(x) + F Σ(x, t) = ρ(x, t)[[ U(x, t) ]][U(x, t) − W (x, t) ] . n(x) sur Σσ .

En l’absence d’onde de choc ([[ U(x, t) ]] = 0) et de densité surfacique de forces extérieures à
l’intérieur du système (F Σ(x, t) = 0), cette équation exprime la continuité du vecteur-contrainte
sur la surface de discontinuité du champ σ :
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� Le transport, sur la configuration de référence, de la puissance virtuelle des efforts intérieurs fait
apparaître que le taux de déformation lagrangien est associé par dualité à un tenseur symétrique qui
est, de ce point de vue, l’homologue du tenseur des contraintes de Cauchy :

P ′
(i)(Û) =

∫
Ω′

0

−π(X, t) : ˆ̇e(X, t) dΩ0 .

C’est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

π

ρ0
= F−1 .

σ

ρ
. tF−1

qui correspond au transport convectif de la force sur un élément de surface orienté, comme si cette
force était un vecteur matériel. π (X, t) est symétrique.

Étude locale

� Le tenseur des contraintes de Cauchy en un point définit l’application linéaire qui détermine le
vecteur-contrainte pour toute facette passant par ce point :

T (n) = σ . n .

En base orthonormée
Ti = σij nj

la composante σij du tenseur des contraintes de Cauchy représente la composante selon la
direction ei du vecteur-contrainte sur la facette de normale ej .

� Sur une facette quelconque, on calcule la contrainte normale σ (positive en traction) et la contrainte
tangentielle τ :

σ = T (n) . n = n . σ . n

T (n) = σ n + τ

| τ | = [(σ . n)2 − (n . σ . n)2]
1
2 .
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� Dans le cas général, pour un état de contrainte donné, il existe trois facettes sur lesquelles le vecteur-
contrainte est normal. Ces facettes sont orthogonales aux directions principales des contraintes et
les contraintes correspondantes sont les contraintes principales.

Dans la base orthonormée des directions principales :

σ = σ1 e1 ⊗ e1 + σ2 e2 ⊗ e2 + σ3 e3 ⊗ e3 .

Invariants (dans tout changement de base) :

I1 = tr σ =σi
i =σ1 + σ2 + σ3

I2 = tr(σ2)/2 =(σi
j σj

i)/2 =[(σ1)2 + (σ2)2 + (σ3)2]/2

I3 = tr(σ3)/3 =(σi
j σi

k σk
i)/3=[(σ1)3 + (σ2)3 + (σ3)3]/3 .

� On décompose σ en sa partie sphérique σm 1l, et sa partie déviatorique s ou déviateur des
contraintes :

σ = σm 1 + s

σm = I1/3 , s = σ − σm 1l ,

dont les invariants sont

J1 = tr s = 0 , J2 = (tr s2)/2 , J3 = (tr s3)/3 ,

avec les relations
I2 = J2 + (I1)

2/6

I3 = J3 + 2 I1J2/3 + (I1)
3/27 .
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La facette également inclinée sur les trois directions prinicpales est dite « octaédrale ». La contrainte
normale σoct et la contrainte tangentielle | τoct| sur cette facette sont appelées « contrainte octaé-
drale » et « cission octaédrale » :

σoct = I1/3 = σm , | τoct| =
√

2J2/3 .
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Thermoélasticité

Notation Signification

r(x, t) densité volumique de chaleur reçue

e(x, t) énergie interne massique

q(x, t) courant de chaleur sortant

s(x, t) entropie massique

T (x, t) température absolue

ψ énergie libre massique

ϕp(e) liaison interne

ηp multiplicateur de Lagrange

associé à une liaison interne

I′1, I′2, I′3 invariants de e

A tenseur d’élasticité

k tenseur des coefficients thermiques

τ variation de température

σp tenseur de précontrainte

λ constante de Lamé

µ, G module de cisaillement

E module de Young

ν coefficient de Poisson

α coefficient de dilatation thermique linéique

K module élastique de compression

Td valeur donnée d’une composante de T

ξd
i valeur donnée d’une composante de ξ

STi
portion du contour où Ti est donnée

Sξi
portion du contour où ξi est donnée

S(F , STi
, Td

i ) ensemble des champs de contrainte

S.A. avec F , Td
i sur STi

.

C(Sξi
, ξd

i ) ensemble des champs de déplacement

C.A. avec ξd
i sur Sξi

.
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Notation Signification

C couple de torsion

ϕ(x, y) fonction de gauchissement

α rotation différentielle (angle de torsion)

J inertie de torsion

X résultante sur la section droite

M moment de flexion

Mz composante deM suivant ez

My composante deM suivant ey

Iy , Iz moments principaux d’inertie géométrique

de la section droite

ω(x) rotation de la section droite

χ courbure des fibres

ξ̂ champ de déplacement virtuel

ε̂ déformation linéarisée associée à ξ̂

W (τ, ξ′) énergie élastique de déformation de ξ′

W (τ, ξ′) − Φ(ξ′) énergie potentielle de ξ′

W ∗(τ, σ′) énergie élastique de contrainte de σ′

W ∗(τ, σ′) − Φ∗(σ′) énergie complémentaire de σ′

A(STi
) espace vectoriel des champs

d’autocontrainte pour le problème

Q = (Q1, . . . , Qn) paramètres de chargement

q = (q1, . . . , qn) paramètres cinématiques

W∗(τ, Q) énergie élastique de contrainte, fonction

de Q

X = (X1, . . . , Xk) inconnues hyperstatiques

W
∗(τ, Q′, X ′) énergie élastique de contrainte, fonction

de Q′ et de X ′



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

Mémento 229

Comportement thermoélastique

� Les principes de la thermodynamique des milieux continus s’expriment localement en desciption
eulérienne par :

l’équation de l’énergie pour le premier principe,

ρ ė = σ : d + r − div q ,

l’inégalité fondamentale pour le deuxième principe

ρ ṡ+ div (
q

T
) − r

T
≥ 0

ou l’inégalité de Clausius-Duhem obtenue par combinaison avec la précédente

σ : d − ρ(ψ̇ + s Ṫ ) −
q

T
· grad T ≥ 0 .

� L’expérience met en évidence le comportement thermoélastique des matériaux, caractérisé par
sa réversibilité. Le modèle correspondant est établi en description lagrangienne : l’énergie libre,
fonction des valeurs actuelles de la température et du tenseur des déformations, est le potentiel
thermodynamique dont on dérive les expressions de l’entropie massique et du tenseur des contraintes :

s = −
∂ψ(T, e)

∂T
, π = ρ0

∂ψ(T, e)

∂e
pour le matériau sans liaisons internes .

Dans le cas de liaisons internes, ϕp(e) = 0, la loi de comportement introduit un scalaire arbitraire
ηp pour chaque liaison interne :


 π = ρ0

∂ψ(T, e)

∂e
+ ηp

∂ϕp(e)

∂e

ϕp(e) = 0 , p = 1, ..., n , 1 ≤ n ≤ 6 .

� Le principe du respect des symétries matérielles restreint la forme de la loi de comportement.
Ainsi, pour le matériau isotrope dans la configuration de référence :

ψ(T, e) = ψ(T, I′1, I′2, I′3)

I′1 = tr e , I′2 =
1

2
tr(e)2 , I′3 =

1

3
tr(e)3 .

Il en va de même pour les liaisons internes si celles-ci sont isotropes.




π = ρ0[
∂ψ

∂I′1
1 +

∂ψ

∂I′2
e +

∂ψ

∂I′3
e2] + ηp[

∂ϕp

∂I′1
1 +

∂ϕp

∂I′2
e +

∂ϕp

∂I′3
e2] ,

ϕp(I′1 , I′2 , I′3) = 0 , p = 1 , . . . , n , 1 ≤ n ≤ 3 .

Les tenseurs π et e ont alors mêmes directions principales.

� Lorsque la déformation est infinitésimale et la variation de température « petite », cette loi
de comportement peut être linéarisée : linéarisation « physique » de la relation entre contraintes,
déformations et variation de température

π = π0 + A : e − k τ
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où le tenseur d’élasticité A possède les symétries suivantes (base orthonormée) :

Aijk� = Ajik� = Aij�k = Ak�ij .

Si de plus, la transformation est infinitésimale, la linéarisation peut être poursuivie : linéari-
sation « géométrique ». On aboutit à une relation linéaire (affine) entre le tenseur des contraintes
de Cauchy, le tenseur des déformations linéarisé et la variation de température à partir d’une confi-
guration de référence précontrainte :

σ = σp + A : ε′ − k τ ′ .

La loi de comportement linéarisée fait intervenir des modules élastiques et des coefficients
de dilatation thermique, caractéristiques physiques intrinsèques du matériau, dont le nombre est
réduit par les symétries matérielles et qui vérifient la condition de stabilité du matériau.

� Pour le matériau isotrope, la thermoélasticité linéaire est caractérisée par deux modules élas-
tiques λ (constante de Lamé) et µ (module de cisaillement), ou par le module de Young E et le
coefficient de Poisson ν, et par le coefficient de dilatation thermique α ou par le coefficient ther-
mique k :

σ = σp + λ (tr ε′) 1 + 2µ ε′ − k τ ′1

ε′ =
1 + ν

E
σ′ − ν

E
(tr σ′) 1 + α τ ′ 1

σ′ = σ − σp

E = µ
(3λ + 2µ)

(λ + µ)
> 0 −1 < ν =

λ

2(λ + µ)
<

1

2

λ = E
ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
µ =

E

2(1 + ν)
> 0

k =
Eα

1 − 2ν
α =

k

3λ + 2µ

3 K = 3 λ + 2 µ =
E

(1 − 2ν)
> 0

Évolutions thermoélastiques quasi-statiques

� Les sollicitations mécaniques et thermiques habituellement imposées à un système en fonction du
temps sont volumiques (forces de masse données) et surfaciques qui incluent la température donnée
au contour du système et les conditions aux limites sur le vecteur-contrainte et le déplacement.
L’évolution du système constitué d’un matériau thermoélastique est définie par un système d’équa-
tions qui sont écrites à la fois sur la configuration géométrique initiale connue du système et sur la
configuration actuelle qui est une inconnue du problème d’évolution : équations de la dynamique,
équation de continuité, loi de comportement, équation thermique, et conditions au contour.

� On regroupe sous le nom d’hypothèse des petites perturbations l’ensemble des hypothèses sui-
vantes : hypothèse des petites transformations, hypothèse des petits déplacements, et hypothèse des
petites variations de température :

‖∇ξ‖ � 1 , τ « petit » , « petits » déplacements .

Les équations du problème d’évolution thermoélastique quasi-statique sont alors toutes écrites
sur la configuration initiale connue du système et elles sont linéaires.
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®
div σ(x, t) + ρ0(x) F (x, t) = 0 sur Ω ,

[[σ(x, t) ]] . n(x) = 0 sur Σσ

σ(x, t) = σ0(x) + A(x) : ε(x, t) − k(x) τ(x, t)

div(K(x) . grad T (x)) = 0 sur Ω

ρ(x, t) = ρ0(x)(1 − tr ε(x, t))

T (x, t) = Td(x, t) sur ∂Ω ,


σij(x, t) nj(x) = Td
i (x, t) sur STi

ξi(x, t) = ξd
i (x, t) sur Sξi

Sξi
∪ STi

= ∂Ω ,Sξi
∩ STi

= ∅ , i = 1, 2, 3

� Le problème thermique est découplé et peut être résolu de façon autonome. Le champ d’écart de
température déterminé à chaque instant dans le système est intégré dans les données.

Le problème d’évolution thermoélastique quasi-statique linéarisé définit à chaque instant un
problème d’équilibre thermoélastique qui ne dépend que des sollicitations actuelles et de l’état
initial. L’unicité de la solution de ce problème est assurée lorsque les conditions aux limites sont
celles du problème bien posé. Si l’hypothèse des petites perturbations est constamment vérifiée
au cours de l’évolution, l’état actuel d’équilibre thermoélastique est entièrement déterminé par la
connaissance des sollicitations actuelles et de l’état initial.

Le « principe » de superposition exprime la linéarité du problème : sous réserve que l’hypo-
thèse des petites perturbations demeure vérifiée, la solution du problème dépend linéairement des
données.

� La solution est constituée d’un champ de déplacement cinématiquement admissible pour le
problème

ξi = ξd
i sur Sξi

⇔ ξ ∈ C(Sξi
, ξd

i ) ,

et d’un champ de contrainte statiquement admissible pour le problème

div σ + ρF = 0 (ρ = ρ0)

σijnj = Td
i sur STi

™
⇔ σ ∈ S(F , STi

, Td
i ) ,

liés par la loi de comportement thermoélastique.

� Les méthodes classiques de résolution directe du problème, à partir d’hypothèses inspirées par
la forme des données, choisissent l’un ou l’autre de ces champs, cinématiquement admissible ou
statiquement admissible, comme inconnue principale et expriment que le champ qui lui est associé
par la loi de comportement est, selon le cas, statiquement admissible ou cinématiquement admissible.
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• La méthode des déplacements part d’une forme postulée pour le champ ξ cinématiquement
admissible pour le problème. On doit alors assurer que le champ de contrainte qui est élastiquement
associé à ξ est statiquement admissible pour le problème.

• La méthode des contraintes part d’une forme postulée pour le champ σ, statiquement ad-
missible. On doit alors assurer que le champ de déformation (linéarisée) qui est associé à σ est
géométriquement compatible et engendre un champ de déplacement cinématiquement admissible
pour le problème.

Problèmes classiques

Cinq problèmes d’équilibre élastique isotherme pour des solides constitués d’un matériau homo-
gène isotrope sont présentés. L’état initial du système sous chargement nul pris comme référence est,
dans tous les cas, supposé naturel.

� Le problème d’équilibre élastique linéarisé associé à la torsion isotherme d’une barre cylindrique
constituée d’un matériau homogène isotrope peut être résolu lorsque les conditions aux extrémités
ont une forme bien précise liée à la géométrie de la section droite de la barre.

Le champ de contrainte solution est un champ de cisaillement pur, non homogène dans la section
droite, invariant par translation le long de la barre :

σ = µ α

(
∂ϕ

∂x
− y

)
(ex ⊗ ez + ez ⊗ ex) + µ α

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
(ey ⊗ ez + ez ⊗ ey) .

Le champ de déplacement met en évidence le gauchissement des sections droites et leur rotation
différentielle, constants le long de la barre

ξ = −α z y ex + α z x ey + α ϕ(x, y)ez .

La rotation différentielle (angle de torsion) α est proportionnelle au couple de torsion appli-
qué C :

C = µ J α .

� Le principe de Saint Venant affirme que la solution du problème de la torsion obtenue pour
les conditions aux limites ainsi spécifiées aux extrémités de la barre demeure valable, dans la partie
courante de cette même barre supposée suffisamment longue, pour toute distribution d’efforts sur-
faciques aux extrémités dont le torseur se réduit à un couple d’axe parallèle à celui de la barre ; la
forme précise des conditions imposées n’introduit que des effets limités au voisinage des extrémités.

Plus généralement le principe de Saint Venant est énoncé pour les corps élancés chargés à leurs
extrémités.

� Traction-compression d’une barre cylindrique. La solution, obtenue pour des conditions aux
extrémités spécifiées, est étendue par le principe de Saint Venant à la partie courante d’une barre
élancée dont les torseurs des efforts appliqués aux extrémités se réduisent chacun à une force, parallèle
à l’axe de la barre, exercée au centre de la section.
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Le champ de contrainte solution est uniforme : il est uniaxial, de traction ou de compression,
parallèle à la barre,

σ = E
δ

�
ex ⊗ ex .

Le champ de déplacement

ξ =
δ

�
[ x ex − ν(y ey + z ez)]

met en évidence l’allongement de la barre, proportionnel à la longueur de celle-ci et à la force de
traction appliquée,

X
S

= E
δ

�
et la contraction transversale, constante le long de la barre et proportionnelle à la force de traction.

� Flexion normale d’une barre cylindrique. La solution, établie pour des conditions aux limites
précises, est étendue par le principe de Saint Venant à la partie courante d’une barre suffisamment
élancée à laquelle sont appliqués des efforts aux extrémités dont les torseurs se réduisent chacun à
un moment porté par un axe principal d’inertie (géométrique) de la section droite.

Le champ de contrainte est uniaxial de traction et de compression parallèle à la barre ; il est
invariant par translation le long de la barre ; il varie linéairement dans la section droite et s’annule
sur l’axe neutre qui coïncide avec l’axe d’inertie portant le moment de flexion appliqué

σ = −
Mz

Iz
y ex ⊗ ex .

Le champ de déplacement met en évidence que les sections droites demeurent planes et orthogo-
nales à la fibre moyenne, dont la déformée est circulaire. Leur rotation autour de l’axe neutre, ainsi
que la courbure de la déformée, sont proportionnelles au moment de flexion appliqué :

ω(x) =
Mz

E Iz
x ez , χ(x) =

dω(x)

dx
=

Mz

E Iz
.
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� La combinaison linéaire des solutions obtenues pour des moments de flexion portés par l’un ou
l’autre des axes d’inertie principaux de la section droite permet de résoudre le problème de la flexion
pour un moment de direction quelconqueM = My ey + Mz ez .

La solution présente les mêmes propriétés de linéarité mais l’axe neutre sur lequel s’annule le
champ de contrainte et autour duquel tourne la section droite ne coïncide plus, en général, avec la
direction du moment de flexion appliqué. La flexion est déviée :

σ =

Å
−Mz

Iz
y +

My

Iy
z

ã
ex ⊗ ex

ω(x) =

Å
Mz

E Iz
ez +

My

E Iy
ey

ã
x .

� Le problème de l’équilibre d’une enveloppe sphérique soumise à des pressions intérieure et
extérieure est résolu par la méthode des déplacements.

La solution est à symétrie sphérique. Le champ de déplacement est radial :

ξ =

(
A

3λ + 2µ
r +

B

2µ r2

)
er

A =
p0 r3

0 − p1 r3
1

r3
1 − r3

0

, B =
1

2

(p0 − p1) r3
0 r3

1

r3
1 − r3

0

.

Le champ de contrainte admet en chaque point la direction radiale et les directions orthoradiales
pour directions principales :

σrr = A − 2
B

r3
, σθθ = σϕϕ = A +

B

r3
, autres σij = 0 .

� Le problème de l’équilibre d’un tube cylindrique sous pressions intérieure et extérieure est
résolu de manière analogue.

La solution est à symétrie cylindrique. Le champ de déplacement a une composante radiale
fonction de la distance à l’axe du tube et une composante parallèle au tube proportionnelle à la
cote :
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ξ = [(
A(1 + ν)(1 − 2ν)

E
− ν

δ

�
) r +

B

2µ r
] er + z

δ

�
ez

A =
p0 r2

0 − p1 r2
1

r2
1 − r2

0

B =
(p0 − p1)r2

0 r2
1

r2
1 − r2

0

.

Le champ de contrainte admet, en chaque point, pour directions principales les directions de la
base locale des coordonnées cylindriques :

σrr = A −
B

r2
, σθθ = A +

B

r2
, σzz = 2 ν A + E

δ

�
, autres σij = 0 .

Méthodes variationnelles

� L’hypothèse des petites perturbations permet l’écriture du principe des puissances virtuelles sur
la configuration initiale du système étudié en y faisant intervenir, d’une part un champ de contrainte
de Cauchy, d’autre part un champ de déplacement virtuel et son champ de déformation linéarisée.
L’énoncé correspondant est le théorème des travaux virtuels :

∀σ∗



continu et continûment différentiable, par morceaux,

div σ∗ + ρ F = 0 sur Ω

[[ σ∗ ]] . n = 0 sur Σσ∗

∀ ξ̂ continu, continûment différentiable par morceaux,∫
Ω

σ∗(x) : ε̂(x) dΩ −
∫

Ω

ρ(x) F (x) . ξ̂ (x) dΩ −
∫

∂Ω

ξ̂ (x) . σ (x) . n(x) da = 0 .

Cette hypothèse permet aussi la linéarisation de la loi de comportement thermoélastique qui
dérive d’un potentiel quadratique, fonction convexe des déformations linéarisées, ou de son potentiel
conjugué, fonction convexe du tenseur des contraintes de Cauchy :

σ = ρ
∂ψ(τ, ε)

∂ε

ρψ∗(τ, ψ) = σ : ε − ρψ(τ, ε)

ε = ρ
∂ψ(τ, σ)

∂σ

� Ces deux arguments sont les fondements des principes variationnels, qui caractérisent les champs de
déplacement et le champ de contrainte solutions du problème d’équilibre thermoélastique linéarisé
par une propriété de minimum d’une fonctionnelle convexe respectivement sur l’ensemble des
champs cinématiquement admissibles et sur l’ensemble des champs statiquement admissibles.
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• Tout champ de déplacement solution rend minimale la fonctionnelle « Énergie potentielle »
sur l’ensemble des champs cinématiquement admissibles avec les données du problème :

W (τ, ξ′) =

∫
Ω

ρψ(τ, ε′) dΩ , Φ(ξ′) =

∫
Ω

ρF . ξ′ dΩ +
∑

i

∫
STi

Td
i ξ′i da

(W − Φ) minimale sur C(Sξi
, ξd

i ) .

• Le champ de contrainte solution rend minimale la fonctionnelle « Énergie complémentaire »
sur l’ensemble des champs statiquement admissibles avec les données du problème :

W ∗(τ, σ′) =

∫
Ω

ρψ∗(τ, σ′) dΩ , Φ∗(σ′) =
∑

i

∫
Sξi

ξd
i σ′

ij nj da

(W ∗ − Φ∗) minimale sur S(F , STi
, Td

i ) .

� Il s’agit de deux principes variationnels duals ; les valeurs minimales des deux fonctionnelles,
atteintes pour la solution du problème, sont opposées.

La mise en œuvre simultanée des principes variationnels sur les déplacements et sur les contraintes
permet d’aboutir à un encadrement énergétique de la solution (σ , ξ) :

∀ ξ′ ∈ C(Sξi
, ξd

i ) , ∀σ′ ∈ S(F , STi
, Td

i ) :

−W ∗(τ, σ′) + Φ∗(σ′) ≤ −W ∗(τ, σ) + Φ∗(σ) = W (τ, ξ) − Φ(ξ) ≤ W (τ, ξ′) − Φ(ξ′) .

� Ces résultats conduisent aux méthodes variationnelles de résolution : on explore l’un ou l’autre
des ensembles des champs de déplacement cinématiquement admissibles ou des champs de contrainte
statiquement admissibles et l’on y minimise la fonctionnelle appropriée. Les méthodes variationnelles
permettent d’introduire le concept de solution approchée. Elles sont exploitées analytiquement ou
numériquement .

� Dans le cas particulier de l’équilibre isotherme à partir de l’état initial naturel , les valeurs de
l’énergie élastique de déformation et de l’énergie élastique de contrainte du système dans son état
d’équilibre actuel sont égales entre elles et égales, par la formule de Clapeyron, à la moitié du
travail de tous les efforts extérieurs dans le champ de déplacement solution.
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Les expressions du potentiel élastique ρψ(ε′) et du potentiel conjugué ρψ∗(σ′) sont alors des
formes quadratiques homogènes. Ainsi, pour le matériau isotrope :

W (ξ′) =

∫
Ω

[
λ

2
(tr ε′)2 + µ tr(ε′)2] dΩ

=

∫
Ω

E

2(1 + ν)
[

ν

1 − 2ν
(tr ε′)2 + tr(ε′)2] dΩ

W ∗(σ′) =

∫
Ω

[
1 + ν

2 E
tr(σ′)2 − ν

2 E
(tr σ′)2] dΩ

=

∫
Ω

1

4 µ
[tr(σ′)2 − λ

(3 λ + 2 µ)
(tr σ′)2] dΩ

� Dans le même cadre d’hypothèses que pour la formule de Clapeyron, le théorème de réciprocité
de Maxwell-Betti exprime la symétrie qui existe entre deux états d’équilibre distincts pour un même
système : ∫

Ω

ρ F 1 . ξ2 dΩ +

∫
∂Ω

T 1(n) . ξ2 da =

∫
Ω

ρ F 2 . ξ1 dΩ +

∫
∂Ω

T 2(n) . ξ1 da .

� Les champs d’autocontrainte pour le problème sont les champs statiquement admissibles avec
des données statiques nulles. Ils forment l’espace vectoriel :

A(STi
) = S(0 , STi

, 0) .

Cet espace vectoriel est l’espace vectoriel associé de l’espace affine des champs de contrainte
statiquement admissibles pour le problème avec un jeu de données statiques non nulles. La dimension
de cet espace vectoriel définit le degré d’hyperstaticité du problème.

Le développement des champs d’autocontrainte sur une base définit un système d’inconnues
hyperstatiques.

� On peut considérer, dans l’hypothèse des petites perturbations, la famille des problèmes d’équilibre
qui dépendent linéairement des paramètres Qj , (j = 1, . . . , m) , pour les données statiques et qj , (j =
m+1, . . . , n) , pour les données cinématiques complémentaires, pour un même système. On définit les
ensembles S et C des champs de contrainte statiquement admissibles et des champs de déplacement
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cinématiquement admissibles pour le problème ainsi paramétré ; le théorème des travaux virtuels
s’énonce :

∀σ∗ ∈ S , ∀ ξ̂ ∈ C ,

∫
Ω

σ∗ : ε̂ dΩ =

n∑
j=1

Q∗
j q̂j = Q∗ . q̂ ,

qui définit les paramètres complémentaires Q∗
j , (m + 1, . . . , n) et q̂j , (1, . . . , m), et où les corres-

pondances
σ∗ ∈ S −→ Q∗ = Q (σ∗) ∈ R

n

ξ̂ ∈ C −→ q̂ = q (ξ̂) ∈ R
n

sont linéaires. Les vecteurs Q et q sont respectivement les paramètres de chargement et les para-
mètres cinématiques du système dans la famille de problèmes considérés.

� Dans ces circonstances, si le système est constitué d’un matériau thermoélastique, le théorème
de Castigliano fournit l’expression de la loi de comportement thermoélastique globale du système
qui relie les paramètres Q et q. Elle s’écrit, de façon analogue à la loi de comportement thermoé-
lastique locale du matériau constitutif, au moyen du potentiel global W∗(τ, Q), fonction convexe de
Q, dont la valeur est égale à l’énergie élastique de contrainte du système dans son état d’équilibre
thermoélastique sous le chargement Q :

qel(Q) =
∂W∗(τ, Q)

∂Q
.

� Le théorème de Castigliano suppose connu W∗(τ , Q′), c’est-à-dire le problème d’équilibre ther-
moélastique sous le chargement Q′ résolu. Le théorème du potentiel minimum permet la déter-
mination de cette solution lorsque les données cinématiques sont nulles et que l’espace vectoriel
des champs d’autocontrainte pour le problème paramétré est de dimension finie. L’énergie élastique
de contrainte du système est une fonction convexe connue des inconnues hyperstatiques X ′ et du
chargement Q′ : W ∗(τ, Q′, X ′).

L’état d’équilibre thermoélastique du système est obtenu par :

∂W ∗[ τ, Q, Xel(Q)]

∂X ′ = 0

qui détermine Xel(Q), puis

qel(Q) =
∂W ∗[ τ, Q, Xel(Q)]

∂Q′ ;

et l’on a :
W∗(τ, Q) = W

∗[ τ, Q, Xel(Q)] .

Les inconnues hyperstatiques peuvent s’interpréter comme des paramètres de chargement sup-
plémentaires dont les paramètres cinématiques associés doivent être nuls dans l’état d’équilibre ther-
moélastique.
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Formulaire en coordonnées cylindriques
(base er , eθ , ez orthonormée)

Cinématique

U = Ur er + Uθ eθ + Uz ez

drr =
∂Ur

∂r
, dθθ =

1

r

∂Uθ

∂θ
+

Ur

r
, dzz =

∂Uz

∂z

drθ =
1

2

(
∂Uθ

∂r
− Uθ

r
+

1

r

∂Ur

∂θ

)

dθz =
1

2

(
1

r

∂Uz

∂θ
+

∂Uθ

∂z

)
, dzr =

1

2

(
∂Ur

∂z
+

∂Uz

∂r

)

tr d = div U =
∂Ur

∂r
+

1

r

∂Uθ

∂θ
+

Ur

r
+

∂Uz

∂z

Équations de la dynamique

∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrθ

∂θ
+

∂σrz

∂z
+

σrr − σθθ

r
+ ρ(Fr − ar) = 0

∂σθr

∂r
+

1

r

∂σθθ

∂θ
+

∂σθz

∂z
+ 2

σrθ

r
+ ρ(Fθ − aθ) = 0

∂σzr

∂r
+

1

r

∂σzθ

∂θ
+

∂σzz

∂z
+

σzr

r
+ ρ(Fz − az) = 0
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Formulaire en coordonnées sphériques
(base er , eθ , eϕ orthonormée)

Cinématique

U = Urer + Uθeθ + Uϕeϕ

drr =
∂Ur

∂r
, dθθ =

1

r

∂Uθ

∂θ
+

Ur

r
, dϕϕ =

1

r sin θ

∂Uϕ

∂ϕ
+

Uθ

r
cot θ +

Ur

r

drθ =
1

2

(
1

r

∂Ur

∂θ
+

∂Uθ

∂r
− Uθ

r

)

dθϕ =
1

2

Å
1

r

∂Uϕ

∂θ
+

1

r sin θ

∂Uθ

∂ϕ
− cot θ

r
Uϕ

ã

dϕr =
1

2

Å
1

r sin θ

∂Ur

∂ϕ
+

∂Uϕ

∂r
− Uϕ

r

ã

tr d = div U =
∂Ur

∂r
+

1

r

∂Uθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂Uϕ

∂ϕ
+

Uθ

r
cot θ + 2

Ur

r

Équations de la dynamique

∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σrϕ

∂ϕ
+

1

r
(2σrr − σθθ − σϕϕ + σrθ cot θ) + ρ(Fr − ar) = 0

∂σθr

∂r
+

1

r

∂σθθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σθϕ

∂ϕ
+

1

r

Ä
(σθθ − σϕϕ) cot θ + 3σrθ

ä
+ ρ(Fθ − aθ) = 0

∂σϕr

∂r
+

1

r

∂σϕθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σϕϕ

∂ϕ
+

1

r
(3σϕr + 2σϕθ cot θ) + ρ(Fϕ − aϕ) = 0
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Glossaire

Français English Deutsch

Analyse limite limit analysis Theorie der plastischen
Grenzzustände (f.)

angle de frottement internal friction angle Reibungswinkel (m.)
interne
anisotrope anisotropic anisotrop
approche par approach from inside Annäherung von innen
l’intérieur
approche par approach from outside Annäherung von aussen
l’extérieur
autocontrainte self equilibrated stress Eigenspannungsfeld (n.)
(champ d’–) field

Calcul à la rupture yield design Traglastverfahren (n.)
charge, chargement load Last (f.)
charge �= décharge loading �= unloading Belastung �= Entlastung
chargement �= loading �= unloading Belastung �= Entlastung
déchargement
cinématique (la) kinematics (sing.) Kinematik (f.)
cinématique kinematic kinematisch
cisaillement shear Schub (m.)
cisaillement shear stress Shubspannung
(contrainte de)
cission octaédrale octahedral shear stress Oktaederspannung
coefficient de Poisson’s ratio Poissonzahl (f.)
Poisson
cohérent (matériau) cohesive (material) kohäsiv (Material)
cohésion cohesion Kohäsion (f.)
comportement (loi
de)

constitutive law Stoffgesetz (n.)

composante component Komponente (f.)
(d’un tenseur)
contrainte stress Spannung
contrainte de compressive stress Druckspannung
compression
contrainte tensile stress Zugspannung
de traction
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contrainte normale normal stress Normalspannung
contrainte plane plane stress ebene Spannung
contraintee shear stress Schubspannung
tangentielle
contrainte principal stress Hauptspannung
principale
convexité convexity Konvexität
courbe intrinsèque intrinsic curve Mohrsche Umhüllende (f.)
critère de plasticité plastic criterion, Plastizitätsbedingung

yield criterion
critère de résistance strength criterion Festigkeitsbedingung

Déformation strain, deformation Verzerrung
déformation plane plane strain ebene Verzerrung
déplacement displacement Verschiebung
discontinuité discontinuity, jump Diskontinuität
dissipation (plastic) dissipation plastische Dissipation (f.)
(plastique)
domaine d’élasticité elastic domain elastischer Bereich (m.)
domaine de strength domain Festigkeitsbereich (m.)
résistance

Écoulement flow Fliessen (n.)
écrouissage hardening Verfestigung
effort normal normal force Normalkraft (f.)
effort tranchant shearing force Querkraft (f.)
efforts extérieurs external forces äußere Kräfte (f.)
efforts intérieurs internal forces innere Kräfte (f.)
équilibre equilibrium Gleichgewicht (n.)
essai de compression test, Druckversuch,
compression, tension test, Zugversuch (m.)
de traction

Flexion bending Biegung
fonction d’appui support function Stutzfunktion (f.)
fonction de charge loading function Grenzzustandsfunktion,

Fliessbedingung
force de masse body force per unit mass Volumenkraft pro

Masseneinheit (f.)
force de volume body force per unit Volumenkraft (f.) pro

volume Volumeneinheit (f.)
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frontière (plastic) yield boundary Fliessgrenze (f.)
d’écoulement
frontière d’élasticité elastic boundary Elastizitätsgrenze (f.)
frottant (matériau) frictional (material) Material mit

Reibungseigenschaften (n.)

Gauchissement warping Verwölbung
glissement (de deux angular distortion Gestaltsänderung
directions
orthogonales)

Hyperstatique statically indeterminate, statisch unbestimmt
hyperstatic

hypostatique Geometrically unstable verschieblich

Inconnue redundant unknown statisch Unbestimmte (f.)
hyperstatique
invariant invariant invariant
isostatique statically determinate statisch bestimmt
isotrope isotropic isotrop

Ligne de rupture yield line Bruchlinie (f.)
limite (charge, limit (load) Traglast (f.)
chargement)

Matériau material Material (n.)
mécanique de fracture mechanics Bruchmechanik (f.)
la rupture
milieu continu continuum Kontinuum (n.)
module de shear modulus Schubmodul (m.)
cisaillement
module de bulk modulus Kompressionsmodul (m.)
déformation
volumique
module hardening modulus Verfestigungsmodul (m.)
d’écrouissage
module de Young Young modulus Elastizitätsmodul (m.)
module tangent tangent modulus tangenter Modul (m.)
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moment moment Moment (n.)
moment de flexion, bending moment Biegemoment (m.)
moment fléchissant
moment de torsion torque, torsional couple Torsionsmoment (n.)
mouvement motion Bewegung
mouvement rigid body motion Starrkörperbewegung
rigidifiant

Nœud joint Knoten (m.)

Orthotrope orthotropic orthotrop

Paramètre de loading parameter Belastungsparameter (m.)
chargement
paramètre d’écrouis-
sage

hardening parameter Verfestigungsparameter
(m.)

parfaitement perfectly plastic ideal plastisch
plastique
pertinent (champ relevant (virtual Zweckendienliches
de vitesse velocity field) virtuelle
virtuel) Geschwindigkeitsfeld
plasticité plasticity Plastizität
poutre beam Balken (m.)
poutre console cantilever beam Kragarm (m.)
principes des principle of virtual work Prinzip der virtuellen
puissances Arbeiten
virtuelles Prinzip der virtuellen

Leistungen (n.)
principe du travail maximum plastic work Prinzip der maximalen
plastique maximal principle plastischen Arbeit
puissance dissipée dissipation dissipierte Energie (f.)
puissance résistance maximum resisting work maximale Widerstands-
maximale leistung
pulvérulent granular (material) nichtbindig
(matériau)

Règle de normalité normality rule assozierte Fliessregel (f.)
règle d’écoulement flow rule Fliessregel (f.)
résiduel residual residuel
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rigide plastique rigid plastic plastich rigid
rupture (mécanique fracture mechanics Bruchmekanik (f.)
de la)
rupture (calcul à la) yield design Traglastverfahren (n.)

Section droite cross-section Querschnitt (m.)
standard standard standard
statique (la) statics (sing.) statisch
statique static Statik (f.)

Taux rate Zuwachsrate (f.), Geschwin-
digkeit

taux de contrainte stress rate Rate des
Spannungszuwachses (f.)

taux de strain rate Verzerrungs-
déformation geschwindigkeit
tenseur tensor Tensor (m.)
tétraèdre tetrahedron Thetraeder (m.)
torseur wrench
torsion torsion, twisting Torsion (f.)
trajet de charge loading path Lastpfad (m.)
trajet de loading path Lastpfad (m.)
chargement

Vieillissement aging Alterung
vitesse velocity Geschwindigkeit
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A
Anélastique, I.6.3 ; II.5.5 ; II.6.3.
Angle de frottement interne, I.2.5 ; III.2.3 ;

III.3.4 ; III.3.6 ; III.3.7.

Anisotropie, I.2.6.

Appui
Fonction d ’–, I.4.4 ; III.3.3.

Approche
– par l’intérieur, III.2 ; III.4 ; III.5.2.
– par l’extérieur, III.3 ; III.4 ; III.5.2.

Arête
Régime d’–, I.4.5 ; I.4.8.

Association
Théorème d’ –, III.4.2 ; III.4.4 ; III.5.3.

Associée
Règle d’écoulement –, I.3.4 ; I.3.5 ; I.4.3 ;
I.6.3 ; II.1.2 ; II.1.4 ; III.5.2.

Autocontrainte, II.5.1 ; II.5.6 ; III.1.2 ; III.2.2.

Auto-équilibré
Champ –, II.3.2 ; II.5.5 ; II.6.3 ; III.2.1.

B
Bandes de cisaillement, III.6.

Bauschinger

Effet –, I.2.1.

Beltrami, I.2.5.

Berezancew, III.6.3.

Bishop, III.6.3.

Bonnet, III.6.3.

Bouasse, I.2.1.

Brezis, II.1.3 ; II.5.5.

de Buhan, III.6.3.

Bui, I.2.1 ; I.2.3 ; I.4.8.

C
Câbles, III.2.1.

Cercles de Mohr, I.2.5.

Charge, I.3 ; I.5 ; I.6.2.
– de ruine plastique, II.2.7 ; II.5.7.
– limite, II.2.6 ; III.1.1 ; III.1.3 ; III.5.2.
Fonction de –, I.2.4 ; I.2.5 ; I.3.3 ; I.3.5 ; I.3.6 ;
I.6.2 ; I.6.3 ; II.1.2 ; II.1.4 ; II.5.5 ; II.6.3.

Trajet de –, I.2 ; I.3.

Chargement
– extrême, III.
– limite, II.5.3 ; II.5.5 ; II.5.7 ; II.5.9 ;
II.5.10 ; II.7 ; III.1.2 ; III.5.

– de ruine plastique, II.5.3.
– potentiellement supportable, III.
Histoire de –, II ; III.2.1 ; III.2.2.
Mode de –, III.1.4 ; III.2 à III.5.
Paramètres de –, I.6. ; II.4.2 ; II.5 ;
II.6 ; III.

Processus de –, II.4.2 ; II.5.9.
Trajet de –, II ; III.1 ; III.2.2 ; III.3.5 ; III.5.1 ;
III.5.3.

Chen, III.6.

Cinématique
Approche –, III.
Écrouissage –, I.2.4 ; I.2.5 ; I.5.2 ; II.3.3 ;
II.3.4.

Cinématiquement admissible
Champ –, II.4.2 ; II.5.5 à II.5.7 ; II.6.3 ;
III.1.4 ; III.3 ; III.4 ; III.5.1 à III.5.3.

Cission
– effective, I.2.5.
– maximale, I.2.5.
– octaédrale, I.2.5.
– simple, I.2.5.

Cohérence
Équation de –, I.2.4 ; I.5.2 ; I.6.2 ; II.5.5.
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Cohérent
Matériau –, I.2.5.

Cohésion, I.2.5 ; III.2.3 ; III.3.4 ; III.3.7.

Compatibilité
– « équilibre-résistance », III.1.4 ; III.2 à
III.6.

– géométrique, II.2 ; II.3 ; II.5.5 à II.5.7 ;
II.6.3 ; III.4.4.

– mathématique, II.1.4 ; II.2.6 ; III.1 ; III.2.
– physique, III.2.2 ; III.6.

Comportement
– d’une structure, II.3.4.
– d’un système, II.5 à II.7.
– irréversible, I.2.1 ; I.3.2.
– réversible, I.2.
Loi de – incrémentale, I.3 ; II.1 à II.3 ;
II.5 ; II.6.

Compression, I.2.1 ; III.2.3 ; III.3.1 ; III.3.7 ;
III.4.4.

Contrainte équivalente, I.2.5.

Contraintes
– initiales, II.1 ; II.5.1 ; II.5.4 ; III.1.2 ; III.2.2 ;
III.5.1.

– principales, I.2.5.
– résiduelles, II.5.6.
Taux de – résiduelles, II.5.5 ; II.6.3.

Convexité
– de la fonction de charge, I.2.5 ; I.4.2 ; I.5.3 ;
I.6.2 ; I.6.3 ; II.5.1 à II.5.3 ; II.6.1 ; II.6.2.

– du domaine d’élasticité, I.2.5 ; I.4.2 ;
I.6.2 ; I.6.3 ; II.5.1 ; II.5.2 ; II.6.1 ; II.6.2.

– du domaine de résistance, III.2.2.
– du domaine K, II.5.3 ; III.2.2.

Coulomb, III.6.2.
Critère de –, I.2.5 ; I.4.8 ; III.3.4 ; III.3.6.
Principe de –, I.2.1 ; I.3.2.

Courbe intrinsèque, I.2.5.

Courbure, I.6.4.

Critère
– de Coulomb, I.2.5 ; I.4.8 ; III.2.3 ; III.3.4 ;
III.3.6.

– de Drucker-Prager, I.2.5 ; III.3.4.
– de von Mises, I.2.5 ; I.4.5 ; I.4.6 ; III.2.3 ;
III.3.4.

– de plasticité, I.1 ; I.2.4 ; I.2.5.
– de résistance, III.2 ; III.3.
– de Tresca, I.2.5 ; I.4.5 à I.4.7 ; II.5.9 ; II.7 ;
III.2.3 ; III.3.4.

Critique
Pression –, II.7.

Croissant
Trajet de charge –, I.2.2 ; I.2.4 ; I.3.3 ; I.3.5 ;
I.5.1.

Trajet de chargement –, II.2 ; II.5.2 ; II.5.5 ;
II.6.2 ; II.6.3 ; III.1.2 ; III.1.4 ; III.5.3.

Culmann, III.6.3.

D
Décharge, I.2 ; I.3 ; I.5 ; I.6.2 ; II.1 ; II.2.8.

Déchargement, II.3 ; II.5 ; II.6.

Delbecq, III.6.3.

Déplacement
(s) résiduel(s), II.3.2 ; II.5.6.

Desrues, III.6.3.

Déviateur
– des contraintes, I.2.5 ; I.4.5 ; II.4.2 ; II.5.5.

Dimensions de f, I.2.4 ; I.2.5.

Discontinuité
– de vitesse, I.4.6 ; III.1.4 ; III.3 ; III.4.2 ;
III.4.4 ; III.5.2 ; III.5.3.

Dissipation
– plastique, I.4.4 ; III.5.2.

Domaine
– actuel d’élasticité, I.2 à I.6 ; II.3.3 ; II.5.2 ;
II.6.2.

– initial d’élasticité, I.2 à I.6 ; II.2.3 ; II.3.3 ;
II.5.1 ; II.6.1.

– de résistance, III.1 à III.4.
– K, II.1.4 ; II.5.3 ; II.5.7.

Drucker, I.2.4 ; I.4.2.
Critère de – Prager, I.2.5 ; III.3.4.
Postulat de –, I.4.7 ; II.5.5.

Durand-Claye, III.6.3.

E
Écoulement
– plastique libre, II.2.7 ; II.3.4 ; II.5.3 ; II.5.7 ;
III.1 ; III.5.3.

Frontière d’ –, II.5.7 ; III.5.
Règle d’ –, I.1 ; I.3 ; I.4.2 à I.4.8 ; I.5.2 ; I.5.3 ;
I.6.3.
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Écrouissage, I.2.I ; I.2.2 à I.2.4 ; I.3 ; I.5 ;
I.6.2 ; II.1.2 ; II.1.3 ; II.6.

– cinématique, I.2.4 ; I.2.5 ; I.5.2 ; II.3.3.
– d’une structure, II.3.3.
– d’un système, II.5.2 ; II.5.3 ; II.5.8 ; II.6.3.
– isotrope, I.2.4 ; I.2.5.
– positif, I.2.1 ; I.3.3 ; I.5.3 ; II.6.2.
État d’ –, I.2.2 ; I.2.4 ; I.3.3 ; I.3.5 ; I.6 ;
II.5.5 ; II.6.1 ; II.6.3.

Module d’ –, I.3.2.
Paramètres d’ –, I.2.4 ; I.2.5 ; I.5.3 ; II.5.5.
Règle d’ –, I.2.4 ; I.5.2 ; I.5.3.

Élasticité
Domaine d’ –, I.2 à I.6 ; II.3.3 ; II.5.1 ; II.5.2 ;
II.6.1 ; II.6.2.

Frontière d’ –, I.2.2 ; II.5.1 ; II.5.2 ; II.6.1 ;
II.6.2.

Limite d’ –, I.2.1 ; III.2.1.

E.L.U., III.6.3.

Évolution quasi-statique, II ; III.

Existence
Théorème d’ – I.5.4 ; II.1.3 ; II.1.4 ; II.5.2 ;
II.5.3 ; II.6.2.

Extérieur
Approche par l’ –, III.3 ; III.4 ; III.5.2.

Extrême
Chargement –, III.

F
Face
Régime de–, I.4.5 ; I.4.8.

Fellenius, III.6.3.

Flexion, I.6.4 ; II.5.9.

Fonction
– d’appui, I.4.4 ; III.3.3.
– de charge, I.2.4 ; I.2.5 ; I.3.3 ; I.3.5 ; I.6.2 ;
I.6.3 ; II.1.2 ; II.1.4 ; II.5.5 ; II.6.3.

Formule d’interaction, I.6.4.

Fragile
Matériau–, III.2.1.

Frémond, III.3.5.

Friaà, III.3.5.

Friedel, I.4.8.

Frontière
– d’écoulement, II.5.7 ; III.5.

– actuelle d’élasticité, I.2.2 ; II.5.2 ; II.6.2.
– initiale d’élasticité, I.2.2 ; II.5.1 ; II.6.1.

G
Galilée, III.6.1.

Généralisé
milieu continu –, I.6.4.
variables –es, I.6.

Géométrie
Changements de –, II.3.4 ; II.6.3 ; II.7 ;
III.I ; III.2.

Greenberg, II.6.2 ; III.1.3.

Gvozdev, III.1.3.

H
Halphen, I.5.3 ; I.5.4 ; II.1.3.

Hencky, I.2.5.

Heyman, III.6.3.

Hill, I.2.5 ; I.4.1 ; III.1.3.

Histoire
– de charge, I.2.4 ; I.3.2 ; III.2.2.
– de chargement, II ; III.2.1 ; III.2.2.
– de sollicitation, I.1 ; I.2.

Hodge, II.6.2.

Homogène
Positivement – de degré un, I.3.3 ; I.3.5 ;
III.3.3.

Homogénéisation, III.6.

Huber, I.2.5.

I
Incrémentale
Loi –, I.3 ; II.1 à II.3 ; II.5 ; II.6.
Solution –, II.2 ; II.3 ; II.5.

Interaction
Formule d’ – I.6.4.

Interfaces, III.3.4 ; III.3.7 ; III.6.

Intérieur
Approche par l’ –, III.2 ; III.4 ; III.5.2.
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