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0.- LES RAISONS D'UN CHOIX (J. Salengon)

Ma rencontre avec le Professeur Dragos Radenkovic a débuté sous le signe des
"charges limites” et de la Mécanique des sols.

Les Charges limites

C'était le théme traité par Dragos Radenkovic au séminaire de mécanique lorsque
j'étais venu sur la pointe des pieds, encore ingénieur-éléve 4 1'Ecole des Ponts,
"reconnaitre les lieux", c'est-a-dire recueillir ma premiére idée de ce que pouvait étre le
monde de la recherche.

En phase avec les Conférences de Plasticité du Professeur Jean Courbon et les
cours de Mécanique des sols de Monsieur le Professeur Jean Kérisel a 1'Ecole des Ponts,
ce théme me fut particulierement attractif. I1 m'apportait la réponse a des interrogations
sur les fondements théoriques de certaines méthodes de calcul ou de certaines formules
d'apparence quelque peu magique -le célébre (n + 2)C par exemple- et aussi il montrait
que, quel que fiit leur domaine d'application en génie civil, de la mécanique des sols au
calcul des structures, et quelle que fiit leur dénomination -"descentes de charges" ou
"calcul a la rupture”- ces méthodes ressortissaient & la méme théorie : le raisonnement
des batisseurs était rigoureux tout en faisant largement appel a l'intuition.

La Mécanique des sols

Ce fut le domaine dans lequel, sous la direction du Professeur Radenkovic et avec
l'aide bienveillante de Monsieur Amos Zelikson, je fis mon tout premier (et tout petit)
travail de recherche en derni¢re année de I'Ecole des Ponts. Cherchant a déterminer la
capacité portante d'une fondation peu profonde par un calcul global, j'y mis en oeuvre la
méthode des caractéristiques pour un milieu pulvérulent pesant (¢ = 30°) et je me
rappelle avoir calculé et dessiné un réseau de caractéristiques au moyen d'une machine
a calculer électrique. J'eus le bonheur, une fois entré au Laboratoire de Mécanique
comme chercheur, de pouvoir mettre en forme ce travail qui devait constituer ma
premiére publication.

Je dois a la vérité de dire que la briéveté du temps dont je disposais pour réaliser
cette étude, l'urgence et 'ampleur du travail & accomplir, ne me laissérent pas le loisir
alors de comprendre le lien profond qui unissait ces deux thémes. Je vois 1a I'origine de
mon sujet de thése sur la théorie des charges limites que je déterminais, avec la
"bénédiction” de Dragos Radenkovic, aprés un an de réflexion et, dix ans plus tard, de
mes recherches sur la théorie du calcul 2 la rupture.



Ce sont ces souvenirs qui m'ont conduit aprés avoir envisagé d'autres thémes a
choisir, pour honorer la mémoire de Dragos Radenkovic, de présenter des résultats
obtenus récemment par Monsieur Alain Pecker et moi-méme sur la capacité portante de
fondations superficielles sous sollicitations inclinées et excentrées, dans le cadre de
recherches que nous menons sur la tenue des fondations sous sollicitations sismiques.

1.- MODELISATION DU PROBLEME
1.1.- Description du modéle et cadre théorique

Le probléme abordé est celui de la capacité portante d'une fondation superficielle
de type "semelle filante" posée sur un demi-espace constitué d'un sol homogeéne, et
soumise & une sollicitation inclinée et excentrée.

La fondation de largeur B est supposée de grande longueur selon la direction Oz,

soumise & des actions extérieures uniformément réparties selon cette méme direction
(figure 1).

Figure 1 - Semelle filante sous chargement incliné et excentré.

La détermination de la capacité portante est faite par référence & la théorie du
calcul & la rupture (Salengon, 1983) comme cela sera précisé au paragraphe 1.3.

La fondation est supposée indéformable (ou rigide). Le sol est purement cohérent
(avec ou sans résistance & la traction). L'interface entre la fondation et le sol est
caractérisée par son critére de résistance du type “"cission maximale", égale a la
cohésion du sol, et sans résistance a la traction (ceci correspond en fait a dire que le
frottement dans cette interface est maximal).

Toutes les hypothéses précédentes permettent de traiter le probléme dans le cadre
de la théorie du calcul a la rupture en déformation plane tel qu'il est défini dans
(Salengon, 1983).



1.2.- Explicitation du probléme de capacité portante en déformation plane.

Les notations du probléme plan correspondant sont apparentes sur la figure 2. On
y désigne par ¥ le poids volumique du sol

(1) 7=‘79y ’
et par
() =-N_¢:y +’I‘_ex et =-Mez o))

les éléments de réduction en O, milieu de A'A, du torseur noté [O, F , M] des actions
extérieures exercées sur la fondation (gx 8 8, sont les vecteurs unitaires du repére
orthonormé direct selon Ox, Oy et Oz).

S désignant le point d'application de la force F sur Ox, e est l'excentrement
algébrique de cette force compté positivement selon Ox et I'on a évidemment :

6Y) M=Ne , lel <B/2.

Dans la pratique I'excentrement du chargement de la fondation résulte du fait que
le chargement horizontal T = Te,, qui lui est appliqué en plus de son chargement vertical
axial N =- Ne , estexercé a unexhaubeur h comptée positivement selon Oy, ce qui fournit
aussi la relation :

@ M=Th , h20.

Figure 2 - Probléme bidimensionnel de capacité portante
sous chargement incliné et excentré.

Le demi-espace y < 0 est constitué du sol de fondation homogeéne pesant dont le
critére de résistance bidimensionnel s'écrit :

6)) flo)=lo;~0,]-2C <0 ©

(1) F,Net T d'une part, M d'autre part, sont en fait des densités linéiques de force et de
moment exercées sur Oz.

(2) 6, et o, sontles contraintes principales de g dans le plan Oxy. Les contraintes sont
comptées positivement en traction.



pour le sol purement cohérent classique ol C désigne la cohésion, et
6) f(g)=Sup[|cl——02I-2C , 01,02}50

pour le sol purement cohérent sans résistance a la traction. La figure 3 représente les
courbes intrinséques correspondant a ces deux criteres.

O
O

Figure 3 - Courbes intrinséques pour le sol purement cohérent classique
et pour le sol purement cohérent sans résistance & la traction.

Ce demi-espace est soumis aux conditions aux limites suivantes :

¢ déplacement nul a I'infini
) y<0 , Ixl—>o : U=0 ;

¢ surface libre de contrainte a 'extérieur de l'interface A'A
8) =0, IxI>B/2 : ¢ =0, o =0.

y Yy Xy

Le critére de résistance de l'interface A'A,y =0, x| < B/2 s'écrit :

® fc ,6 )=S8Supf{loc I-C,c ) <0
Xy vy Xy

Yy
et est représenté sur la figure 4.

Figure 4 - Critére de résistance de l'interface & cission maximale égale
a celle du sol de fondation.



Compte tenu de l'indéformabilité de la fondation, le probléme de calcul a la
rupture concerne le systéme constitué du sol de fondation (demi-espace y < 0) et de
I'interface A'A, caractérisés ci-dessus. La sollicitation extérieure (autre que la
pesanteur) est appliquée & la face supérieure de l'interface A'A par la fondation rigide
qui impose les conditions aux limites suivantes pour y = 0, Ix| < B/2 :le champ de
vitesse U doit étre celui d'un mouvement rigidifiant quelconque dans le plan Oxy défini
par un distributeur de vitesse dont les éléments de réduction en O sont Ujet 9 =-0 e,
noté {O; uo » @ }

Il est aisé de vérifier que le probléme ainsi défini dépend d'un nombre fini de
paramétres de chargement. Le principe des puissances virtuelles, appliqué dans le

cadre de la statique, s'écrit ici pour tout de champ de contrainte g statiquement
admissible pour le probléme avec les données vy, L[O ,W:

10) @U) - -@?(U) .

Dans cette équation la puissance virtuelle des efforts intérieurs a pour expression :
v @?(11)=—.[2g:§d9—Jg:([H]®n)dE—j' s :([U)®e )dx
- r- AA™

ol Q désigne le volume (bidimensionnel) du demi-espace y < 0, X les lignes de
discontinuité éventuelles du champ de vitesse U ; [[ll]] est la discontinuité de vitesse au
franchissement de X dans le sens de sa normale n, ou entre les faces supérieure et
inférieure de l'interface A'A.

La puissance virtuelle des efforts extérieurs s'écrit, quant a elle :

@u) = [O:E’M]'{O’ HO,Q} - ";2¥UY dQ

(12)
D) =EU,+Ma - | yU, 40 .

Ceci met en évidence les paramétres de chargement et paramétres cinématiques
associés pour le probléme :

Q]_ (g)z'N(g):_jA'Acyydx ’ q; (U) =—(Uo)y ’
QZ (g_) = T(C_S) = J. nydx ’ 212 (U) = (UO)X ’
a3) B ) AR
Qs (g)=M(q)=—.[ x0, dx , (.13 W)= o )
= = AR VY

Q (=7 , él,(m:—JQUy@da



1.3.- Les énoncés fondamentaux du Calcul a la rupture.

La théorie du calcul a la rupture permet, & partir du probléme ainsi posé, de définir
I'ensemble des valeurs des quadruplets (N, T, M, y) appelés chargements
(potentiellement) stables pour lesquels I'équilibre de la fondation sur le sol considéré est
possible compte tenu des conditions de résistance (5) ou (6) et (9). C'est ce qui conduit 4 la
définition claire de la capacité portante de la fondation dans ces conditions de
sollicitation complexes.

La capacité portante de la fondation est représentée par la frontiére qui délimite
dans l'espace (N, T, M) les chargements (potentiellement) stables, y et C étant donnés.

La théorie du calcul a la rupture fournit alors des méthodes qui permettent de
déterminer, ou d'approcher, cette frontiére : approche statique par l'intérieur, approche
statique par l'extérieur, approche cinématique par l'extérieur qui conduisent ainsi,
respectivement, 4 des évaluations par valeurs inférieures et par valeurs supérieures de
la capacité portante. Les énoncés en sont rappelés ci-dessous sur le cas particulier
considéré.

¢ Approche statique par l'intérieur.
La construction d'un champ de contrainte g en équilibre avec les forces de gravité
vY dans le sol et qui respecte les conditions de résistance (5) ou (6) dans le sol, et (9) a
l'interface, équilibre par les formules (13) un chargement (N( o), T(g), M(g)) qui est
une évaluation par défaut de la capacité portante de la fondation. B

L'enveloppe de toutes ces évaluations est la définition méme de la capacité
portante.

¢ Approche statique par l'extérieur.

Un chargement (N, T, M) qui ne peut étre équilibré selon les formules (13) par un
champ de contrainte ¢ en équilibre avec les forces de gravité v et respectant les
conditions de résistance dans le sol et a l'interface est une évaluation par excés de la
capacité portante de la fondation.

¢ Approche cinématique par l'extérieur.

On introduit le concept de puissance résistante maximale du sol (resp. de
l'interface) & partir de l'expression de la puissance de déformation -6/?(11) dans
I'équation (11) :

* pour le sol, les densités de puissance résistante maximale sur Q et sur X sont :

nd) = Sup{g:d ; fg)<0])
(14) @, [U]D = Sup [U]].0.0 ; o) <0) = n([UJl®n+ne U]~
ou f{ ) ) est donné par (5) ou (6) ;

* pour l'interface, la densité de puissance résistante maximale sur A'A est :

10([[11]) = Sup (ny[Ux]] +<Jyy [[Uy] ; flo

ou ﬂcx

,6 ) <0)
(15) Xy yy

y? ny ) est donné par (9).



Tout chargement (N, T, M) dont la puissance dans un champ de vitesse virtuel U
cinématiquement admissible pour le probléme est supérieure a la puissance résistante
maximale diminuée de la puissance des forces de gravité 7y est une évaluation par
excés de la capacité portante de la fondation.

Ainsi, U étant cinématiquement admissible avec les données cinématiques U et
o, l'inégalité °

(16) -N(U), + TU,), +Mo < J;Zn(s_i)dQ+IZm,[U]])dZ+_£,An(ﬂ:LI])dx +£yuy do

limite, par valeurs supérieures, la capacité portante (N, T, M) de la fondation.

On a démontré sous certaines hypothéses (Nayroles, 1970 ; Frémond et Friaa,
1978 ; Friaa, 1979) que l'exploitation compléte de 1'inégalité (16) sur tous les champs
cinématiquement admissibles conduit aussi & la détermination exacte de la capacité
portante.

Les expressions des densités n(d)et n(n, v[[ll]]) pour le sol en déformation plane,
7i( [[11]] ) pour l'interface se trouvent dans (Salengon, 1983) ; il vient ainsi :

* pour le sol purement cohérent classique

n(d) = +o0 si trd #0
17) "
{ o d) = C(ldul+ 1d21) si trd =
{ @, [UP = + si U} .n=o0
(18)
=a,[UP = c I [U]) si [U}.n=0;
¢ pour le sol purement cohérent sans résistance a la traction
(d) = +o0 si trd <0
19) -
n(g):C(Id1I+ld2I-trg) si trd 20
) { o, U = +- si [U].n<o0
(20 ‘
na,[Up=cOUl -[ulw si [ull.nz0;
¢ pour l'interface
o [[UD = + si I[Uy]] <0
(21)
o [ull)= c[U} si [[U]=0.



2.- RESULTATS GENERAUX
2.1.- Influence du poids volumique du sol sur la capacité portante de la fondation.
4 Sol purement cohérent

Comme dans le cas classique de la charge verticale centrée, la capacité portante de
la fondation est indépendante du poids volumique du sol. Le raisonnement s'appuie sur
la définition de la capacité portante (cf. approche statique par l'intérieur).

On remarque en effet, compte tenu de la forme des critéres (5) et (9) :

que, ¢° désignant un champ de contrainte en équilibre avec les forces de gravité nulles
dansle sol (y=0) et qui respecte les critéres de résistance appropriés au probléme
considéré -(5) dans le sol, (9) a l'interface- alors, le champ gY défini en tout point du sol
par

Vy<0 , Vx,
(22)

g®=0 @+l

ou Y= 0, respecte les mémes critéres de résistance et est en équilibre avec les forces de
gravité y = - '

et que, de plus, la formule (22) permet de décrire tous les champs gY qui respectent les
critéres de résistance (5) et (9) et équilibrent les forces de gravité y lorsque 1'on explore
tous les g° ci-dessus.

Les formules (13) montrent que les champs ¢° et (_IY définissent le méme
chargement : - -

N(¢) =N(gh) , T@=Tgh , Mg)=Mg",

ce qui démontre le résultat annoncé et permet de considérer, dans la suite, que les forces
de gravité sont nulles, réduisant ainsi le nombre de paramétres de chargement du
probléme a trois.

4 Sol purement cohérent sans résistance a la traction

Le raisonnement précédent peut étre repris en y remplagant le critére de
résistance (5) par le critére (6), mais il n'aboutit pas & la méme conclusion en raison de
la forme de ce dernier.

En effet, dans ce cas, il demeure vrai que la formule (22) permet, a partir de tous
les champs ¢° qui respectent les critéres (6) et (9) et sont en équilibre dans le sol non
pesant, de construire des champs gY qui respectent ces mémes critéres et équilibrent les
forces de pesanteur y = -ye ol Y 20 ; en revanche il n'est plus exact que cette
construction soit exhaustive. Cela signifie que la capacité portante sur sol purement
cohérent sans résistance a la traction peut, dans certaines conditions, dépendre du poids
volumique du sol et que celui-ci a alors un effet stabilisateur.

On peut encore préciser cette question en l'envisageant du point de vue de
l'approche cinématique par l'extérieur.



Toute borne supérieure de la capacité portante de la fondation sur sol purement
cohérent demeure évidemment valable sur un sol de méme cohésion sans résistance a
la traction, et elle est indépendante du poids volumique du sol.

L'obtention de nouvelles (et meilleures) bornes supérieures pour la capacité
portante sur le sol sans résistance a la traction nécessite de considérer des champs de
vitesse qui mettent & profit, dans l'inégalité (16), la différence entre les expressions (17
et 18) d'une part, (19 et 20) de I'autre, pour les densités de puissance résistante maximale
: champ de vitesse avec dilatance (trd > 0) et/ou décollement ([[U] . 1 > 0). On vérifie
sans difficulté que ceux-ci conduisent a des bornes supérieures de la capacité portante
dans lesquelles le poids volumique du sol a explicitement un effet stabilisateur. Il existe
a cette régle une exception importante qui sera mise a profit ultérieurement : lorsque la
dilatance est nulle partout (trd = 0) et que les seuls décollements se produisent & la
surface du sol (sous l'interface A'A par exemple), la borne supérieure obtenue pour la
capacité portante est indépendante du poids volumique du sol.

En conséquence de ces résultats on traitera le cas du sol purement cohérent sans
résistance a la traction en considérant a nouveau que les forces de gravité sont nulles.
Compte tenu des champs de vitesse utilisés dans la mise en oeuvre de I'approche
cinématique par l'extérieur les bornes supérieures obtenues seront valables hors de cette
hypothése ; les évaluations par défaut issues de l'approche statique par l'intérieur
pourront étre conservatives.

2.2.- Propriétés de convexité

¢ La convexité des critéres de résistance (5), (6) et (9) implique (Salengon, 1983) la
convexité du domaine des chargements (potentiellement) stables (N, T, M) et celle de sa
frontiére qui définit la capacité portante.

¢ Il est commode de représenter les résultats de I'étude en tragant dans le plan (N,
T) le domaine des chargements (potentiellement ) stables pour une valeur donnée de
I'excentrement e. La convexité des domaines ainsi obtenus est une conséquence du
résultat précédent et de la définition (3) de e.

¢ Enfin, pour les applications pratiques, on utilisera aussi une représentation
dans le plan (T, e) en tracant le domaine de stabilité pour une valeur donnée de N. La
convexité des domaines ainsi obtenus procéde des mémes arguments que la précédente.

2.3.- Théoréme 'du (1 - 2| e!/B)" et méthode de la 'fondation réduite"
A partir de I'approche statique par l'intérieur on obtient le résultat suivant.

Si la force = -N,e,+ T e, estune valeur de la capacité portante de la fondation
sous chargement centré (e = 0), alors la force F = Eo (1 - 21el/B) est une évaluation par
défaut de la capacité portante pour I'excentrement e.

On remarque en effet que si g. désigne un champ de contrainte équilibrant la
force F, centrée et satisfaisant en tout point du sol et de l'interface les conditions de
résistance (5), (6) et (9), alors le champ o, défini par

Vy<0 , Vx,
(23)

X —e b4
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satisfait ces mémes critéres et est équilibré avec la force Eso(l - 2 |lel/B) appliquée avec
I'excentrement e. Comme cela est représenté sur la figure 5, cette démonstration revient
a considérer que la "fondation réduite” de largeur (B - 2 lel) dont le centre est le point S
d'application de la force F sur Ox est seule responsable de la capacité portante de la
fondation A'A sous ce chargement.

y B-2e
—
2
L B N
I i

Figure 5 - Le théoréme "du (1 - 2 lel /B)" et la méthode de la "fondation réduite".

Le résultat obtenu, qui demeure évidemment valable si F_ n'est qu'une évaluation
par défaut de la capacité portante pour e = 0, s'énonce aussi_(?e la fagon suivante dans
l'espace (N, T, M) :

(N ,T ,0) (potentiellement) stable
(24) ]

Viel<B/2, (N (1-21el/B), T (1-21el/B), N (1- lel/B)e)
(potentiellement) stable .

2.4.- Application pratique.

Dans la suite on commencera par traiter le cas de la charge centrée en utilisant a
la fois des approches statiques par l'intérieur et cinématiques par l'extérieur.

L'utilisation conjointe des résultats des paragraphes 2.2 et 2.3 permettra ensuite
d'en déduire des évaluations par défaut de la capacité portante pour le chargement
excentré, tandis que de nouvelles approches cinématiques par l'extérieur devront étre
construites pour obtenir des évaluations par valeurs supérieures.

3.- CAPACITE PORTANTE DE LA FONDATION SOUMISE a UN CHARGEMENT
- CENTRE SUR SOL PUREMENT COHERENT.
3.1.- Chargement axial.
L'analyse théorique de la capacité portante de la fondation décrite ci-dessus,

soumise & un chargement axial, sur un sol purement cohérent est classique.On en
rappelle bri¢vement les résultats pour leur utilisation dans les analyses ultérieures.
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¢ Approche statique par l'intérieur

Le champ de contrainte de Prandtl (1923) a été complété par Bishop (1953), Shield
(1954), Sayir et Ziegler (1968) notamment. On obtient ainsi un champ de contrainte en
équilibre dans le sol non pesant et qui respecte en tout point du sol purement cohérent le
critere de résistance (5) ; sur A'A, il équilibre la distribution de contrainte compressive
purement normale :

(25) y=0, Ixl<B2 , cyy:-(u+2)0 , o'xy=0
qui satisfait le critére de résistance (9) de l'interface. Ceci établit que
(26) N(g)=(=+2)CB , T(g)=0 , M(g)=0

est une évaluation par défaut de la capacité portante sous chargement axial.

Figure 6 - Champ de contrainte de Prandtl et prolongement de Shield.

4 Approches cinématiques par l'extérieur
Au champ de contrainte ci-dessus sont associés -au sens indiqué dans (Salengon,
1983)- les champs de vitesse U, sans variation de volume, classiques tels que celui

représenté sur la figure 7 ou la surface A'A du sol est animée d'un mouvement de
translation de vitesse Y inclinée a I'angle i sur Oy :

Y=Vie +V e , Vy <0
@1 { X YEYy

v=1Ivl , Vy =-Veosy , Vx = Vsiny

(28) 0< Iylswd .



Dans un tel champ de vitesse on a :

dansAAB : U =YV ,
dans ABC : Uoc = Vecos(n/d-y) , UB =0 ,

(29) dans ABC' : U, =0 » Ug= -Vsinw4-y) ,
dans ACD : U = Veosiwd-y) _”27_ € +e)

dans ACD' : U = Vsin(ﬂ4-x)fz_2__ Ceg+e)

oulU_ et U, désignent les composantes de la vitesse U sur la base orthonormée dirigée
selon les lignes o et B au point courant. Il n'y a pas de discontinuité de vitesse a
l'interface A'A. Le massif de sol au-dessous de D'C'BCD est immobile.

Figure 7 - Champs de vitesse associés au champ de contrainte de Prandtl (1 x| <=/4).
L'inégalité (16) s'écrit alors, tous calculs faits :
F.¥Y = V(Ncosy+Tsiny) < VCB(n +2)cos
(30)
V>0 , Iyl <n4 |
qui bornent la capacité portante par valeurs supérieures et montrent en particulier, par
comparaison avec le résultat de I'approche statique par l'intérieur, que le chargement
(26) est la valeur exacte de la capacité portante sous chargement axial.
3.2.- Chargement incliné : approches cinématiques par l'extérieur.
¢ Champs de vitesse "bilatéraux”
Les champs de vitesse décrits par les formules (27 et 29) avec la condition (28) sur
le paramétre y limitent par les inégalités (30) la capacité portante sous chargement

incliné. On obtient ainsi, pour || = n/4 , 1a meilleure borne supérieure :

31) N+ ITHV2/2 < (x+2)CB .
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¢ Champs de vitesse "unilatéraux”

La figure 8 représente un autre type de champs de vitesse IJ sans variation de
volume, utilisé notamment par Khosravi (1983). La vitesse y est continue a la traversée
de l'interface A'A, égale & V , vitesse de translation définie par (27) avec la condition :
(32) w4 < Iyl < nR

Le massif de sol au-dessous de A'BCD (ou ABC'D' selon le signe de y) est
immobile, et 1'on a :

dans AAB : U =V ,

33) dans ABC : Uu =V . UB =0 ,
dans ACD : U =V‘§‘T (gx+gy) .
y

Figure 8 - Champs de vitesse "unilatéraux” (n/4 < x| < n/2).
L'inégalité (16) s'écrit alors, tous calculs faits :

{ F.Y
(34)
w4 < Iyl <w2.

V(N cosx + Tsiny) < VCB(sin 1| + (3/2+ 1-2 Iy])cosy)

La capacité portante est ainsi bornée supérieurement par deux familles de droites
dans le plan (N, T) qui enveloppent les arcs de cycloides d'équations :

N/CB = 3n/2+1-2 Iyl +sin2 Iyl
(35) T/CB = - (x/ix!) cos 2x,
w4 < Iyl < w2,

et se prolongent par les segments :

O<NCB<1+n2

(36)
ITI/CB=1.

Ce résultat se raccorde, pour Iyl = n/4 avec celui obtenu dans l'approche

cinématique précédente. Pour |y | = n/2, le champ de vitesse se réduit a un glissement
dans le sol sous l'interface A'A parallélement a celle-ci.



N/CB

1+n/2

0 1

14

Figure 9 - Borne supérieure de la capacité portante sur sol purement cohérent
fournie par les champs de vitesse des figures 7 et 8.

3.3.- Chargement incliné : approches statiques par l'intérieur.

¢ Chargement purement tangentiel

La figure 10 représente le champ de contrainte o discontinu par zones homogénes
proposé par Khosravi et Salengon dans (Khosravi, 1983). En utilisant les axes (0X, OY)
déduits de (Ox, Oy) par rotation de + n/4, ce champ a les expressions suivantes :

zone 1 i o=C

zone 2 P Oxy=0
37

zone 3, 5, 6 DOy = o ,

zone 4 POy = c ,

%y=0 ,
%y=0
%y =0,
Oxy="0

Figure 10 - Champ de contrainte & six zones équilibrant

un chargement purement tangentiel.
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En équilibre dans le sol non pesant dont il respecte le critére de résistance (5) en
tout point, ce champ satisfait le critére de résistance (9) a l'interface A'A sur laquelle on
a:

(38) Oyy = 0 , g6 =C.

11 équilibre le chargement :
(39) N(g)=0 , MNg=CB , Mg=0.
¢ Chargement d'inclinaison quelconque

Khosravi et Salengon ont construit une approche statique qui s'appuie sur le
résultat classique de la capacité portante d'un coin trapézoidal infini t'B'Bt d'angle au
sommet 2a, soumis sur B'B & une contrainte normale uniforme X (positive en traction),
dont les faces t'B' et tB sont libres de contrainte, et qui est constitué d'un matériau
purement cohérent non pesant.

La figure 11 rappelle que I'association du champ de vitesse de Prandtl et du champ
de contrainte correspondant prolongé par les méthodes de Bishop ou de Shield permet de
déterminer exactement cette capacité portante (1):

(40) iIZl =2CA+0a) .
On convient de désigner par ¢ s (@) le champ de contrainte, schématisé sur la

figure 11, obtenu par la méthode de prolongement de Shield, qui équilibre la contrainte
uniforme ¥ = 2C(1 + o) égale a la capacité portante en traction.

Figure 11 - Coin trapézoidal symétrique infini d’angle au sommet 20.
Détermination de la capacité portante par les champs de Prandtl
et le prolongement de Shield.

(1) Voir dans (Salengon, 1969) le commentaire concernant une mauvaise interprétation de la solution
de Winzer et Carrier (1948).
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Le champ de contrainte présenté dans (Khosravi, 1983) pour I'approche statique de
la capacité portante sous chargement incliné se compose (figure 12) :

- dans la zone 3, triangle rectangle A'BA de sommet B, du champ homogene g,
dont les contraintes principales sont £, paralléle 28 AB et T, paralléle 3 AB;

- dans la zone 1, coin trapézoidal infini symétrique x'A'Bt d'angle au sommet

2<Jtl , du champ :
21 Cy
(41) gy = EISET) g (@) =—¢— gg (o)
ou l'on a posé
(42) Z; =2C(1+m) ;

- dans la zone 2, coin trapézoidal infini symétrique tBAx d'angle au sommet
20, = ®-201, duchamp :

ZZ C2
2 % % Ty %0 T T gl
avec C, défini par
(44) Z:=2CQ0+az2) . O

Figure 12 - Capacité portante sous chargement incliné :
approche statique.

(1) On remarquera la construction géométrique : tB passe par O, milieu de A'A.
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Ce champ est évidemment en équilibre dans tout le massif de sol non pesant. Il
engendre sur A'A les contraintes :

‘ o = (Z2+Z)/2+(Z2-Z1)cos201)/2
45) 7Y
GX)' =((Z1-Z2) sin201)/2.

Le critére de résistance (5) du sol purement cohérent impose les conditions
suivantes :

(46) danslazone3: [|XZ,~-Z:11R2= ICz(1+-g- -01)-Ci(l+0o1 )l £C ,
“n danslazonel: ICil <C ,
48) danslazone2: Gl <C

Le critére de résistance de l'interface est satisfait compte tenu de (46) si, en outre :
E+E)/2+(Zo-Z)cos20,)2 <0 .
On dispose ainsi d'une famille de champs de contrainte dépendant des trois

paramétres o; , C; /C, C, /C soumis aux conditions (46 A 48), qui fournissent les
évaluations de la capacité portante par valeurs inférieures données par :

N(g) = Blp+qcos20;) , T(g) = Bgsin2a; , M(g) =0 ,
(49) - -
avec p = -(Z,+X)/2 et q= C-%)/2 ,

dont on retient I'enveloppe convexe.

On obtient ainsi les arcs tracés sur la figure 13 qui correspondent aux équations
suivantes :

arcA a m m <C1< 2 C2 Ci 4
=4 -— - - ’
5T T+h - C - m+4 C ¢ " T+h

Ci
<N -4 .I*4 1 o Y
(50) 0 s =y . <1+ L 2,57
_.T_.=1;
cB
arcB
Cy o, = m/2 C
O r - __1 2 _
A e T R
(51) N = 7+1-20 + cos2o; ,

sin20;
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arcC

L= v 2+ sint p 4,423,
(52)

0 < -ETI-S— < cos1 & 0,5403

et les arcs symétriques.

Ce résultat est complété par convexité en s'appuyant sur le point v, qui correspond
a la valeur exacte de la capacité portante sous chargement axial : arc D et symétrique.

o 1 T/CB

Figure 13 - Enveloppe convexe des évaluations par valeurs inférieures
de la capacité portante sous chargement centré incliné.

On peut remarquer que sur I'arc A le critére de résistance du sol n'est atteint que
dans la zone 3 ; en particulier, pour a. = /4 et C;/C = 2/(n + 4) on obtient un champ de
contrainte, différent de celui de la figure 10, qui équilibre le chargement purement
tangentiel. Sur l'arc B, le critere de résistance du sol est atteint dans les zones 3 et 2 ;
dans cette derniére le champ ¢, = - o _(a;) est homogéne dans ABb, et identique au
champ o, de la zone 3. Pour o; = Sw/4 - 1/2 le critére de résistance est atteint
simultanément dans les trois zones (C; = C, =-C).

3.4.- Capacité portante sous chargement incliné.

La confrontation des résultats représentés sur les figures 9 et 13 met en évidence la
coincidence des deux approches en ce qui concerne les arcs A et B et le point Vg .

La vérification algébrique de cette coincidence est immédiate si 1'on remarque,
pour I'arc B par exemple, que les équations (35) pour m/2- 1/2 < y < w/2 et (51) pour
m/4=-1/2 £ a1 < mw/4 définissent le méme arc de cycloide, o; et y étant liés par :

(53) xX-0, = 7[/4.
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La figure 14 montre comment sont associés le champ de contrainte de la figure 12
et le champ de vitesse unilatéral de la figure 8 lorsque yx et o, sont liés par (53) : le
champ de vitesse se développe uniquement dans les zones 2 et 3 ou le critére de résistance
du sol est atteint, mettant & profit I'identité des champs de contrainte dans A'BA et dans
ABb, , et imposant la zone en cisaillement du champ de vitesse sur I'éventail de Prandtl
Ab, ¢, de la solution statique.

<

>

.
®

)
\

y

Figure 14 - Champ de vitesse unilatéral et champ de contrainte associés
(x =nl4+a,).

En désignant par 8 linclinaison de la force F , définie par
(54) tgd = T/N ,
on voit que l'analyse ci-dessus détermine la capacité portante

- exactement pour & = 0 (chargement axial) et pour 7°<3<90° ,
- de fagon approchée, & mieux de 0,6% prés (& 8 fixé) pour 0 <8 < 7°.

Il peut paraitre raisonnable de penser qu'en fait le résultat obtenu par 'approche
cinématique fournit la détermination exacte de la capacité portante et que la lacune
constatée pour 0 < § < 7° serait levée par un raffinement supplémentaire apporté dans la
construction des champs de contrainte de I'approche statique.

Une telle recherche complémentaire présenterait peut-étre un intérét académique
mais n'apparait pas justifiée du point de vue pratique ; il est méme déja remarquable
que les champs de contrainte de la figure 12 se révélent si performants. C'est d'ailleurs
sur ce plan que se situe l'apport de la présente analyse par rapport aux études
antérieures.

En effet la confrontation faite par Khosravi (1983) montre que les valeurs adoptées
par Meyerhof (1953), Tran Vo Nhiem (1968, 1971), Mirzabekian (1979) coincident avec
les résultats de la figure 9 considérés du point de vue de la composante normale N en
fonction de l'inclinaison 8. Le paragraphe 3.2. de la présente étude affirme le caractére
d'évaluation par valeurs supérieures de ce résultat : il s'ensuit notamment que la
formule "parabolique” en (1 - 28/x)* de Meyerhof (1963) ne saurait étre retenue pour ce
probléme dés que 8° < § < 60° (environ) car elle fournit des évaluations supérieures
(usqu'a 30% de surestimation pour certaines valeurs de & ). Le paragaphe 3.3., par la
qualité des approches statiques fournies, apporte la pleine justification théorique de



l'utilisation de ces valeurs qui sont recommandées par exemple dans (Giroud, Tran Vo
Nhiem et Obin, 1973). Il montre que les formules proposées par Brinch Hansen (1961,
1970) conduisent & de légéres sous-estimations de la capacité portante au voisinage du
chargement axial, comme la formule de Meyerhof ; il montre aussi que cette méme
formule de Meyerhof sous-estime la capacité portante au voisinage du chargement
purement tangentiel puisqu'elle prédit une capacité portante tangentielle nulle sous
chargement normal nul alors que l'on a établi que la capacité portante est dans ce cas
ITI =CB pour N=0.

Il convient toutefois d'attirer l'attention sur le fait que cette capacité portante
tangentielle sur sol purement cohérent est essentiellement dépendante du critére de
résistance (9) adopté pour l'interface A'A ; ainsi qu'on I'a montré dans (Khosravi, 1983)
la prise en compte d'un critére de Coulomb a l'interface conduit a tronquer le domaine
dans le plan (N, T) par les droites IT| = Ntg¢. ou ¢. désigne I'angle de frottement a
l'interface ; on reviendra aussi sur cette ques‘;ion dans la section 5 a propos du sol
purement cohérent sans résistance a la traction.

On notera enfin qu'en régle générale les formules proposées s'intéressent
essentiellement a la composante normale de la capacité portante N en fonction de
l'inclinaison & et que, méme si le calcul de la composante tangentielle T est alors
immédiat par la formule (54), il est intéressant de disposer d'un diagramme dans le
plan (N, T) qui met mieux en évidence la sensibilité des deux composantes a
l'inclinaison 8.

N/CB

n+2

[¢] 1 T/CB

Figure 15 - Capacité portante sous chargement incliné, centré, sur sol purement
cohérent : comparaison avec la formule "parabolique” de Meyerhof (1963)

4.- CAPACI:I‘E PORTANTE DE LA FONDATION SOUMISE A UN CHARGEMENT
EXCENTRE SUR SOL PUREMENT COHERENT.

4.1.- Approches statiques par l'intérieur.

¢ Application de la méthode de la fondation réduite

A partir du diagramme de la figure 13 la méthode de la fondation réduite fournit,
par homothétie de centre O et de rapport (1 - 2 |el/B) dans le plan (N, T), une approche par

l'intérieur de la capacité portante pour toute valeur de l'excentrement e (lel < B/2)
comme indiqué sur la figure 16.
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¢ Utilisation des propriétés de convexité

La convexité, dans l'espace (N, T, M), du domaine des chargements
(potentiellement) stables permet d'améliorer les résultats ainsi obtenus. En effet, en
rappelant la formule (3) M = Ne, on peut énoncer que :

vV (N;, T;) et (N,, T,) approximations par valeurs inférieures de la
capacité portante pour les excentrements e, et e, respectivement,

VA, 0sA<1l |
alors, le chargement
(55) N=AN, +(1-M)N, , T=AT, +(1-MT,

est une approximation par valeur inférieure de la capacité portante pour l'excentrement
e déterminé par :

ANje, + (1= Nye,
AN, + (1= N,

(56) e =

Une application immédiate de ce résultat considére d'une part l'approche par
I'intérieur obtenue par la méthode de la fondation réduite pour I'excentrement e; =e, et
d'autre part les chargements (N =0 , IT| = CB) représentés par les points T et tT_ qui
correspondent a la capacité portante sous chargement purement tangentie(i pour e, =0.
On déduit des formules (55) et (56) que 'enveloppe convexe de I'approche par l'intérieur
obtenue par la méthode de la fondation réduite pour I'excentrement e, et des points 1§ et
T, est, elle-méme, une approximation par valeurs inférieures de la capacité portante
pour le méme excentrement e : si (N, T) est (potentiellement) stable pour 1'excentrement
e alors (AN, AT % (1- A)CB) l'est aussi.

On a procédé a une exploitation numérique systématique des formules (55 et 56)

sans parvenir, dans ce cas, & améliorer le résultat énoncé ci-dessus, représenté sur la
figure 16.

N/CB

e=0

®;=46°

T T
) 1 T/CB

Figure 16 - Capacité portante sous chargement incliné excentré : approches statiques
par la méthode de la "fondation réduite” et les propriétés de convexité.



Ce résultat est important. Il montre que la méthode de la "fondation réduite"” et du
coefficient réducteur (1 - 2lel/B), qui est couramment proposée dans la pratique (Giroud,
Tran Vo Nhiem et Obin, 1973), peut dans le cas d'excentrements assez importants
conduire & des sous-estimations significatives de la capacité portante.

On remarquera toutefois, comme pour les points 'cg et 17 , que la validité en est
liée a la condition de résistance (9) adoptée pour l'interface. %n fait on vérifiera sans
difficulté que, dans le cas d'une condition d'interface différente (condition de Coulomb
par exemple), il y a lieu, comme sur la figure 15, de tronquer les diagrammes de la
figure 16 par la représentation du critére d'interface exprimé en fonction de N/CB et

T/CBaulieude ¢ et ©
Yy Xy
4.2.- Approches cinématiques par l'extérieur.
¢ Une majoration simple

Les champs de vitesse "bilatéraux” de la figure 7 et "unilatéraux" de la figure 8
correspondent, comme on I'a vu, 4 un mouvement de translation de la face supérieure de
l'interface A'A & la vitesse V. Il s'ensuit que 1'expression de la puissance des efforts
extérieurs dans les inéquations (30) et (35) ne fait pas intervenir le paramétre de
chargement M, c'est-a-dire qu'elle est indépendante de l'excentrement e du point
d'application S de la force F sur Ox. En conséquence la borne supérieure de la capacité
portante obtenue dans la section 3 et représentée sur la figure 9 demeure valable pour la
fondation soumise 4 un chargement excentré.

Afin d'améliorer ce résultat Pecker et Salencon (1991) ont proposé plusieurs
champs de vitesse originaux qui concourent, par la mise en oeuvre de la méthode
d'approche cinématique par l'extérieur, suivant les valeurs de l'inclinaison et de
l'excentrement de la charge, & une meilleure évaluation par valeurs supérieures de la
capacité portante de la fondation.

On en donnera ci-aprés une description bréve, sans entrer dans les détails du
calcul de la puissance résistante maximale au second membre de l'inégalité (16) qui
s'appuie toujours sur les formules (17) et (18) pour le sol, (21) pour l'interface, exprimant
les densités de puissance résistance maximale n(.). Les résultats obtenus pour la
capacité portante de la fondation seront ensuite présentés de fagon synthétique par des
diagrammes dans le plan (N, T) pour les diverses valeurs de l'excentrement e. Pour
alléger la présentation de ceux-ci on se restreindra aux chargements 4 excentrement
positif (0 < e < 1/2) : il est clair en effet que pour les chargements a excentrement négatif
il suffira de procéder par symétrie en changeant e en (- e) et & en (- 8), d'otr T en (- T).

¢ "Mécanisme A"

Représenté sur la figure 17, le champ de vitesse U du "mécanisme A" correspond,
dans le sol :

- & un mouvement rigidifiant de rotation & la vitesse angulaire @ = -we; (0> 0)
autour du point Q, pour la face inférieure de l'interface A'A sur le segment IA, et
pour le volume IJA limité par l'arc de cercle IJ de centre Q tangent en I & A'A ; le
point I estici supposé intérieur 4 A'A ;

- & une zone en cisaillement AJK limitée par I'arc de cercle JK de centre A ;
- &4 une zone en cisaillement AKL ;
- il y a discontinuité tangentielle constante de la vitesse Y au franchissement de

la ligne IJKL, le massif de sol situé au-dessous de cette ligne demeurant
immobile.



La face supérieure de l'interface A'A, c'est-a-dire la fondation, est animée du
méme mouvement rigidifiant de rotation autour de Q a la vitesse @ : il y a décollement
entre les deux faces de l'interface A'A sur le segment A'l, et la vitesse est ensuite
continue sur IA.

Figure 17 - "Mécanisme A".

Ce champ de vitesse dépend de trois parameétres : par exemple les angles a et p
représentés sur la figure 17 qui définissent les directions de AQ et AK, et le scalaire A
qui précise la position du point I sur A'A par :

B IA = KBQX

L'inégalité (16) s'écrit alors, tous calculs faits :

(58) FU_ +M.0= m[(k+—§—--—;—)N + MgaT] <

1 ) +oCB?A(1-A) tgo.
cos?a

S(oClez(lTZ.-u+-1—tgu+(l-a)
2

Pour l'exploiter on minimise d'abord le second membre par rapport & p, d'oir pt =—-
Puis, par exemple, on procéde a inclinaison 8 constante et on minimise le secon
membre de l'inégalité :

A [mra+1/2+ (m/2=-a)/cos?a] + A(1=Ntga

(59) (8 A1 + tgstga) + e/B - 1/2 ’

IA

sous les contraintes portant sur A et o :

(60) (122 -e/B) / Q1 +tgdtga) < A <1



¢ "Mécanisme B"

Représenté sur la figure 18, le "mécanisme B" est 'homologue du précédent
lorsque le point I, défini par (57) est situé & gauche de A', c'est-a-dire lorsque A > 1. Le
champ de vitesse ne présente plus de discontinuité de vitesse dans l'interface A'A. Il
dépend encore de trois paramétres : on choisit ici les angles o, B et . qui définissent
respectivement les directions AQ, A'Q et AK.

Figure 18 - "Mécanisme B"

L'inégalité (16) s'écrit, tous calculs faits et aprés simplification :

( tgB e 1) N tgotgh T
(61) —_— - - — + <

tgB - tgo B 2 cB tgB - tgo CB
tg?B 1 sinZa sinZa
£ ——— | (m—u+ —tgu)(1- )+ B -a
(tgB - tga)? 2 sin?R sin?B

L'optimisation en p est évidente : © = n/4. On est conduit, & inclinaison § fixée, a
la minimisation du second membre de l'inégalité

N [tng (3n/4+1/2) (1 - sina/sin?B) + Bsinzoc/sinZB-oc]

(62) — <
cB cos?a (tgB - tga) )Ech(H-_ tgStgo) + (e/B-1/2) (tgB - tga)]

sous les contraintes portant sur ccet §:

O<a<B<n2 ,
(63)
tgB(l+tgdtga) + (¢/B -1/2) (tgP -tga) > O .



Les conditions ci-dessus traduisent notamment le fait que le"mécanisme B" n'est
défini que pour a < P. Toutefois il est clair géométriquement que si 0. = B ce mécanisme
se réduit au mécanisme unilatéral de la figure 8 avec y = a. C'est ce que confirme le
passage a la limite sur la formule (62) qui devient :

(64) -EMB- <@ +1+tga-20/A+tgatgd) ,

inégalité indépendante de e, dont on doit minimiser le second membre par rapport a o,
a & fixé. On obtient ainsi pourd > 0 :

tgd = -cos20 /(312 +1-20a+sin2 ) , TWi<o<n
et I'on retrouve
NCB<3n2 +1-20a+sin2a

avec T/CB

IA

-cos2a ;

pour 3 < 0, les mémes formules demeurent valables avec 0 < o < /4, résultat qui
n'est évidemment pas pertinent.

¢ "Mécanisme C"

Le "mécanisme C" est représenté sur la figure 19. Son champ de vitesse U
corespond, dans le sol, & un mouvement rigidifiant de rotation ala vitesse angulaire
=-@ ( ® > 0) autour du point Q, pour la face inférieure de l'interface A'A sur le
segment aA et pour le volume AlIaA limité inférieurement par 'arc de cercle Aa de
centre Q. Le point I sur Ox, a I'aplomb de Q, est supposé intérieur a OA ; il est défini par
la formule (57) avec le paramétre A : 0 <A < 1/2. Il y a discontinuité tangentielle
constante de la vitesse UU au franchissement de I'axe Aa, le massif de sol situé
au-dessous de cette ligne demeurant immobile.

La face supérieure de l'interface A'A, c'est-a-dire la fondation, est animée du
méme mouvement rigidifiant de rotation autour de Q a la vitesse @ : il y a décollement
entre les deux faces de l'interface A'A sur le segment A'a, et la vitesse est ensuite
continue sur aA.

Figure 19 - "Mécanisme C".
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Ce champ de vitesse dépend de deux paramétres, le scalaire A et I'angle o qui
définit la direction AQ. L'inégalité (16) conduit, tous calculs faits et aprés
simplification, & la minimisation du second membre de l'inégalité

N Aa/sin?a + (1/2 = \)/tga
(65) B = PP N(1-tgs/taw) +e/B-1/2 *

a inclinaison & fixée, par rapport aux paramétres A et & soumis aux contraintes
suivantes :

0<a<n2
(66)

0<A<c 12 , (12-e/B)/(1-tgdtgo) < A .
¢ "Mécanisme D"
Le "mécanisme D" est représenté sur la figure 20. C'est 'homologue du précédent

lorsque A > 1/2:le point a n'est plus intérieur & A'A. Il n'y a plus de discontinuité de
vitesse dans l'interface A'A.

Figure 20 - "Mécanisme D"

L'inégalité (65) est alors remplacée par

N 20%a/sin%a
(67) B = T(1-tgd/tgw) +e/B-1/2 *

a minimiser, a  fixée, par rapport a A et o soumis aux contraintes

0<oa<n?2
(68)

12 <A , (12-e¢/B)/(1-tgdtga) < A .
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¢ Autres "mécanismes" étudiés

La restriction e/B > 0, adoptée pour la commodité de la représentation des
résultats, n'est évidemment pas significative pour ce qui concerne l'étude des
"mécanismes” eux-mémes. Toutes les formules obtenues ci-dessus telles que (59 et 60),
(62 et 63), (65 et 66), ou (67 et 68) sont valables pour - 1/2 < e/B < 1/2.

Cette propriété est mise a profit de la fagon suivante.

Elle permet, pour 0 < e/B <1/2, sans calculs analytiques nouveaux, I'examen des
"mécanismes” A', B, C', D', symétriques des précédents par rapport a l'axe Oy, en
faisant appel & la propriété de symétrie déja évoquée (figure 21) : changement de (- e) en
e,de (-T)en T et de (- 3) en d.

Figure 21 - "Mécanisme A" pour e/B < 0
et "mécanisme A’" poure/B > 0.

Outre ces quatre "mécanismes" supplémentaires, on a aussi étudié le
"mécanisme E" représenté sur la figure 22, apparenté au "mécanisme A", dans lequel
il y a glissement dans l'interface A’'A sur le segment IA, pas de discontinuité de vitesse
sur IJKL, et cisaillement dans tout le volume limité par la ligne IJKL.

Figure 22 - "Mécanisme E".



Les calculs analytiques et numériques ont été effectués sur cette famille de
mécanismes qui dépend de trois paramétres, ainsi que sur les "mécanismes F" qui sont
leurs homologues lorsque le point I est extérieur & A'A. Les résultats s'en sont révélés
trés légérement moins bons que ceux obtenus par les "mécanismes A et B" : valeur de
N/CB légérement supérieure, a  fixée.

Les expressions analytiques correspondantes sont données dans (Pecker et
Salengon, 1991a).

¢ Synthése des résultats

La figure 23 présente la synthése des résultats obtenus par la mise en oeuvre de
l'approche cinématique par l'extérieur avec les mécanismes précédents. Elle donne
pour les valeurs de e/B égales a 0, 0,1, 0,2, 0,3, et 0,4 les courbes qui délimitent les
meilleures évaluations de la capacité portante par valeurs supérieures. Ces courbes sont
constituées de plusieurs arcs qui sont issus de mécanismes différents explicités
ci-apres.

Toutes les parties verticales, droites d'abscisses IT|/CB = 1, proviennent des
"mécanismes unilatéraux” de glissement dans l'interface A'A.

Pour e/B = 0 : les parties courbes (cycloidales) ont déja été décrites au paragraphe
3.2. (figure 9) et proviennent des "mécanismes unilatéraux” de la figure 8. On peut
aussi dire maintenant que ces courbes proviennent des "mécanismes B et B' "
(dégénérés avec o = ).

Pour e/B = 0,1 : la courbe qui limite, pour & > 0, la capacité portante est issue des
"mécanismes B" ou des "mécanismes A" car, pour cette valeur de e/B, le point I des
mécanismes optimaux est pratiquement confondu avec A' (B = n/2 dans les
"mécanismes B") ; pour & < 0 ce sont les "mécanismes D" qui sont déterminants.

Pour /B = 0,2 : pour § > 0 la courbe qui limite la capacité portante est issue des
"mécanismes A" ; pour 8§ < 0 ce sont encore les "mécanismes D" qui sont déterminants.

Pour /B = 0,3 : les "mécanismes A" délimitent la capacité portante pour § > 0 ;
pour 8 < 0 la capacité portante est limitée par les "mécanismes D ou C", le point a des
mécanismes optimaux étant pratiquement confondu avec A'.

Pour e/B =0,4 : la capacité portante pour & > 0 est délimitée par une courbe déduite
des "mécanismes B" ; la branche horizontale de cette courbe délimite aussi la capacité
portante pour 8 < 0 avec un arc issu des "mécanismes C".

Il apparait, sur les diagrammes tracés pour e¢/B = 0,1, e/B = 0,2 et /B = 0,3, que le
point anguleux d'intersection des arcs issus des mécanismes de natures différentes
"A" et "D" se situe sur I'axe N (1) ; de plus ce point correspond alors au maximum de la
composante normale de la capacité portante fourni par ces approches cinématiques par
I'extérieur. Ce résultat n'a pas de fondement théorique ; il doit par ailleurs étre tempéré
en considérant la précision des procédures numériques employées pour les diverses
minimisations.

(1) A titre d'exemple, pour e/B = 0.2, on a trouvé sur l'axe N : N/CB < 3,3132 par le "mécanisme A" et
N/CB < 3,3100 par le "mécanisme D".



T/CB

Figure 23 - Capacité portante sous chargement incliné excentré,
sur sol purement cohérent : approches cinématiques au moyen
des "mécanismes A, B, C, D, E" et symétriques pour diverses valeurs de e /B.

On remarque que l'évolution des "mécanismes” déterminants, au fur et & mesure
que l'excentrement du chargement augmente, et en fonction de son inclinaison, est en
accord avec une certaine intuition des "modes de rupture" vraisemblables. On doit
d'ailleurs signaler que des courbes analogues aux courbes IJKL du "mécanisme A"
(figure 17) ou Aa du "mécanisme C" (figure 19) sont utilisées comme surfaces de rupture
dans des programmes d'analyse de stabilité développés par le NGI, (Lacasse, 1985 ;
Andersen et Lauritzen, 1988).

Dans le cas d'un critére de résistance de l'interface A'A différent de (9)
(frottement de Coulomb par exemple) des "mécanismes" avec discontinuité de vitesse
dans l'interface faisant intervenir la nouvelle expression correspondante de la
puissance résistante maximale doivent &tre mis en oeuvre. On vérifie sans difficulté
qu'ils conduisent & tronquer les diagrammes de la figure 23 par les courbes
représentatives du critére d'interface exprimé en fonction de N/CB et T/CB (par exemple
pour le frottement de Coulomb : IT| /CB < tg ¢; N/CB).

4.3.- Capacité portante sous chargement incliné et exceniré, sur sol purement cohérent.

La figure 24 confronte les résultats des deux approches, qui délimitent, pour
chaque valeur de e/B, la capacité portante de la fondation par valeurs inférieures et
supérieures.

On voit qu'au fur et & mesure que I'excentrement croit, I'écart entre les bornes
obtenues augmente de fagon significative. On remarque toutefois en se reportant a la
figure 16 que, grace a l'utilisation des propriétés de convexité, cet écart a pu étre
considérablement réduit par rapport a ce qu'il eit été a partir de la seule méthode de la
fondation réduite. On peut penser qu'un effort sur la construction de nouveaux champs
de contrainte dans l'approche statique par l'intérieur permettrait de réduire 1'écart
entre les bornes inférieures et supérieures, notamment pour les valeurs positives de
I'inclinaison 8. A ce propos il est intéressant de noter que les méthodes utilisées pour
construire des champs de contrainte conduisent dans le plan (N, T) & des diagrammes
intérieurs symétriques en T et (- T) alors que les diagrammes extérieurs issus des
mécanismes sont, eux, dissymétriques (comme l'intuition pourrait le laisser attendre
pour la capacité portante elle-méme).
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Figure 24 - Capacité portante sous chargement incliné excentré,
sur sol purement cohérent : bornes inférieures et bornes supérieures.

La capacité portante de la fondation est déterminée exactement, quel que soit
I'excentrement, lorsque le chargement normal est nul (N = 0) : points t+ et t— surla
figure 24. On rappelle le réle essentiel du critére de résistance (9) adop%é pour interface
dans l'établissement de ce résultat aux paragraphes précédents ; un critére différent
conduira a tronquer les diagrammes de la figure 24 comme on I'a déja indiqué.

5.- CAPACITE PORTANTE DE LA FONDATION SOUMISE A UN CHARGEMENT
EXCENTRE SUR SOL PUREMENT COHERENT SANS RESISTANCE A LA
TRACTION

5.1.- Problématique

La problématique relative au cas du sol purement cohérent sans résistance a la
traction a déja été abordée au paragraphe 2.1. & propos de l'influence du poids volumique
du sol.

D'une fagon générale, puisque le domaine de résistance défini par le critére (6)
pour le sol purement cohérent sans résistance a la traction est intérieur a celui défini
par (5) pour le sol purement cohérent classique on peut, en se référant a (Salengon, 1983),
énoncer le résultat suivant :

pour une valeur donnée du poids volumique v du sol la capacité portante (N, T, M)
de la fondation en 1'absence de résistance a la traction est intérieure, on peut dire
aussi inférieure, a celle obtenue pour le sol purement cohérent classique (la dé-
monstration , immédiate, découle de I'approche statique par l'intérieur).

De plus on a vu que, pour le sol sans résistance a la traction, cette capacité portante
peut dépendre du poids volumique 7 : celui-ci a alors un effet favorable, c'est-a-dire que
yY> 0 croissant induit un accroissement du domaine des chargements (potentiellement)
stables (N, T, M).

L'étude menée dans cette section comportera deux aspects.
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On reprendra d'abord les "mécanismes” envisagés au paragraphe 4.2. On
analysera comment, par de légéres modifications, ils peuvent permettre de tirer parti de
la substitution des expressions (19 et 20) a4 (17 et 18) pour les densités de puissance
résistante maximale dans le sol et conduire a de nouvelles évaluations par l'extérieur,
meilleures, pour la capacité portante. On construira aussi de nouveaux "mécanismes”
plus pertinents.

Ensuite, dans l'approche statique par l'intérieur, on contrdlera les champs de
contrainte utilisés au paragraphe 4.1, en se plagant du point de vue des tractions, pour
voir dans quelle mesure ils demeurent compatibles avec le critére (6). On construira de
nouveaux champs de contrainte compatibles avec ce critére.

5.2.- Approches cinématiques par l'extérieur.
¢ Considérations générales

En conséquence de ce qui précéde (et comme on I'a déja annoncé au paragraphe
2.1.) les évaluations par valeurs supérieures obtenues a partir des différents
mécanismes considérés au paragraphe 4.2., qui sont représentées sur la figure 23,
indépendantes du poids volumique 7y, demeurent intégralement valables pour le sol
sans résistance a la traction.

Les champs de vitesse correspondants sont sans variation de volume a l'intérieur
du massif de sol :

rd =0 ,

[UBn=0 ;

seule l'interface A'A comporte, pour les "mécanismes A et C", une discontinuité de
vitesse [U]] non tangentielle qui correspond & un décollement de ses deux faces. C'est sur
ce dernier point que va porter 'analyse.

(69)

En effet on peut désormais considérer les "mécanismes A et C " définis de la
facon suivante : ° 0

- le champ de vitesse est identique a celui du "mécanisme"” A ou C correspondant,
a l'intérieur du massif de sol ;

- la discontinuité de vitesse, égale & celle existant dans l'interface A'A pour le
"mécanisme” A ou C correspondant, est produite dans le sol immédiatement au-dessous
de l'interface.

En conséquence, pour ces nouveaux "mécanismes et "
)

- la puissance des efforts extérieurs est inchangée (et est toujours indépendante de
Y) ;

- la puissance résistante maximale est modifiée ; on doit, pour 1'obtenir, se référer
a l'expression (20) au lieu de la formule (21) pour le calcul de la contribution due a la
discontinuité de vitesse sur IA (ou aA) : il est clair, en comparant les deux expressions
(20) et (21), que l'on obtiendra ainsi, pour la puissance résistante maximale, des valeurs
inférieures ou égales a celles du paragraphe 4.2.

Les "mécanismes A_et C_" conduiront donc & de meilleures évaluations par
valeurs supérieures de la capacité portante que les "mécanismes A et C".



¢ "Mécanisme Ao”

On se réfere a la figure 17. La discontinuité de vitesse f[ll]] y est maintenant
localisée le long de IA dans le sol, immédiatement au-dessous de l'interface. Ainsi,
dans l'inégalité (16), IA apparait dans la deuxiéme intégrale du second membre a titre
de ligne de discontinuité £ dans le sol (dont la normale est ¢_ ), tandis que la troisiéme
intégrale est nulle. Y

Tous calculs faits 1'inégalité (59) qui résultait du "mécanisme A" devient, pour le
"mécanisme Ao" :

o, a 2 2 [_ 2(L_ Ey_ 2£_£J
oo < o 2737 (G W/eostar b’ |1-te' G- B tnfta* GF-S)} /4
e 1
cB A(1 + tgStgo) + 5”3
ou l'angle € est défini & partir des paramétres Aeto  par:
(71) tge = (ATQD = 1-W/Atga , 0<e<n2

L'exploitation des "mécanismes A, " conduit & minimiser le second membre de
I'inégalité (70), a § fixée, par rapport aux parameétres A et o sous les mémes contraintes
(60) que pour les "mécanismes A" :

(172 - ¢/B)/(1 + tgdtga) <A <1

¢ "Mécanismes CO"

En se référant a la figure 19, la discontinuité de vitesse ‘[H]l pour les "mécanismes
C " est localisée le long de aA dans le sol, immédiatement au-dessous de l'interface.
Dans l'explicitation de l'inégalité (16), les modifications sont analogues a celles
indiquées pour les "mécanismes AO ", et 'on aboutit & l'inégalité (72)

20, T, E T, 0 N N
a2 -N—S )\zm +[Ln'tg (4+2)/tg (4+2) + arctg (sing) ar‘ctg(sma)z—tgra
cB A(1-tgS/tga) +e/B-1/2

ou I'angle £ est défini a partir des parameétres A et o par :
(73) tge = (ATQD = 1-M/tga/A , 0<e<n/2
Le second membre de cette inégalité est & minimiser, & § fixée, par rapport aux
parameétres A et o sous les mémes contraintes (66) que pour les "mécanismes C".
0 < a<n/2

0< A<12 , (172 - e¢B)/(1 - tgd/tga) < A



¢ "Mécanisme FO"
Dans l'esprit du "mécanisme unilatéral” de la figure 8, qui dégénére en un
glissement dans le sol sous l'interface A'A lorsque § = /2, on considére maintenant le
mécanisme représenté sur la figure 25, défini de la fagon suivante :

l'intérieur du massif de sol (y < 0) est immobile ;

une discontinuité de vitesse constante [[LL]] = V est produite dans le sol,
immédiatement sous l'interface A'A ;

il n'y a pas de discontinuité de vitesse dans l'interface A'A ;

la fondation est animée de la vitesse de translation V définie par son
inclinaison j (figure 25).

Figure 25 - "Mécanisme Ig "

L'inégalité (16) s'explicite ici sous la forme :

F.Y = VNcosy + Tsiny) < J WVdx |,

soit, avec l'expression (20) de la densité &, ATA

V(Ncosy + Tsiny) < VCB( + cosy)
(74)
V>0 , m2<y<n
qui bornent la capacité portante par valeurs supérieures.
La mise en oeuvre de l'approche cinématique par l'extérieur conduit par exemple,

a inclinaison 8 fixée (0 < & < n/2), & minimiser le second membre de 1'inégalité (75)
par rapport au paramétre y :

(75) N/CB < (1 + cos %) cos &/ cos(8 - %)
sous les conditions

(76) W2 <y <8+m2 .



On aboutit ainsi aux résultats suivants.

Poyr n/4 < 8 <w2 , le mécanisme optimum est obtenu pour y = 2 §, et la borne
supérieure correspondante pour la capacité portante est :

N/CB = (1+cos29)
amn
T/CB = tgd(1+cos23) = sin28 .

Pour 0< 8 < m/4, le mécanisme optimum ne varie pas et est obtenu pour y = n/2 ; il
fournit la borne supérieure :

N/CB = g
(78)
T/CB = 1 .

Sur la figure 26 les équations (77) décrivent le quart de cercle de rayon 1 centré en
(N/CB = 1, T/CB = 0), et les équations (78) décrivent sa tangente verticale d'abscisse
T/CB = 1. Ces majorations de la capacité portante sont indépendantes de
l'excentrement.

¢ Synthése des résultats

La synthése des résultats obtenus par la mise en oeuvre de I'approche cinématique
par l'extérieur avec les "mécanismes Ay, B, C,, D et F " et symétriques est présentée sur
la figure 26, de fagon analogue a la figure 23, pour des valeurs de e/B égales a4 0, 0,1, 0,2,
0,3 et 0,4. Les courbes qui délimitent la meilleure évaluation de la capacité portante par
valeurs supérieures sont constituées de plusieurs arcs issus de mécanismes différents, a
propos desquels on peut faire les commentaires suivants, notamment par comparaison
avec les diagrammes de la figure 23.

Pour ¢/B = 0 : pour 0 < |8] < n/4, les meilleurs résultats sont encore issus des
mécanismes unilatéraux de la figure 8 (c'est-a-dire aussi des "mécanismes B
dégénérés” pour a =p) ; pour /4 < 181< n/2 les "mécanismes F o et F, " deviennent
déterminants (on peut signaler que les "mécanismes Ay " donnent des résultats tres
légérement supérieurs).

Pour /B = 0,1 : pour § 2 0, croissant & partir du chargement vertical (5 = 0), on
retrouve d'abord la méme évaluation que pour le sol purement cohérent classique, issue
des "mécanismes B" (avec B = n/2) ; la courbe correspondante est ensuite poursuivie par
'arc issu des "mécanismes A " qui coincide pratiquement avec la majoration déduite
des "mécanismes E " ; pour § < 0, décroissant & partir du chargement vertical, on
retrouve aussi la méme évaluation que pour le sol purement cohérent classique, fournie
par les "mécanismes D", qui est poursuivie jusqu'a 8§ = - n/2 par la majoration déduite
des "mécanismes E, "

Pour ¢/B = 0,2 : pour 8 2 0, 1a courbe est déterminée par les "mécanismes A_" ; pour
8 <0, on retrouve d'abord la méme courbe que pour le sol purement cohérent résistant en
traction, issue des "mécanismes D" ; celle-ci est ensuite poursuivie par l'arc issu des
"mécanismes Cg, ", qui se confond pratiquement pour les valeurs de § proches de n/2
avec la majoration déduite des "mécanismes F(‘;‘.

Pour e/B = 0,3 et e/B = 0,4 : pour 8 2 0 la courbe est déterminée par les "mécanismes
Ay, et pour & < 0 par les "mécanismes Co".
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Figure 26 - Capacité portante sous chargement incliné et excentré, sur sol purement
cohérent sans résistance a la traction : approches cinématiques au moyen des
"mécanismes Ao’ B, Co’ D, FO" et symétriques pour diverses valeurs de e/B.

La comparaison avec les diagrammes des figures 23 et 24 est éloquente car elle
met d'ores et déja en évidence la diminution de la capacité portante due a l'absence de
résistance du sol a la traction. Cette réduction est particuliérement sensible lorsque
I'inclinaison (en valeur absolue) et/ou lorsque l'excentrement de la charge
augmentent. Ce sont évidlemment les "mécanismes A,, G,, et F," qui délimitent les
parties correspondantes du diagramme car ce sont eux qui mettent a profit la réduction
de la puissance résistante maximale du sol. De ce point de vue, le suivi de 1'évolution
des mécanismes déterminants au fur et & mesure que l'excentrement de la charge
augmente, et en fonction de son inclinaison, montre & nouveau un bon accord avec
I'intuition des "modes de rupture possibles".

5.3.- Approches statiques par lintérieur pour un chargement centré.
¢ Considérations générales

La comparaison des figures 24 et 26 prouve a la fois que la capacité portante sur le
sol sans résistance & la traction est réduite par rapport a celle trouvée pour le sol
purement cohérent classique, et que les champs de contrainte construits au paragraphe
4.1. ne sont certainement pas compatibles avec le critére (6) du sol sans résistance a la
traction, lorsque l'excentrement et/ou l'inclinaison (en valeur absolue) de la charge
augmentent : les arcs de courbes, issus des approches statiques sur la figure 24, qui se
trouvent extérieurs aux diagrammes de la figure 26 pour les mémes valeurs de e/B,
doivent étre écartés, sans autre analyse, pour le sol sans résistance a la traction.

On ne peut évidemment en rester 1a et il convient d'examiner & nouveau les
champs de contrainte du paragraphe 4.1. pour y déceler la présence éventuelle de zones
"non comprimées” ou l'une au moins des contraintes principales est positive (traction).
Compte tenu de la démarche suivie au paragraphe 4.1., ou l'on a successivement
appliqué la méthode de la fondation réduite et tiré parti des propriétés de convexité, ce
sont les champs de contrainte construits pour équilibrer les chargements centrés qu'il
convient d'abord d'examiner (§ 3.3.).



C'est 'occasion de revenir sur les considérations relatives au poids volumique du
sol. On rappelle que les champs examinés ici sont les champs, notés ¢© au paragraphe
2.1, en équilibre dans le sol non pesant. Supposant qu'un tel champ, défini pour y < 0,
comporte des zones non comprimées, la formule (22) montre que si leur profondeur
minimale est non nulle et si l'intensité des tractions observées est bornée, alors la
présence du poids volumique y> 0 dans le terme ¥y de l'expression de ¢ & partir de

, peut compenser les tractions du champ ¢© ‘et permettre d'aboutir & un champ cY
compatlble avec la critere (6) du sol sans résistance a la traction.

Il va de soi (et on le vérifiera dans la suite) que l'on ne peut s'attendre & aucun
effet de ce genre dans les circonstances signalées plus haut ou l'incompatibilité est
définitivement prouvée, indépendante de v, par I'approche cinématique.

¢ Champ de contrainte équilibrant un chargement purement tangentiel (figure 10)

Les formules (37) qui décrivent le champ de contrainte & six zones homogeénes
construit pour équilibrer un chargement purement tangentiel mettent en évidence
l'existence de tractions dans les zones 1 et 4 ; la premiére de ces zones débouche a la
surface du sol (y = 0). Il en résulte 1'1ncompat1b111té avec le critére (6) pour g0 et pour tout
champ O'Y , ce qui est conforme aux résultats déja annoncés.

¢ Champ de contrainte équilibrant le chargement axial (figure 6)

Le champ de contrainte ¢ (n/2) de la figure 6 est constitué du champ de contrainte
de Prandtl dans la zone située au-dessus de la ligne D'C'BCD, et du prolongement de
Shield au-dessous de cette ligne.

L'explicitation du premier de ces champs est classique et met en évidence que les
contraintes principales y sont partout compressives ou nulles.

Le champ de Shield est explicité dans la référence originale (Shield, 1954) et dans
(Philips, 1956), (cf. aussi : Salencon, 1969 ; 1973). Il est composé, dans les zones situées a
gauche de Bu' et & droite de Bu, des mémes champs que dans les zones ABC' et AC'D'
d'une part, ABC et ACD de l'autre : les contraintes principales y sont encore partout
compressives ou nulles. Dans la zone située entre les lignes de discontinuité Bu' et Bu,
Ox et Oy sont en tout point directions principales ; o, est indépendant de x, et &
indépendant de y ; les lignes Bu' et Bu et les valeurs de g, et oyy sont déterminées par
la continuité de la contrainte et par la condition supplémentaire G,y - Oyy )=2C sur Bu'
et Bu.

On trouve ainsi les expressions (79) pour o = n/2 (cf. infra) qui montrent que G,
et Syy sont toujours compressives ou nulles.

En conséquence le champ de contrainte de la figure 6 qui équilibre le chargement
axial

NCB=(x+2) , T/CB=0 , M=0
est compatible avec le critére (6) du sol sans résistance a la traction.

Ce chargement est donc aussi la valeur exacte de la capacité portante sous
chargement axial sur sol purement cohérent sans résistance a la traction.
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¢ Champ de contrainte équilibrant un chargement centré d'inclinaison
quelconque (figure 12).

La construction du champ de contrainte de la figure 12 s'appuie sur la solution du
probléme de la capacité portante d'un coin trapézoidal infini. Le champ de contrainte
correspondant &g (o) est rappelé sur la figure 27. Il est constitué du champ de Prandtl
dont les contraintes principales sont toujours compressives ou nulles et de son
prolongement par la méthode de Shield, dont la description est identique a celle donnée
plus haut. Avec les notations indiquées sur la figure 27 on trouve sur bu' les expressions
£79) pour G et Syy » qui déterminent le champ ¢, (o) dans la zone intérieure & bu' et

u :

(o)
XX

2C[cos(a-0)—-0-1] ,
79)
2C [cos(o.- 6)—0].

Oyy

Figure 27 - Coin trapézoidal symétrique infini d'angle au sommet 2 a :
champ de Prandtl et prolongement de Shield.

Les contraintes principales dans le prolongement sont partout compressives ou
nulles au-dessus des lignes de discontinuités bu' et bu. Entre ces lignes, les formules
(79) montrent que o,, est toujours compressive et que

-si 0<a<l , C est partout une traction bornée (< 2C),

-s1 1sa<n/2 , oy est compressive dans une "colonne centrale” située de part
et d'autre de I'axe Oy qui s'élargit, au fur et & mesure que o croit, jusqu'a occuper toute
la zone comprise entre bu' et bu pour a = 7/2 ; hors de cette "colonne", ¢ est une traction
bornée (< 2C). 1

Il s'ensuit que le champ gs( @), pour 0 < o< /2, n'est jamais compatible pour le
sol sans résistance & la traction.

Revenant aux champs de contrainte de la figure 12, on doit en contrdler les trois
zones en se référant aux formules (50) et (51). Il apparait ainsi que ces champs ne sont
jamais compatibles avec le critére (6) du sol sans résistance a la traction :

a) pour ceux qui correspondent aux arcs 0 < N/CB<1 , IT!|/CB = 1 de la figure 13,
la zone 3 est entiérement non comprimée ainsi que certaines parties des zones 1 et 2.

b) pour ceux qui correspondent au reste des arcs A et B de la figure 13, seules les
zones 1 et 2 sont, en parties, non comprimées.



La conséquence en est que ces champs, du type " 6° " introduit au paragraphe 2.1.,
ne peuvent plus étre utilisés dans l'approche statique par l'intérieur. Dans le premier
cas, il en est de méme de tout champ gY associé par (22) : on retrouve le résultat déja
annoncé. Dans le second, 'effet favorable du poids volumique est effectif : il permet
lI'utilisation du champ g¥  associé & un champ g° dés que YB/C a une valeur
suffisante. - -

Conséquences des résultats précédents.

Le diagramme de la figure 13 qui faisait la synthése des approches statiques par
l'intérieur pour le sol purement cohérent ne peut plus étre considéré comme établi pour le
sol sans résistance a la traction.

Pour 18| > n/4, il est prouvé par I'approche cinématique du paragraphe 5.2. que ce
diagramme n'est plus valable.

Pour 8 =0, il est prouvé, par les approches statiques et cinématiques que la valeur
de la capacité portante axiale demeure égale &8 N/CB = (& + 2).

Pour 0 < 181 < n/4, les champs de contrainte de la figure 12 ne sont plus
compatibles avec le critére de résistance (6) mais cela ne permet évidemment pas de
conclure a l'instabilité des chargements correspondants : ils sont peut-étre
équilibrables par d'autres champs de contrainte compatibles avec ce méme critére,
comme on va s'attacher a en construire dans la suite. Par ailleurs on a démontré que
ces chargements sont stabilisés par le poids volumique du sol.

+ Nouveau champ de contrainte équilibrant un chargement centré incliné

Khosravi et Salengon ont aussi considéré dans (Khosravi, 1983) le champ de
contrainte discontinu & trois zones représenté sur la figure 28, que l'on peut expliciter
comme suit.

L'angle B désigne l'inclinaison des lignes de discontinuité paralléles A't' et At :
0<B<n2.

Dans les zones 1 et 3 le champ de contrainte a pour contraintes principales :

(80) c =-20, c =0, 0<C;<C
XX Yy

Dans la zone 2 les directions principales sont OX et OY définies par 1'inclinaison
o de OX sur At ; les contraintes principales sont :

c =-p-C, 0<C, <C,
(81) XX
ny= -p+Cz

Figure 28 - Champ de contrainte équilibrant un chargement centré incliné.



L'écriture de la continuité du vecteur contrainte détermine o et p en fonction des
trois paramétres indépendants B, C, etC, :

sin2a = (C,/C,)sin 2P
(82)
p=C;(1-cos2pB)+C, cos2a.

Ce champ de contrainte est en équilibre dans le sol non pesant avec le chargement
centré

N/CB

(1 - cos 2B) (C,, cos 2a. - C; cos 28) /C

(83)
T/CB

sin 2B (C, cos 2a.- C; cos 2B)/C ,

dont l'inclinaison est 8 = (/2 - B), c'est-a-dire que la force F est paralléle aux lignes de
discontinuité A't' et At (At et Ox sont des facettes conjuguées pour le champ de contrainte
o dans la zone 2).

En raison des conditions imposées a C1 et C ces champs respectent, par
construction, le critére de résistance (5) du sol puremenzt cohérent.

La mise en oeuvre de l'approche statique avec cette famille de champs de
contrainte & trois parameétres, conduit a rechercher l'enveloppe convexe des
chargements (83) quand les parameétres B, C, /C, C, /C varient sous les conditions déja
indiquées :

0<Bswm2 , 0<C,<c1 0<C,/C<1.
On obtient pour cette enveloppe les équations des arcs A, B et C tracés sur la figure

29,
ArcA:

0<B<mwi d'ou w2 28 2 n/4

C,C=0 (a=0), C,/C=1
(84)

N/CB = (1-cos2B) = 1+cos28

T/CB = sin 2B = sin 26 .
ArcB:

W4 <PB<3v8 dou w42=382=nB

C,/C = -cotg2B (=P -m4) s C,[C=1
(85)

N/CB = tgB

T/ICB = 1.



ArcC:

8<P<sn2 dod w82820

C.C=1 (a=m2-B) s CIC=1
(86)

N/CB = -2cos 2B(1 - cos 28) = 2cos 28(1 + cos 2 )

T/CB = -sin 4 = sin 45 .

Ces expressions permettent de vérifier que les champs de contrainte ainsi
construits respectent aussi le critére (6) du sol sans résistance a la traction : la
contrainte la plus sensible dans la zone 2 est ¢ qui est nulle sur I'arc A et compressive
sur les arcs B et C, tandis que ny est toujoulstnulle dans les zones 1 et 3.

Il en résulte que les arcs A, B et C sur la figure 29 fournissent effectivement une
approche par l'intérieur de la capacité portante sous chargement centré incliné sur le sol
sans résistance a la traction.

¢ Synthése des résultats des approches statiques pour le chargement centré incliné

La synthése des résultats obtenus par les approches statiques par l'intérieur pour
les chargements centrés inclinés est présentée sur la figure 29.

La meilleure évaluation de la capacité portante par valeurs inférieures y résulte
de la construction de I'enveloppe convexe du diagramme constitué des arcs A, B, C et de
leurs symétriques, et de la capacité portante sous chargement axial représentée par le
point 1)0.

N/CB

o] 1 T/CB

Figure 29 - Enveloppe convexe des évaluations par valeurs inférieures
de la capacité portante sous chargement centré incliné sur sol sans
résistance a la traction.



La comparaison avec la synthése des approches cinématiques sur la figure 26,
pour e/B = 0, met en évidence la coincidence des résultats obtenus pour w8 < |3 < =/2
(en plus du point v ). En effet, pour /8 < |5 < n/4 on trouve dans les deux cas les
segments verticaux

1< N/CB < 1+V2 , ITICB=1

et pour n/4 < |8 < n/2 les deux approches aboutissent au méme quart de cercle

d'équation (77) ou (84) et a4 son symétrique. La capacité portante de la fondation se trouve
alors déterminée exactement.

La coincidence des résultats traduit le fait que les "mécanismes F," considérés
dans l'approche cinématique et les champs de contrainte qui déterminent les arcs A et B
de la figure 29 sont associés comme le montre la figure 30. C'est ainsi que, pour n/4 < §
< n/2 , la fondation repose sur la "colonne de sol” t'A’At (zone 2), en compression simple
parallélement & la force F ; 1'absence de résistance en traction du sol permet la
discontinuité de vitesse [[U_]] = V, sous l'interface A'A, dont l'inclinaison est % = 23.
Pour n/8 < 8 < m/4, la colonne de sol dans la zone 2 est maintenue latéralement par les
zones 1 et 3 ; les directions principales des contraintes y sont inclinées & *+ n/4 sur Ox et

T'on retrouve, pour le champ de vitesse le glissement dans le sol, sous l'interface A'A,
parallélement a celui-ci.

Figure 30 - Champ de vitesse "F;" et champ de contrainte associé.

Revenant a la figure 29 on rappelle le réle stabilisateur du poids volumique sur les
champs de contrainte de la figure 12. Il en résulte, lorsque YB/C est suffisamment
grand, que la borne inférieure de la capacité portante obtenue pour le sol purement

cohérent classique pour 0< & < n/8, demeure valable pour le sol sans résistance a la
traction.

A signaler enfin que, dans le but de raffiner les résultats pour 0 <& <n/8 et y> 0,
on pourrait examiner, & § fixée, I'optimisation des champs de contrainte obtenus par
combinaison linéaire convexe des champs des figures 12 et 28 ; il ne semble pas toutefois
que cette analyse délicate soit justifiée par son importance pratique.



5.4.- Approches statiques par l'intérieur pour un chargement excentré.

On obtient les approches statiques par l'intérieur pour les chargements excentrés
en appliquant la méthode de la fondation réduite, puis en mettant a profit les propriétés
de convexité dans I'espace (N, T, M) comme cela a été exposé au paragraphe 4.1.

Les résultats sont représentés sur la figure 31 ou I'on remarque que la convexité
dans l'espace (N, T, M), dont l'exploitation a été faite numériquement, permet
effectivement un léger gain par rapport a la mise en oeuvre de la seule méthode de la
fondation réduite : elle se traduit notamment par une augmentation de 1'évaluation
obtenue pour la valeur maximale de T/CB a e/B donné.

N/CB

§<o L 820

P e L R LT
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Figure 31 - Capacité portante sous»chargement incliné excentré sur sol sans résistance
a la traction : approches statiques par la "méthode de la fondation réduite”
et les propriétés de convexité.

5.5.- Capacité portante sous chargement incliné et excentré, sur sol purement
cohérent sans résistance a la traction.

La figure 32 confronte les résultats des deux approches (figures 26 et 31) qui
délimitent, pour chaque valeur de e/B, la capacité portante de la fondation par valeurs
inférieures et supérieures. Ces diagrammes appellent divers commentaires,

notamment lorsqu'on les compare & ceux tracés pour le sol purement cohérent (figure
24).



Ainsi, dans le cas du chargement centré (e/B = 0), comme on 1'a déja constaté, la
capacité portante de la fondation sur le sol sans résistance a la traction est déterminée
exactement pour 8 =0 et pour n/8 < 18| < n/2. Dans l'intervalle 0 < § < n/8,
I'encadrement obtenu permet d'évaluer la capacité portante & moins de 4% prés pour
YB/C = 0, précision qui croit avec le facteur yB/C.

La comparaison entre les figures 24 et 32 pour /B = 0 montre que, pour §=0et 7/8 <
d<mn/4 les capacités portantes de la fondation sont égales, indépendantes du poids
volumique du sol ; pour 0< 8 < n/8 I'écart, s'il existe, entre les capacités portantes dans
les deux cas ne saurait dépasser 7 a 8% pour YB/C = 0. La différence essentielle apparait
pour /4 < 13| < w/2. On constate que les diagrammes de la capacité portante ne sont
alors pas autre chose que les représentations, dans les coordonnées N/CB, T/CB, des
critéres globaux de l'interface A'A (Salencgon, 1983), c'est-a-dire des critéres
exprimés en o et ¢ qui définissent les domaines limités par I'enveloppe de
I'une ou l'autre des courbes’de la figure 3 pour le sol d'une part, et de la courbe de la
figure 4 pour l'interface proprement dite d'autre part. Il ne s'agit pas 1a d'une simple
coincidence puisque les "mécanismes” associés aux arcs correspondants sur le
diagramme de capacité portante (mécanisme unilatéral de la figure 8 avec x =m/2, et
mécanisme F,) impliquent une discontinuité de vitesse dans l'interface globale.

Il est important de remarquer que c'est 1'absence de résistance en traction du sol
qui joue ici le role essentiel, I'interface étant elle-méme sans résistance en traction
dans les deux cas.

En se reportant a la figure 15 ou est tracé le diagramme obtenu a partir de la
formule "parabolique” de Meyerhof (1963) on constate que, pour /3 < 18| < n/2, cette
formule fournit une évaluation de la capacité portante par valeurs légérement
supérieures.

Au fur et & mesure que l'excentrement croit, 1'écart entre les bornes obtenues croit
de fagon significative, malgré la légére amélioration des bornes inférieures apportée
par l'utilisation des propriétés de convexité sur les résultats issus de la méthode de la
"fondation réduite”. Par comparaison avec la figure 24 on constate que :

- les évaluations de la capacité portante sont considérablement réduites pour les
fortes inclinaisons du chargement ;

- pour w/12<161 < 7/6, les bornes inférieures obtenues dans I'un et 1'autre cas pour
les mémes valeurs de e/B sont relativement voisines.

Par ailleurs, la symétrie des diagrammes intérieurs pour e/B # 0 est évidemment
due & leur mode de construction ; en revanche, on observe que les diagrammes
extérieurs paraissent un peu plus symétriques sur la figure 32 que sur la figure 24. 11
serait toutefois hasardeux de conclure sur ce point.



Figure 32 - Capacité portante sous chargement incliné et excentré,
sur sol purement cohérent sans résistance a la traction :
bornes inférieures et bornes supérieures.

6.- Conclusions

L'étude dont il vient d'étre rendu compte s'est placée dans le cadre théorique du
calcul a la rupture.

Cette théorie se distingue de l'analyse limite en ne faisant référence qu'a la
nécessaire compatiblité entre 1'équilibre du systéme étudié et la résistance de ses
matériaux constitutifs, sans aucune préoccupation de comportement plastique. Elle
inclut ainsi, dans le concept de matériaux constitutifs non seulement les matériaux au
sens courant du terme -ici le sol de fondation- mais aussi tout élément sur lequel est
définie une condition de résistance qui pése sur la stabilité du systéme -ici l'interface
sol-fondation. Elle permet alors la mise en oeuvre d'un formalisme unique et
mathématiquement simple dont l'application pratique fait appel aussi bien a la
construction de champs de contrainte dans tout le volume du systéme, qu'a celle de
champs de vitesse ou "mécanismes".

L'interprétation des résultats obtenus dans ce cadre est sans ambiguité : il s'agit
de bornes inférieures ou supérieures pour la capacité portante.

On remarquera que cette démarche s'affranchit de la distinction faite par
certains auteurs (Chen, 1975 ; Swami Saran & Agarwal, 1991) entre les méthodes
"d'analyse limite" et les méthodes "d'équilibre limite" en mécanique des sols, les unes
se référant plutot & des analyses & caractére cinématique et les autres a des analyses
statiques partielles telles que celles développées dans les ouvrages de Hill (1950), et
Sokolovski (1960, 1965) ; on rappellera que Bishop (1953) a donné, de ces derniéres, une
pertinente analyse du point de vue de l'interprétation de leurs résultats.



Sur les bases simples ainsi posées, il est possible d'aborder des problémes
nouveaux : outre l'excentrement et l'inclinaison de la charge, facteurs qui sont assez
rarement traités simultanément (cf. Swami Saran & Agarwal, 1991), on a pu aussi
prendre en compte I'absence de résistance a la traction du sol purement cohérent, ce qui
parait étre original. De plus, puisque les deux cas ainsi étudiés représentent les
extrémes envisageables du point de vue de la résistance en traction d'un sol purement
cohérent, on peut affirmer que les résultats correspondants bornent les variations de la
capacité portante de la fondation en fonction de la résistance a la traction de son sol de
fondation.

L'influence du poids volumique du sol, & travers le facteur sans dimension (yB/C)
a été mise en évidence en I'absence de résistance a la traction : on a pu en évaluer l'effet
stabilisateur.

Déterminée de fagon exacte ou trés précisément approchée dans le cas du
chargement centré, la capacité portante est, dans les autres cas, encadrée entre des
bornes inférieures et supérieures, fonctions de l'excentrement et de l'inclinaison de la
charge. Dans la prtique, compte tenu des coefficients de sécurité appliqués au
dimensionnement des fondations sous charge axiale, les inclinaisons et excentrement
rencontrés demeurent, habituellement assez faibles.

On signalera enfin que les résultats présentés ici ont servi de base a des analyses
sismiques telles que celles rapportées dans (Pecker & Salengon, 1991).
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