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CRITERI DI ROTTURA MACROSCOPICI PER MATERIALI STRATIFICATI
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Questo lavoro, dedicato al Prof. Giulio Ceradini, costituisce una sintesi di
risultats ottenuti nell’ambito della cooperazione scientifica da tempo proficua-
mente in atto tra il Dipartimento di Ingegneria Strutturale del Politecnico di
Milano ed il Laboratoire de Mécanique des Solides dell’Ecole Polytechnique di
Parigi-Palaiseau.

INTRODUZIONE

Oggetto di questa nota & la definizione di un criterio di resistenza per mate-
riali stratificati, formati da componenti che possono essere singolarmente trattati
come omogenei ed isotropi.

Per realizzare ’obbiettivo voluto, si & fatto uso della teoria dell ‘omogeneiz-
zazione per continui eterogenei a struttura periodica, i cui fondamenti matema-
tici possono essere reperiti in vari testi (tra cui citeremo essenzialmente Suquet
[1]). In questa sede, ci limiteremo a ricordare che tale teoria si propone di definire
un materiale omogeneo fittizio, equivalente in un senso da precisare all’assegnato
materiale eterogeneo. Nel nostro caso, il materiale fittizio sara da intendersi
equivalente a quello reale dal punto di vista del calcolo a rottura (v. ad es.
Salencon [2]). Le proprieta meccaniche del materiale omogeneizzato dipendono
da quelle dei materiali che compongono il continuo eterogeneo e dalla loro geo-
metria. Tali proprieta vengono derivate mediante risoluzione di un problema di
analisi strutturale (nel nostro caso, un problema di calcolo a rottura) definito
sulla cellula di base, ovvero la pill piccola porzione del continuo reale contenente
in se tutte le informazioni necessarie a descriverlo compiutamente.

Molti suoli stratificati, ad esempio, sono assimilabili a materiali periodici
multistrato, formati cioé da due componenti omogenei assemblati in maniera
ripetitiva (v. fig. la); in tal caso, la cellula di base & quella di fig. 1b.
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Fig. 1 - a) materiale multistrato periodico; b) cellula di base.
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Nel seguito, per I'i-esimo strato indicheremo con g(‘) il tensore degli sforzi,
con A; lo spessore adimensionalizzato rispetto allo spessore globale della cellula di
base e con G; il dominio di resistenza nello spazio degli sforzi. E stato dimostrato

da de Buhan (3] che la definizione del dominio di resistenza Gy del materiale
omogeneizzato fittizio & la seguente:

Gy={Z= /\lg(l) +)\gg(2) | ogly) = agfy); a;” = 01(,2); g(i) €Gi,1=1,2}. (1)

La precedente scrittura vale nel caso in cui il contatto fra gli strati ¢ perfetto,
ma nel seguito si vedra come la (1) possa essere facilmente modificata in modo

da tener conto di un’eventuale interfaccia dalle limitate capacita resistenti. Le
condizioni agly) = a(,2y), agl) = a§2) traducono la continuita del vettore sforzo
all'interfaccia fra gli strati; la condizione ¢{*) € G; traduce ’'ammissibilita dello

sforzo nell’i-esimo strato.

Il tensore I, definito nella (1) come ‘media pesata’ dei tensori o1 e a?),
puo essere interpretato come ‘stato di sforzo’ nel continuo omogeneizzato. Gy
viene anche detto ‘dominio di resistenza macroscopico’, in quanto descrive le
capacita resistenti misurabili nel materiale eterogeneo su scala macroscopica.

Nei paragrafi successivi verranno dedotti i domini di resistenza macroscopici
di materiali stratificati i cui componenti siano: (i) puramente coesivi; (i1) dotati
di coesione ed attrito interno; (iii) formati da strati di materiale frizionale al-
ternati con strisce metalliche di rinforzo (térre armate). La validita dei risultati

teorici ottenuti & confortata da diversi confronti con risultati sperimentali ot-
tenuti da altri autori.

In questa sede, escluderemo la possibilita che la rottura del materiale possa
essere prodotta da componenti di sforzo agenti fuori dal piano (x,y) di fig. 1.

IL MATERIALE MULTISTRATO FORMATO DA COMPONENTI
PURAMENTE COESIVI

Supponiamo che il continuo stratificato sia formato da componenti omogenei
ed isotropi, obbedienti singolarmente ad un criterio del tipo di Tresca:

o) —ol) <ac; i=1,2 (2)
.

dove C; & la coesione di ciascuno strato (per ipotesi, C; < Ca)e a,(,;)ax, agi)n sono
gli sforzi principali in ciascun componente.

Combinando la (2) con la definizione (1), ’espressione del criterio di re-
sistenza macroscopico assume la forma sintetica:

Tmax — Lmin < 20(0), (3)

dove Ymax, Lmin sono le componenti principali dello sforzo IMacroscopico L e a
e I’angolo formato dallo sforzo principale massimo, Cpax, con la direzione Oy.



C(a) & dimensionalmente una coesione, il cui diagramma polare & mostrato
in fig. 2; essa pud anche porsi nella forma:

Cla) = Cir(a; 2,02/ CY), (4)

dove r & un fattore adimensionale la cui espressione puo essere esplicitata in
funzione dei parametri che compaiono nella (4) (v. [3).

Il criterio di resistenza cosi ottenuto & di tipo coesivo e anisotropo. La
coesione anisotropa C(a) presenta un minimo pari a C; (coesione dello strato
piu debole) per a = 7/4 ed & massima allorche le direzioni principali dello sforzo
macroscopico coincidono con gli assi Ox e Oy:

Cla=0)=Cla= g) = MC1 + M Cs.

Tale massimo & la media delle coesioni degli strati, pesata mediante le frazioni
volumiche.

IL MATERIALE MULTISTRATO FORMATO DA COMPONENTI
CON ATTRITO E COESIONE

Supponiamo ora che ciascuno dei due strati che formano il continuo etero-
geneo obbedisca ad un criterio di resistenza del tipo di Mohr-Coulomb:

(1) (1)

B (), . N \
(F575) + ) < (B2t Ccotga) sint 4, (5)

dove ¢; € l’angolo d’attrito interno di ciascuno strato e C; e la sua coesione; sia
per ipotesi ¢; < ¢2 e C) cotg ¢, < C, cotg ¢. Sostituendo la (5) nella definizione

(1), si puo vedere che ’espressione del criterio di resistenza macroscopico del
materiale eterogeneo é&:

-5 LY
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. Fig. 2 - Diagramma polare della coe-
\ ~ sione anisotropa per un materiale stra-
tificato, formato da componenti ‘alla

- Tresca’.




La ‘rottura macroscopica’ corrisponde a stati di sforzo per i quali la (6) € sod-

disfatta come uguaglianza. Inoltre, la non negativita dei radicandi a secondo
membro della (6) richiede che sia soddisfatta la condizione:

ISzyl < Ey tg o1 + Cl- (7)

La fig. 3 mostra una sezione T, =cost. dei criteri di resistenza dei singoli
strati (v. rel. (5)) e del materiale omogeneizzato (v. rel. (6)). Nella stessa figura

sl ¢ indicato l'angolo (2a) legato alla giacitura dello sforzo principale massimo
rispetto all’asse Oy.

A seconda dello stato di sollecitazione, variano le modalita di rottura macro-
scopiche; pili precisamente, possono presentarsi due casi:

a) la rottura macroscopica ¢ caratterizzata dalla rottura di entrambi gli strati.
In questo caso, a rottura la (5) & soddisfatta col segno di uguale per i=1
e i=2, mentre la (7) ¢ una disuguaglianza stretta. Nel piano di Mohr tale
circostanza & visualizzata in fig. 4a e corrisponde ai punti di tipo A in fig.
3;

b) la rottura macroscopica & caratterizzata dalla rottura del solo strato piu
debole (e quindi la (7) & un’uguaglianza). In questo caso, a rottura la (5)
e soddisfatta col segno di uguale solo per i=1, mentre & una disuguaglianza

stretta per i=2. Tale circostanza & visualizzata nel piano di Mohr in fig. 4b
e corrisponde ai punti di tipo B in fig. 3.

Nel caso gia esaminato in cui gli strati erano puramente coesivi, il criterio
di resistenza macroscopico era esprimibile attraverso una ‘coesione anisotropa’
e quindi formalmente simile a quello degli strati. Nel caso in esame non & in
generale possibile definire né un ‘angolo d’attrito anisotropo’, né una ‘coesione
anisotropa’ che consentano di porre la (6) in una forma simile alla (5). Peraltro,

Fig. 3 - Sezione del dominio di resistenza macroscopico in un piano &, =cost.=
1 per un materiale stratificato formato da componenti con attrito e coesione
(1 =30°% ¢2 =40°, C, = 1; C; = 2).



nel caso in cui i parametri di resistenza degli strati soddisfino la condizione
C) cotg ¢1 = C; cotg ¢2(= K), condizione soddisfatta in particolare da materiali

puramente frizionali (con C; = C; = 0), si & mostrato [4] che la (6) pud essere
posta nella forma, analoga alla (5):

PIFE ~z 1
( ; 2:/)2 + Eiy < (V__;;& + C(a)cotg¢(a))2 sin? (a). (8)

Il parametro ¢(a) che compare nella (8) ¢ interpretabile come angolo d’attrito
anisotropo € la coesione anisotropa C(a) soddisfa la relazione C(a)cotg ¢(a) =
K. E possibile mostrare che, se ¢; = ¢, = 0 (strati puramente coesivi) si ha

#(a) = 0 e la (8) si riduce alla (3).

La fig. 5 mostra il rapporto (R = Tyax/Zmin) fra gli sforzi principali
macroscopici a rottura in funzione della giacitura a, per diversi valori dello
sforzo principale minore. Il parametro p che compare in fig. 5 & dato dalla
relazione p = E?=1 AiC; cotg ¢i/Zmin. Indipendentemente dal valore di Tpip,
tutti questi diagrammi presentano un minimo in corrispondenza della giacitura
a* = 7/4 — ¢1/2. Per tale giacitura, il materiale omogeneizzato si comporta
come se fosse dotato delle proprieta dello strato pii debole (C;, ¢;) e vale
la relazione, ben nota in geotecnica per materiali ‘alla Coulomb’ omogenei e
1sotropi:

Zmax = R(a‘)zmin = Eminkp +2C, \/E’
con k, = tg?(m/4 + ¢1/2).
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Fig. 4 - Cerchi di Mohr a rottura per il materiale omogeneizzato (H) e per
1 materiali componenti (1 e 2): a) caso in cui entrambi i componenti sono a
rottura; b) caso in cui solo il componente piu debole & a rottura.
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Facendo uso delle formule esposte nel presente paragrafo, sono stati effet-
tuati diversi confronti fra predizioni teoriche e valori di resistenza sperimental-
mente misurati su campioni di rocce e suoli stratificati. Il problema della deter-
minazione dei parametri di resistenza da inserire nel modello (C1, Ca, 61, ¢2),
partendo da valori sperimentali relativi al materiale stratificato, & stato af-
frontato in [5], a cui si rimanda per maggiori dettagli.

La fig. 6 si riferisce a prove effettuate all’apparecchio triassiale su campioni
di sabbia stratificata, costruiti artificialmente alternando strati di sabbie sciolte
e dense (Arthur e Phillips, [6]). Sia sperimentalmente che teoricamente & stato
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Fig. 6 - Rapporto tra gli sforzi principali a

rottura per una sabbia stratificata; dati speri-
mentali (Arthur & Phillips, [6]) e curva teorica.

Fig. 7 - Sforzo deviatorico a rottura per cam-
pioni di scisto (Green River Shale); dati speri-
mentali (Mc Lamore & Gray, [7]) e curve teo- 0 30 60 0
riche. '




determinato il valore del rapporto R che produce rottura dei campioni, al variare
della giacitura degli strati a.

Le figure 7 e 8 si riferiscono a prove di rottura triassiali effettuate rispettiva-
mente su campioni di un tipo di scisto (Green River Shale;: Mc Lamore e Gray,

[7]) e su campioni di diatomite (Allirot e Boehler, [8]). E riportato il valore

max — “min che produce la rottura dei campioni, al variare della pressione di
cella, Tpjn, e della giacitura degli strati, a.

Infine, la fig. 9 mostra i risultati di prove di trazione indiretta effettuate su
provini di rocce stratificate di vario genere (Hobbs, [9]). E riportato il valore dello
sforzo di rottura a trazione, T, al variare della giacitura degli strati. Dovendosi
modellare il comportamento a trazione delle rocce, si suppone che gli strati
obbediscano ad un criterio di resistenza della massima trazione (del tipo o9 >
—0&i, 1=1,2). Tale criterio puo essere visto come caso particolare del criterio (5),
in cui si ponga ¢; = 7/2, C, cotg ¢; = —5;.

In tutti i casi considerati, 'accordo teorico-sperimentale si & rivelato de-

cisamente soddisfacente, il che suggerisce I’applicabilita del criterio illustrato ad
una classe piuttosto vasta di rocce e suoli eterogenei.

Finora si € esclusa la possibilita che la crisi del materiale si manifestasse
tra uno strato e l'altro. Per tener conto delle eventuali limitate capacita di

resistenza dell’interfaccia, supponiamo che fra due strati contigui debba essere
rispettato un criterio del tipo:

|Zzy| < Zytgo’ +C. (9)
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Fig. 8 - Sforzo deviatorico a rottura per campioni di diatomite; dati sperimentali
(Allirot & Boehler, [8]) e curve teoriche.

Fig. 9 - Resistenza a trazione misurata su campioni di varie rocce stratificate:
a) Ormonde siltstone 1; b) Donisthorpe siltstone; ¢) Ormonde siltstone 2; d)
Ellington mudstone; dati sperimentali (Hobbs, [9]) e curve teoriche.



A2 = 0 con 0% = 2X,C, = cost.. (10)

E stato dimostrato [10,11] che, in questo caso, il dominio di resistenza macro-
scopico della terra armata & definito da:

Gy ={Z=¢V+oe,®¢, | ¥ eG, |o| <o) (11)

Si ottiene cosi per un materiale rinforzato da armature un criterio di resistenza
macroscopico assai prossimo a quelli postulati direttamente da Mc Laughlin
[12] (per materiali rinforzati da fibre) e da Sawicki [13]. La particolarita di
tale criterio sta nell’assenza di un’esplicita condizione di continuita del vettore
sforzo all’interfaccia suolo-armature. Dunque, il materiale di rinforzo interviene
unicamente atiraverso la sua resistenza a trazione/compressione semplice nella
direzione del rinforzo Ox, circostanza in accordo con linterpretazione intuitiva

del comportamento della terra armata, che trascura la resistenza a taglio e a
flessione delle armature.

La definizione (11) pud essere completata al fine di tener conto della possi-
bile instabilizzazione delle armature compresse. In generale, € opportuno trascu-
rare cautelativamente la loro resistenza a compressione, col che la condizione
lo] < 0% nella (11) va sostituita con —0® < & < 0.

Il dominio Gy coi ottenuto & rappresentato in fig. 11 nello spazio degli
sforzi (X, Xy, \/§Ezy); in fig. 12 & rappresentata una sezione di tale dominio
con un generico piano deviatorico di equazione £, + ¥y =cost. Le figure mettono
chiaramente in evidenza I’aumento di resistenza del suolo dovuto alla presenza,
delle armature (poiche il dominio G; & incluso in G ), nonche I’anisotropia del
materiale ‘terra armata’ (che risulta, in particolare, ortotropo rispetto agli assi

Ox e Oy).

/2 Iy

Fig. 11 - Dominio di resisten-
za della ‘terra armata’ nello
spazio degli sforzi.




Fig. 12 - Sezione del dominio di resistenza macroscopico G g della ‘terra armata’
In un piano deviatorico T, + £, =cost.

Vale inoltre la pena di segnalare che un tale criterio non rientra nella classe
dei criteri proposti da Boehler e Sawczuk [14], che si fondano sulla nozione di
‘tensore resistente anisotropo’.

La rappresentazione del criterio data in fig. 12 permette di distinguere tre
‘modi di rottura’ per la terra armata, che dipendono dal modo in cui la frontiera
del dominio Gy viene raggiunta. Pili precisamente, si ha che:

a) nei punti di tipo A, comuni alle frontiere di Gy e G, la resistenza del
terreno viene impegnata e le armature sono al limite della loro resistenza a
compressione (o = 0);

b) i punti di tipo B corrispondono a stati di sforzo macroscopico in cui la
resistenza del terreno viene impegnata, mentre le armature sono sede di uno
stato di sollecitazione inferiore alla loro resistenza limite (—¢® < o < 0);

c) nei punti di tipo C la resistenza del suolo viene ancora impegnata, mentre
le armature hanno raggiunto la loro resistenza limite a trazione (o0 = ~a%).

Le previsioni fornite dal modello teorico illustrato sono state confrontate
da Mangiavacchi e Pellegrini [15] con i risultati di prove sperimentali di tipo
triassiale, effettuate da Long e Ursat [16] su campioni di sabbia, armati con
dischi metallici, a diverse giaciture (fig. 13a). Per facilitare tale confronto,
& comodo esprimere il criterio di resistenza macroscopico (11) (modificato per
tener conto della resistenza a compressione delle armature uguale a zero) in
funzione degli sforzi principali Tpin, Tmax € dell’inclinazione del rinforzo a:

GrH ={Z | V(Zmax — Zmin)? + 20 (Tmmax — Lmin ) cos 2a + o2

(12)
S (Zmax + z:min - U) sin ¢1; "0'0 S g S 0}

E cosi possibile tracciare, per ogni giacitura a, la corrispondente curva di rottura
nel piano (Cmax; Zmin). La fig. 13b mostra alcune delle curve teoriche, calcolate
a partire dalle caratteristiche di resistenza del suolo (¢; = 38°) e delle armature
(6° = 28.7kPa). Ne emerge un eccellente accordo tra il modello teorico proposto
e i dati sperimentali, in tutto il campo di sforzi esplorato nelle esperienze.



Fig. 13 - a) campioni di sabbia rinforzata da dischi metallici soggetti a prove
triassiali; b) curve di rottura teoriche e dati sperimentali (Long & Ursat, [16]).

OSSERVAZIONI CONCLUSIVE

I criteri di resistenza presentati appaiono efficaci per descrivere il comporta-
mento ultimo di numerosi materiali. Di conseguenza possono essere vantaggiosa-
mente utilizzati per la valutazione della capacitd portante di strutture stratifi-
cate, permettendo un’analisi molto pit semplice di quanto non richiederebbe il
tener conto esplicitamente della natura eterogenea dell’opera.

Finora tali criteri sono stati impiegati essenzialmente per il calcolo della
stabilita di opere d’interesse geotecnico (pendii e fondazioni superficiali [3,17]),
ma vale la pena di segnalare che studi tuttora in corso stanno mettendo in
luce come analoghi criteri possano essere impiegati in ambiti completamente
diversi da quello geotecnico, tra cui quello delle strutture in materiale composito,
costituite prevalentemente da strati di una matrice organica rinforzati da fibre

[18].

Infine va sottolineato come un criterio di resistenza formulato mediante la
teoria dell’omogeneizzazione, utile in problemi di analisi di strutture eterogenee,
diventi praticamente insostituibile in problemi di design, in quanto consente di
progettare una struttura con assegnate caratteristiche di resistenza scegliendo
opportunamente proprieta meccaniche e caratteristiche geometriche dei mate-

riali componenti.
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