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Capacité portante

des fondations superficielles circulaires

Bearing capacity
of axially symmetrical shallow foundations

par

J. SALENCON* et M. MATAR**

RESUME. — Cette étude est consacrée 4 la détermination de la capacité portante des fondations superficielles
circulaires chargées axialement, reposant sur une couche de sol d’épaisseur limitée ou illimitée et dont la cohésion
croit linéairement avec la profondeur. Elle fait suite a celle réalisée antérieurement par les auteurs concernant la
capacité portante des semelles filantes dans les mémes conditions. En s’appuyant sur la théorie du Calcul 4 la
rupture, on a déterminé, par la méthode des équilibres limites en symétrie axiale avec ’hypothése de Haar-Karman
la valeur exacte de la capacité portante théorique en prenant en compte, par un calcul global, les effets de couplage
entre les divers paramétres définissant le probléme.

Afin d’en faciliter I'utilisation pratique, les résultats obtenus ont été présentés sous forme d’abaques, en rapportant
la capacité portante de la fondation circulaire a celle de 1a semelle filante de méme largeur dans les mémes conditions,
au moyen d’un coefficient de forme tracé en fonction des groupements sans dimension du probléme.

ABSTRACT. — The paper is concerned with the determination of the bearing capacity of circular shallow
foundations, axially loaded, resting over a soil layer of limited or unlimited thickness with a cohesion linearly
increasing with depth. It’s a continuation of the study made previously by the authors dealing with the bearing
capacity of strip footings under homologous conditions. ’

Within the frame of the theory of yield design, and by means of the theory of axially symmetrical limit equilibriums
under Haar-Karman’s hypothesis, the exact value of the theoretical bearing capacity has been determined through a
global calculation taking into account all the parameters of the problem simultaneously.

In order to make the practical use of the obtained results easier, they are presented in the form of charts, by relating
the bearing capacity of the circular footing to that of the strip footing with the same width in the same conditions, by
means of a shape factor, a function of the non-dimensionnal terms of the problem.

1. Introduction

La capacité portante des fondations superficielles de type semelle filante a été le sujet
d’études antérieures, notamment par les Auteurs, dans le cas ou le sol de fondation est
constitué¢ d’une couche d’épaisseur limitée reposant sur une assise rigide, et présente un
gradient vertical de cohésion.
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238 J. SALENCON ET M. MATAR

L’intérét pratique de ce type d’analyse est évident :

— le cas de la couche de sol de fondation d’épaisseur limitée par une assise que ’on peut
considérer comme indéformable, se rencontre communément, aussi bien pour les sols
frottants (¢ #0) que purement cohérents;

— la présence d’un gradient de cohésion vertical descendant se manifeste pour des sols
d’angle de frottement interne ¢ £25°, et le plus souvent pour les sols purement cohérents ou
4 @ voisins de 0° tels que les sols marins par exemple.

On se propose ici de traiter le cas des fondations superficielles circulaires, chargées
axialement, et reposant sur un sol non homogéne dans les mémes conditions que ci-dessus.
Outre son intérét propre — les fondations superficielles circulaires ou assimilables a des
fondations circulaires se rencontrent effectivement dans la pratique — cette étude permettra
de fournir au praticien ayant a traiter une fondation superficielle rectangulaire par exemple,
deux éléments bien différents — capacité portante d’une semelle filante d’une part, d’une
semelle circulaire de l'autre — qui lui permettront d’évaluer la capacité portante
correspondante, au moyen d’un coefficient de forme [1].

Ainsi qu’on le verra dans la suite, on s’est attaché 4 présenter les résultats obtenus sous
forme d’abaques directement exploitables dans la pratique. La forme de ces -abaques est
directement dérivée de celle adoptée par les Auteurs dans leur publication relative aux
semelles filantes [2]. Outre une commodité d’emploi intrinséque certaine, ce choix présente
I’avantage de permettre au projeteur d’évaluer dans le méme mouvement les capacités
portantes d’une semelle filante et d’une semelle circulaire de méme largeur, dans les mémes
conditions, ce qui peut faciliter les interpolations pour les fondations de formes
« intermédiaires ».

2. Le probléme étudié

La figure 1 fixe les notations du probléme étudié : une fondation superficielle circulaire de
diamétre B, supposée parfaitement rugueuse (c’est-a-dire que le contact se fait avec
adhérence totale entre le sol et cette fondation) est chargée axialement par une force Q. La
fondation agit sur une couche de sol d’épaisseur k, finie ou infinie reposant, elle-aussi avec
adhérence parfaite, sur une assise supposée indéformable « bed-rock ».

Le sol de fondation est caractérisé par son critére de résistance :

— pour le sol purement cohérent de cohésion C: en désignant par c,, &,, o5 les
contraintes principales (*) ordonnées selon 6, >06,20; :

(2.1) 6, —0,<2C,

(c’est le critére de Tresca);

(!) Le tenseur contrainte est noté 6. La convention de signe adoptée est celle de la mécanique (tractions positives)
de facon a se référer plus commodément aux formules données dans les ouvrages théoriques fondamentaux
concernant la théorie des équilibres limites en symétrie axiale. Ceci n’aura aucune incidence sur utilisation pratique

des résultats présentés dans les abaques puisque la capacité portante sera évidemment, comptée positivement en
compression.
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FONDATIONS CIRCULAIRES 239
— pour le sol frottant et cohérent, de cohésion C et d’angle de frottement ¢ :
(2.2) 61 (1+sin ¢)—o5(1 —sin )—2C cos ¢ <0.

Le sol de fondation est supposé non-homogéne, présentant un gradient vertical de
cohésion —g :

(2.3) g=—dC/dz,

ou I'axe Oz est vertical ascendant; I’angle de frottement ¢ est supposé constant.

- B,
i
T A :
" J'Y 0 C=C,-g2
¢=0

Do

Fig. 1. — Le probléme étudié :
fondation superficielle circulaire sur une couche de sol non-homogene.

7

Fig. 1. — The problem:
circular shallow fondation on a non-homogeneous soil layer.

Le gradient vertical descendant de cohésion sera supposé positif :
2.4) 920,

mais on verra dans la suite que les résultats obtenus sont valables tant que le groupement
(g +v1tg @) est positif :

(2.5) g+ytge=0,

ou y désigne le poids volumique, supposé constant, du sol de fondation. C, désigne la
cohésion en surface, g désigne la surcharge uniforme appliquée 4 la surface du sol.

3. Capacité portante des fondations superficielles

3.1. DEFINITION

Comme on I’a exposé par ailleurs [2], la notion de force portante pour une fondation
superficielle ressortit 4 la théorie du calcul & la rupture [3]. Sa définition se référe uniquement
au critére de résistance du sol sur lequel repose la fondation, sans faire aucunement appel a la
connaissance d’une loi d’écoulement du matériau lorsque son critére de résistance est atteint.
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240 J. SALENCON ET M. MATAR

La force portante Q* est la plus grande valeur de la charge appliquée a la fondation pour
laquelle il y a compatibilité entre les équations de I’équilibre quasi statique et les capacités de
résistance du sol. De ce point de vue, la fondation est en général caractérisée par sa capacité
portante qui est la pression moyenne sous la fondation correspondanta Q™ : ainsi, pour une
fondation superficielle du type « semelle filante », ou Q désigne la charge par unité de
longueur courante, la capacité portante est :

G.1) q,=Q" /B,

B étant la largeur de la fondation.

Pour la fondation superficielle circulaire définie plus haut, ( fig. 1), la capacité portante est :
3.2) 40=Q" /(nB?/4).

Afin d’éviter les confusions et de faciliter les comparaisons, les coefficients et les grandeurs
relatifs 4 la fondation circulaire seront repérés par les mémes notations que ceux relatifs a la
semelle filante de mémes caractéristiques, suivies de I'exposant « 0 ».

3.2. RESULTATS RELATIFS AUX SEMELLES FILANTES

Nous rappellerons ici briévement les résultats obtenus dans [2] pour les semelles filantes (les
démonstrations et analyses détaillées pourront étre trouvées dans cette référence) :

La capacité portante q, définie par (3. 1) est une fonction de tous les paramétres définissant
le probléme homologue de celui de la figure 1, soit :

(33) qu=f(C09 g, Bs ha Ya (pa ‘1)

11 a été démontré, par ’analyse mécanique du probléme posé en s’appuyant sur la théorie
du Calcul a 1a rupture, que les paramétres figurant dans (3. 3) peuvent étre regroupés en sorte
que g, se met sous la forme :

(3.4) 4,=9+f(Co+qtge, g+7tge, B, h, ¢).

L’analyse dimensionnelle (cf. par exemple [4]) de (3.4), conduit alors aux formules :

g+vige . B
,h,

=q+(Co+qtgQ) F
3.5) 4.=q9+(Co+qtgo) C<C0+qtg(p

si (Cy+qtgo)#0;
=g+(g+vtgp)BK ud
si (Co+qtg)=0.

dans ces formules & , et K sont deux coefficients scalaires, fonctions des arguments indiqués.

Avant de procéder a la détermination de la valeur exacte de g, par le calcul des
coefficients & et K ci-dessus, on a utilisé une évaluation par défaut, fondée sur ’approche
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statique de la théorie du Calcul a la rupture, obtenue par I’application de la méthode de
superposition :

(3.7) 94 Z (9u)superps
; C tg @) N, B +1 +gcotg @) BN, B

(3.8) (@u)euperp. =4 +(Co+qtg @)NL| 4=, @ )+ 5 (Y +gcotg @) BN | -, ¢

pour ¢>0
et:

=q+C,y N, B 0 +1 B

(39) (qu)superp._q+ 0+ V¢ y’ 4g

pour ¢ =0.

Les formules (3.8) et (3.9) fournissent la valeur exacte de g, lorsque soit (C,+gtg ¢)=0,
soit (g +vtg @) =0. Elles nécessitent la connaissance des coefficients scalaires N (B/h, ¢) et
N (B/h, @) : ceux-ci avaient été déterminés antérieurement ([5], [6]). La démonstration de la
formule (3.9) a été¢ donnée dans [7] en reprenant celle proposée pour le sol de fondation
d’épaisseur illimitée [8].

La comparaison des formules (3.6) d’une part et (3.8).et (3.9) d’autre part, montre que :

(3.10) K<%,¢>=%N;<%,w>cotg<p si >0
et .

B 1
(3.11) K(ﬁ’())—l

Le calcul numérique des coefficients #, a été effectué en s’appuyant sur la théorie des
équilibres limites plans ([2], [9]) aboutissant ainsi, dans tous les cas a la connaissance de la
valeur exacte de la capacité portante q,.

Poursuivant ce qui a été dit au paragraphe 3.1, il convient de rappeler que I'utilisation de
la théorie des équilibres limites plans pour la construction de champs de contrainte ne
suppose aucune hypothése de comportement rigide plastique du sol mais correspond a la
mise en évidence de champs de contrainte respectant la condition de compatibilité énoncée;
de méme la construction de champs de vitesse par cette méme théorie, s’appuie ici sur une
régle de normalité « mathématique » et correspond purement et simplement a la dualisation
du raisonnement statique [3] et non a une hypothése d’écoulement plastique standard.

Des abaques ont été donnés permettant d’effectuer commodément le calcul de g, dans la
pratique. Ils sont fondés sur I'utilisation du coefficient p, défini par :

[ g9tvige o B 9.—4
(3.12) c<—-~—B,—, )=7,
. C0+qtg(p h (qu)superp._q

qui chiffre la sous-estimation de la capacité portante fournie par la méthode de superposition
par rapport a la valeur exacte de celle-ci.
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Ainsi par des abaques a triple entrée, établis pour =0, 4, 10, 20, 25, 30, 35, 40 et 45°
permettant de lire ou d’interpoler les valeurs des coefficients N, N cotg ¢ et p, pour >0,
ou les valeurs des coefficients N/ et p_pour ¢ =0, on calcule g, par application des formules
simples suivantes :

’

1 gtvige o

3 Cotatge Ycotg(p+N;]

qu= +cc+t
(3.13) 4.=9+1.(Cy qgtp)[

st @>0.

1gB :|
= + cC __—+Né
(3.14) =T 0[4 Co

si =0.

Les commentaires qu’appellent ces résultats ont été faits dans les diverses publications
citées plus haut.

3.3. RESULTATS RELATIFS AUX FONDATIONS CIRCULAIRES

Nous suivons, pour les fondations circulaires, la méme démarche que celle exposée ci-
dessus. Les formules obtenues sont strictement les homologues des précédentes en
introduisant les coefficients ou fonctions scalaires relatifs aux fondations circulaires,
repérées par I’exposant « 0 »,

Ainsi la capacité portante, dépendant des paramétres définissant le probléme de la figure 1,
s’écrit :

(3.15) 42=1°(Co, 9. B, h, 7, 0, q).

Le regroupement des paramétres s’effectue exactement de la méme maniére qu’au
paragraphe 3.2, d’ou la formule :

(3.16) homologue de (3.4) avec f9.

Par P’analyse dimensionnelle il vient encore :

3.17) ~ homologue de (3.5) avec #°
et :
(3.18) homologue de (3.6) avec K,

ou #? et K sont des coefficients scalaires, fonctions des mémes arguments que dans (3.5) et
(3.6) respectivement.

L’application de I'approche statique du Calcul 4 la rupture permet a nouveau d’obtenir
une évaluation par défaut de la capacité portante qﬁ par la méthode de superposition :

(3.19) 0 Z (4 )superp>
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avec :
(d)uperp. =4 +(Co+q tg @) N° <E, q,)+ 1(Y+gcotg cp)BN;O(E, (p)
(3.20) h D) L
pour ¢>0.
(3.21) (qg)S“Pem:q‘FcoNZO(%, 0)+K°<%, 0>gB
pour ¢=0.

Les formules (3.20) et (3.21), par définition méme de la méthode de superposition,
fournissent la valeur exacte de ¢° lorsque soit (C,+gtg @)=0, soit (g+7tg@)=0. Leur
utilisation nécessite la connaissance des coefficients N0 (B/h, o), N;O (B/h, ¢)etK°(B/h, 0).

D’aprés ce qui précéde, ces coefficients se déterminent respectivement en calculant la
capacité portante q° de la fondation circulaire dans chacun des trois cas simples suivants :

1° fondation agissant sur une couche de sol homogéne non pesant sans surcharge latérale;

2° fondation agissant sur une couche de sol pulvérulent (¢ >0), homogéne, pesant, sans
cohésion, sans surcharge latérale;

3° fondation agissant sur une couche de sol purement cohérent (¢ =0), non-homogeéne, de
cohésion nulle en surface, sans surcharge latérale.

Ces deux premiers problémes ont été étudiés dans [10] au moyen de la théorie des équilibres
limites en symétrie axiale qui s’appuie sur ’hypothése de Haar-Karman. Les solutions (*)
construites ont alors permis de déterminer, pour certaines valeurs de @, les coefficients
N (B/h, ¢) et N)*(B/h, ¢).

11 est clair alors, par comparaison de (3.18) et (3.20) que ’on a, comme pour la semelle
filante, la relation :

B B
(3.22) K°<E,¢>=%N;°<E,(p>.cotg(p si. ¢>0.

La détermination du coefficient K° (B/h, 0) qui intervient dans (3. 18) et (3.21) nécessite la
résolution du 3° probléme ci-dessus. Celle-ci, dont les détails seront présentés au chapitre 7
conduit au résultat nouveau :

B 1 '
of I
(3.23) K (h,0> c VB/h.

(?) 1ls’agit de solutions analogues a celles fournies par la plupart des auteurs pour ce type de probléme : champs
de contrainte construits par la méthode des caractéristiques dans une zone s*étendant sous toute la fondation dans la
couche de sol et débouchant 2 la surface libre. En toute rigueur, pour montrer qu’une telle solution fournit bien la
valeur de N° ou de N’? il serait nécessaire de compléter le champ de contraintes dans toute la couche de sol en
respectant la compatibilité « équilibre-capacités de résistance » et de construire un champ de vitesses associé a ce
champ de contrainte par la régle « mathématique » de normalité déja évoquée au paragraphe 3.2. On admettra,
comme dans la suite pour la détermination de K° et de #?, que le prolongement du champ de contrainte est
effectivement possible (ceci compte tenu des vérifications faites dans certains cas particuliers et par analogie avec les
résultats obtenus dans le cas plan pour les problémes homologues); la possibilité de construction du champ de
vitesses a été vérifice.
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Dot Ia formule de superposition pour ¢ =0 :

B 1
q3=q+CoN2°<g,0>+ggB

(3.24)
pour @ =0.

L'utilisation de la formule « globale » (3. 17), prenant en compte tous les effets de couplage
entre les groupements de paramétres, nécessite la détermination du coefficient % % en

fonction de ses arguments; une fois cette connaissance acquise, on obtient par (3.17) la
valeur exacte de la capacité portante g9.

Afin de ne pas alourdir I'exposé, les développements relatifs 4 la méthode utilisée pour la
determination de #? et aux importants calculs numériques nécessités par cette
determination, ont été renvoyés au chapitre 8. Pour résumer :

On s’appuie A nouveau sur la théorie des €quilibres limites en symétrie axiale en faisant
a priori 'hypothése de Haar-Karman (qui sera justifiée a posteriori par le fait qu’elle permet
de construire une solution). On est alors conduit  la résolution d’un probléme hyperbolique
par la méthode des caractéristiques, qui présente des difficultés supérieures a celles
rencontrees dans le cas de la semelle filante. De plus, le volume des calculs nécessités par la
détermination de #? est, par beaucoup, plus important que celui occasionné par la
determination de &%, dans les mémes plages de valeurs pour les divers arguments.

4. Présentation des résultats obtenus

Un programme de calcul a donc été construit pour procéder dans tous les cas au calcul
de #? en fonction de ses arguments.

En fait ce programme a été congu de fagon a fournir directement des résultats qui fussent
commodément exploitables dans la pratique pour la détermination de q°, ce qui est
¢videmment li¢ 4 la forme de la présentation adoptée pour les résultats.

La réflexion sur le mode de présentation des résultats s’est effectuée autour des deux
remarques suivantes :

1° la forme retenue dans le cas de la semelle filante par le moyen d’abaques a triple entrée
s’est révélée a 'usage, trés commode;

2° les fondations du type « semelles filantes » et les fondations circulaires constituent en
quelque sorte les deux cas géométriques extrémes entre lesquels se situent les fondations
réalisées dans la pratique : il serait donc intéressant de disposer d’un mode de présentation
des résultats permettant le calcul presque simultané de la capacité portante dans ces deux cas.

Aussi, aprés avoir songé a une présentation homologue de celle adoptée pour les semelles
filantes, qui aurait utilis¢ des abaques a triple entrée permettant de lire ou d’interpoler les
valeurs des coefficients N;°, N!° cotg ¢, et p° (homologue de p,),ila paru préférable de fonder
la présentation des résultats en symétrie axiale sur I'usage du coefficient de forme v défini de la
fagon suivante :

g+vytge B q5—q
4.1) v<“B,—, >=—“—,
Cotqtge " h ¢ 4.—9
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ol g9 et g, sont les capacités portantes, dans les mémes conditions pour deux fondations
circulaire et du type « semelle-filante » de méme largeur.

Le programme de calcul a été établi de fagon a aboutir 4 la détermination de v, ce qui
nécessite d’effectuer a la fois les calculs « plans » et en symétrie axiale (2 noter que ceci
présente des difficultés par le fait que les procédures de calcul numérique suivies dans 1’un et
l’autre cas ne sont pas identiques).

Le mode de présentation des résultats utilise alors des abaques & quadruple entrée, établis
pour ¢ =0, 4, 10, 20, 25, 30, 35, 40 et 45°, permettant de lire ou d’interpoler :

N;, Njcotge, u. et v(fig.2).

On détermine ainsi d’abord la capacité portante pour la semelle filante par les formules
(3.13) et (3.14) déja décrites, puis celle de la fondation circulaire de méme largeur en
s’appuyant sur (4. 1), c’est-a-dire :

1 g+vtge

BN’ cot N/
2 Cy+qtgo oot ]

v=q+vp (Co+qt
“.2) 4u=q+ v (Cy qg@)[

si >0.

1 gB
9=g+w.C [——+N{,:I

si @=0.

4.2. ABAQUES ISO-V

Ainsi le mode de présentation adopté consiste a adjoindre aux abaques donnés
antérieurement pour le calcul de la capacité portante des semelles filantes, des abaques
permettant de déterminer la valeur du coefficient de forme v.

B/nf /

courbes
by /] ise-Re
Ne ™ >
N, g+Ytg®
Y':Mgg:amelle filante courbes — Cotqtg
Uu = @ +--aa—— ] iso -V

Semelle circulaire

[ 95=9+V(ay-) | —
B/hy

Fig. 2. — Schéma des abaques pour le calcul de la capacité portante.

Fig. 2. — Scheme of the charts for the calculation of the bearing capacity.
Celui-ci dépend, comme i, des trois arguments :

g+ytge B
— B, —, et .
Cot+qtgo e e
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Aussi, comme cela est représenté sur la figure 2, on a tracé pour chacune des valeurs de ¢
énumérées plus haut, des abaques iso-v c’est-a-dire des abaques constitués de lignes d’égale
valeur du coefficient v tracées dans le plan des arguments :

g+vtgo B
Z-1°* B t -,
Co+qtgo © h

4.3. PROPRIETES DU CCEFFICIENT DE FORME

4.3.1. A ¢ donné, a (g+vtge)/(Cy+qtgo) B donné, v est une fonction décroissante de
B/h.

Cela signifie en particulier que le coefficient de forme est maximal lorsque la fondation agit
sur une couche de sol d’épaisseur illimitée.

4.3.2. A ¢ donné, a B/h donné, v est une fonction décroissante de :
g+ygo
Cotqtgo
4.3.3. Pour:
gtytge B=
Cot+qtgo

le coefficient de forme v n’est autre que le rapport :

B B B

que 'on peut désigner comme le « coefficient de forme sur le terme de cohésion dans la
formule de superposition ».

>

De méme pour :
gt+vyigo

Cotqtgo
on a:

B B B
(45) V<Oo,i’ (P>=N;0<E’¢>/N;<F’ (P), (3)’

coefficient de forme sur le terme de pesanteur dans la formule de superposition.
En particulier, pour B/h=0, c’est-a-dire pour la couche de sol d’épaisseur illimitée, on a :

(4.6) v(0, 0, )=N2(¢)/N,(¢)
et :
4.7) v(, 0, @)=N3(@)/N,(¢) ().

(®) Pour ¢=0: v(co, B/h, 0)=2/3, VB/h.
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4.3.4,

Le coefficient de forme sur le terme de cohésion pour la couche de sol d’épaisseur illimitée,
valeur maximale de v, est une fonction croissante de . Sa variation est représentée sur la
figure 3. I est toujours supérieur a 1.

Le coefficient de forme sur le terme de pesanteur pour la couche de sol d’épaisseur illimitée
est aussi une fonction croissante de ¢; sa variation est représentée sur la figure 4.

L’¢tendue des variations de v en fonction de ses deux premiers arguments croit avec @.

A

v
3

vs
2 2

Fig. 3 Fig. 4

Fig. 3. — Variation de v(0, 0, ¢) en fonction de ¢.
Fig. 3. — Variation of v(0, 0, @) vs ¢.

Fig. 4. — Variation de v(c0, 0, ¢) en fonction de ¢.
Fig. 4. — Variation of v(c0, 0, @) vs @.

4.3.5.

Pour une méme valeur de @, suivant les valeurs des deux premiers arguments, le coefficient
de forme peut étre supérieur ou inférieur a 1’unité.

En particulier, pour une fondation sur une couche de sol d’épaisseur illimitée, le coefficient
de forme n’est toujours supérieur & l'unité que lorsque ¢ >29°.
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4.3.6.

On a montré [2] que pour une semelle filante, il existe une valeur (B/h),, fonction de ¢ et
de :

g+ytge
Cotaqtgo

)

au-dessous de laquelle la capacité portante est indépendante de B/h :
st B =< B
h=\h /)y

De la méme maniere pour la fondation circulaire, il existe une valeur (B/h)3 possédant la

meéme propriété :
B 0
(0.

On a de plus, la propriété suivante : & ¢ donné, pour une méme valeur de ’argument :

alors g, est indépendante de B/h.

siB
h

IIA

alors ¢° est indépendante de B/h.

g+vytgo B
Cot+qtgo

(1)=(3)

Il en résulte que le coefficient de forme v est indépendant de B/h dés que B/h<(B/h),.

b

on a toujours :

La courbe représentative de (B/h), en fonction de :

g+ytgoe
Cotqtgo

est tracée sur les abaques iso-p, et iso-v.

5. Abagques pour le calcul pratique de la capacité portante des fondations superficielles

¢=0, 4, 10, 20, 25, 30, 35, 40 et 45°.

6. Exemples d’utilisation des abaques
A titre d’exemples d’utilisation des abaques donnés ci-dessus, nous nous proposons de
reprendre quelques-uns des cas étudiés dans [2] en nous attachant essentiellement a la

comparaison entre semelle filante et fondation circulaire.
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.

Quatre cas ont été étudiés correspondant a trois sites différents du pont de vue du sol (le
site B correspond 4 une argile en Méditerranée citée par Le Tyrant [11]).

Cas ¢ () B (m) q (Pa) h (m) Co (Pa) g(N/m%) vy (N/m)

Al ..., 0 40 0 10 103 2,5x10° 1,6 x 104
A2 ... 0 4 0 10 10 2,5x10° 1,6 x 10*
"Bo...... 0 40 0 o 0 0,6 x 10° 1,6 x 10*
C....... 30 4 1,8x10* © 1,6 x 10* 0 1,8x10*

La lecture des abaques pour les valeurs des arguments indiquées dans les colonnes 23 4 du
tableau suivant permet de déterminer les coefficients N’ cotgp, N, p, et v.

. g+vige , ,

Cas o (°) B/h Cotqige N cotg o N TR v
Al ... .. 0 4 100 - 6.2 148 077
A2 ..., 0 0.4 10 - 5,14 1,65 0,9
B....... 0 0 0 - 5,14 t 0,67
Cooovl 30 0 1,58 25,55 30,14 1,20 1,57

D’ou les résultats pour la capacité portante :
Cas @uloose 42 (kPa) q, (kPa)
. (kPa) u v
Al .. ... 31,2 35,6 46,2
A2. ..., 7,6 11,3 12,6
B....... 6 4 6
Coov . 1330 2520 1610
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Ces résultats démontrent la facilité de mise en ceuvre des abaques proposés pour le calcul de
la capacité portante, tant pour les semelles filantes, que pour les semelles circulaires :

(@) Pour le sol purement cohérent (cas Al et A2), on voit que dans les deux cas étudiés la
capacité portante de la semelle circulaire est plus faible que celle de la semelle filante. Cet effet
est d’autant plus marqué que la fondation est plus large, en raison du sens de variation de v. 11
est, de plus, lié a la présence du gradient de cohésion et 4 1’épaisseur limitée de la couche de
sol : sur un sol purement cohérent, homogeéne et illimité, la capacité portante de la semelle
circulaire serait supérieure a celle de la semelle filante (v=1,18).

(b) Pour le sol purement cohérent de cohésion nulle en surface (site B), modeéle qui
représente certains sols marins, on dispose maintenant du moyen de calculer la capacité
portante g2 pour la semelle circulaire. En ’absence de surcharge de surface, celle-ci est dans le
rapport v=2/3, avec celle correspondant a une semelle filante:

(c) Tlestinstructif de comparer les résultats qui peuvent ainsi étre obtenus par les abaques
donnés au chapitre 5 dans des cas non-classiques mais qui se rencontrent dans la pratique,
avec les évaluations de la capacité portante que peuvent fournir alors des régles empiriques.

Ces régles sont fondées sur les résultats classiques disponibles dans le cas des problémes
plans, c’est-a-dire pour les semelles filantes; elles se référent aux facteurs de capacité portante
déterminés dans le cas d’une couche homogéne : il s’agit en fait d’une application de la
méthode de superposition dans le cas plan en introduisant, au lieu de la cohésion
linéairement croissante avec la profondeur, une cohésion constante. On prendra ainsi soit la
cohésion en surface C,, soit une cohésion « moyenne » a déterminer comme cela a été exposé
dans [2].

On a ainsi :

Pour le site A (cas Al) :

avec la cohésion en surface : (q,), =6,25kPa;

.

avec la cohésion moyenne : g, =84,4kPa;

a comparer a : ¢2=235,6kPa.

Pour le site A (cas A2) :

avec la cohésion en surface : (q,),=5,1kPa;
avec la cohésion moyenne : q,=23,3kPa;

a comparer a : ¢2=11,3kPa.

Pour le site B :

avec la cohésion en surface : (¢,),="0;

avec la cohésion moyenne : g,=43,6 kPa;

4 comparer 4 : ¢g°=4kPa.

On remarque la sous-estimation introduite par la premiére méthode qui peut méme

conduire & rendre toute construction impossible par défaut de portance du sol (*), et la
surestimation inacceptable introduite par la seconde.

(*) On rappelle que la capacité portante n’est qu'un des critéres qui entrent en ligne de compte dans le
dimensionnement des fondations superficielles; le critére de tassement pourrait évidemment dans le cas présent étre
déterminant pour certains ouvrages.
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(d) Pour I'exemple de sol frottant étudié (¢ =30°), on remarque que la capacité portante de
la semelle filante circulaire est nettement supérieure a celle de la semelle filante homologue
(56,5%).

Cet effet mis en évidence pour un sol de fondation d’épaisseur illimitée, se manifeste tant
que I’épaisseur de la couche de sol reste suffisante, ce qui signifie tant que la présence de
Passise rigide n’influe que peu sur la valeur de la capacité portante.

7. La détermination de g2 pour ¢ =0 et C,=0

7.1. LE PROBLEME POSE

Comme annoncé au paragraphe 3.3, on expose ici avec quelques détails I’analyse qui
permet de déterminer le coefficient K° (B/A, 0). Le probléme correspondant est le calcul de la
capacité portante d’une semelle circulaire sur un sol purement cohérent, de cohésion nulle en
surface et croissant linéairement avec la profondeur.

La figure 5 rappelle les notations pour ce probléme.

fe

. __

Fig. 5. — Semelle circulaire sur couche de sol
dont la cohésion est fonction linéaire de la profondeur.

Fig. 5. — Circular shallow footing resting
on a soil layer with a linear cohesion.

7.2. CAS DE LA SEMELLE FILANTE

On sait que le probléme homologue de celui-ci a été résolu dans le cas de la semelle filante.
La capacité portante pour une telle fondation est :

1 .
(7.1) q“=ng, YB/h.

Il a ét¢ montré, d’une part en mettant en évidence un champ de contrainte statiquement
admissible pour le probléme plan et respectant en tout point le critére de résistance, d’autre
part en construisant une famille de champs de vitesses cinématiquement admissibles et en
procédant sur eux 4 une minimisation, que la solution qui permet de calculer la capacité
portante est constituée comme suit :

La contrainte normale sous la fondation croit linéairement en fonction de la distance a
partir du coin de la fondation; le champ de vitesse correspondant est en quelque sorte un
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mécanisme évanescent qui se produit a vitesse infinie sous la fondation (ou la cohésion est
nulle) : figure 6.

C(z)

Fig. 6. — Contraintes sous la fondation
et mécanisme évanescent dans le cas de la semelle filante.

Fig. 6. — Stress diagram under the foundation
and vanishing velocity field in the case of a strip-footing.

Ceci est cohérent avec le fait suivant : si ¢ #0, la solution du probléme posé est identique &
celle correspondant au calcul du terme de pesanteur dans la formule de superposition et on
sait que, quand ¢ — 0, le réseau de lignes caractéristiques obtenu par la théorie des équilibres
limites plans, tend a s’allonger sous la fondation, ayant pour conséquence que la zone
intéressée par I’écoulement a une épaisseur de plus en plus réduite sous la fondation. A la
limite, 1a ligne OA devient une ligne caractéristique a. En écrivant alors la relation le long des
caractéristiques o pour un sol purement cohérent non-homogéne du type étudié, il vient avec
les notations classiques (¢f. par exemple [12]) :

(7.2) dp+2Cd9—§dx°‘=0, ligne o,
oxg

soit, le long de OA, rectiligne avec 0C/0xz=—g et C=0:
(7.3) dp=—gdx*= —gdx.

La répartition des contraintes sous la fondation devant, pour des raisons d’analyse
dimensionnelle, étre une fonction linéaire de la distance au coin de la semelle, il vient par
intégration de (7.3) :

B
sous OA : p= —g(x— 5),
(7.4)

sous OA’ : p=g<x+ g—),

qui est aussi la répartition des pressions normales puisque, sous A’ A la cohésion est nulle.

On voit que cette méthode permet, une fois admis le fait que la solution compléte du

probléme étudié correspond a/un écoulement évanescent sous la fondation, d’obtenir

directement la répartition des contraintes sous la fondation et en conséquence la capacité
portante. '
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7.3. SEMELLE CIRCULAIRE

Le raisonnement repose sur la conjecture que, dans le cas de la semelle circulaire, la
solution du probleme posé 2 la figure 5, satisfaisant a ’hypothése de Haar-Karman, est du
méme type que celle trouvée pour la semelle filante. Cette conjecture est étayée notamment
par le fait que, si @ #0, les singularités en A des solutions pour le calcul de N, et de N9 sont
identiques : alors, puisque dans le cas de la semelle filante cette solution conduit & un réseau
de caractéristiques réduit a la seule ligne o représentée par OA, il est logique d’admettre qu’il
en va de méme pour la semelle circulaire.

Ecrivant alors la relation le long des caractéristiques a, le long de OA il vient :

(7.5) dp—a—cdx"‘:O sur OA;
Oxg

d’ou par intégration et par les mémes arguments que ci-dessus :

(7.6) p:—g(r—%).

On obtient alors par intégration :

d’ou :

(7.7 q2=%gB.

8. La détermination de :

8.1. LE PROBLEME POSE

Compte tenu du regroupement de paramétres indiqué au paragraphe 3.3 et utilisé dans les
formules (3.16) et (3.17), le probléme a étudier pour la détermination de :

gof 9tvige o B
‘NCotqtge " h’ ")

est celui représenté a la figure 7 a savoir :

Détermination de la capacité portante g3 d’une fondation superficielle circulaire de
diamétre B, chargée axialement, agissant sur une couche de sol non pesant, d’épaisseur # '
limitée ou illimitée et dont la cohésion varie avec la profondeur selon la formule :

8.1) C?(z2)=(Co+qtgp)—(g+vtg@)z=CP —g? .z

(on rappelle que les interfaces sont supposées a adhérence parfaite).

JOURNAL DE MECANIQUE THEORIQUE ET APPLIQUEE



258 J. SALENCON ET M. MATAR

(2) (2) (2)
C(z)=Cy-g 2

T

Fig. 7. — Détermination de 9.

Fig. 7. — Determination of #°.

La correspondance entre la capacité portante g, pour le probléme initial ( fig. 1) et g%®
résulte de la formule (3.16) :

(8.2) 4o =42 +q

et 'on a :

8.3 FO grvige o b —go(9_ B 2 0D 0
( ) c<C0+qtg(PB;h’(p> C< C%Z) 3 h,(p q“ /CO

Comme indiqué au paragraphe 3. 3, la détermination de ¢°‘ nécessiterait en toute rigueur
(¢f. théorie du Calcul a la rupture) la construction pour le probléme ci-dessus d’une
« solution » constituée comme suit :

— champ de contrainte en équilibre et respectant en tout point le critére de résistance du
sol;

— champ de vitesse cinématiquement admissible et associé au champ de contrainte
précédent par la régle « mathématique » de normalité (%).

Dans la suite, on procédera seulement a la construction de « solutions » du méme type que
celles rapportées au paragraphe 3.3 concernant la détermination de N° et N et que celle
construite au paragraphe 7.3 pour la détermination de K°(B/h, 0) a savoir : champs de
contrainte en équilibre limite construits par la méthode des caractéristiques dans une zone
s’étendant sous toute la fondation dans la couche de sol et débouchant a la surface libre, et -
tels qu’il soit possible de leur associer un champ de vitesse cinématiquement admissible par la
régle « mathématique » de normalité (°). On remarquera d’ailleurs que les solutions ainsi
obtenues seront cohérentes avec celles précédemment citées et méme s’y raccorderont
parfaitement.

(*) Une telle solution est, pour le Calcul a la Rupture, ’'homologue d’une solution compléte d’écoulement
plastique libre (au sens de Bishop, [13]) en Analyse limite.

(®) '« Solutions » homologues des solutions incomplétes (au sens de Bishop [13]).
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8.2. HypoTHESE DE HAAR-KARMAN; EQUATIONS DU PROBLEME

Le probléme posé au paragraphe précédent est a symétrie axiale autour de Oz. De plus, les
critéres de résistance utilisés sont les critéres de Tresca ou de Coulomb, c’est-a-dire des
critéres du type « courbe intrinséque » qui ne font pas intervenir la contrainte principale
intermédiaire.

I1 est ainsi possible de procéder a la construction des champs de contrainte et de vitesse
indiqués ci-dessus en se placant dans le cadre de ’hypothése de Haar-Karman [14]; les
champs de contrainte sont construits 4 partir des hypothéses suivantes ([15], [16]) :

— champs axisymétriques autour de Oz, d’ou avec les notations (r, ®, z) pour les
coordonnées cylindriques autour de Oz :
O, €St contrainte principale,
¢ est indépendant de o.
— la contrainte principale ¢, est égale  I"'une des contraintes principales situées dans le
plan méridien;

— équilibre limite, c’est-a-dire que le critére de résistance est exactement satisfait : égalité
dans (2.1) ou (2.2).

Les équations permettant cette construction ont été développées par Berezancew [17] dans

le cas du milieu homogeéne; pour le milieu non homogéne, les équations ont été données
dans [12] :

On désigne par 6, et 65 les contraintes principales dans le plan méridien ordonnées
selon o, > o5 et on pose (hypothése de Haar-Karman) :

1
-(8.4) Gz=§[(01+03)—s(cl—o3)],
e=+1,
on définit :
p=—(c,+03)/2,
@®.5) R=(0c,—05)/2 (rayon du cercle de Mohr),
0=(Or, 1),

(ou 1 désigne la direction principale correspondant a o,).

On montre que le probléme pour les contraintes est alors hyperbolique quasi linéaire : les
lignes caractéristiques dans le plan méridien ont pour pentes :

8.6) Z—j=tg|:9:<g+%>}

(resp. caractéristiques a et B, fig. 8).

En notant dx* et dxP les coordonnées contravariantes selon ces lignes (coordonnées
obliques sur la base locale normée tangente aux lignes o et B), les relations le long des lignes
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B r4

61
T/i+'p/2

0 -(r/sv012) i

a

Fig. 8. — Lignes Caractéristiques.
Fig. 8. — Characteristic lines.

caractéristiques s’écrivent :

dp+ =R 4o— Adx*=0,
Cos @

8.7)
dp— 2R d6—BdxP=0,
COoS @
avec dans le cas présent :
(8.8) R=C®(z) cosp+p sin@.

(8.9) A=~g‘2’cos|:e— < _’_g):l_g’z%p%tg(p

n
4 2 r

[l gl 43)

‘ (2)
8.10) B=g(2)cos[9+ Ty 9} C¥E)+pige

et

Les équations pour les champs de vitesse associés aux champs de contrainte déterminés par
les équations ci-dessus, par la régle mathématique de normalité, sont identiques pour les
matériaux homogénes et non-homogénes; elles comportent : deux €quations, relations le
long des lignes o et B, permettant la construction du champ de vitesse; et deux inéquations,
conditions de positivité, & vérifier. Ces derniéres sont liées au paramétre € introduit
dans (8.4) et permettent d’en fixer la valeur.

Dans le cas présent on trouve ainsi, que la construction de la solution pour le probléme
étudié nécessite au départ I’hypothése : e= —1.
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8.3. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION

8.3.1. Cas du sol semi-infini

De la méme maniére que pour la semelle filante (probléme plan), la construction de la
solution pour une couche de sol d’épaisseur limitée s’effectue a partir de la solution pour le sol
semi-infini. 11 convient donc d’étudier celle-ci en premier lieu.

Fig. 9. — Réseau des caractéristiques dans le plan méridien,
pour le sol semi-infini.

Fig. 9. — Characteristic net in the meridian plane for a soil layer with
an infinite thickness.

La figure 9 présente le type des réseaux de lignes caractéristiques dans le plan méridien
obtenus pour ce probléme. On a :

— un champ de Rankine pour probléme axisymétrique en milieu non-homogene : ABC;
la solution y est déterminée par intégration des équations (8.7) a (8.10) a partir des
conditions aux limites sur AB, a savoir :

0=3n/2; p=C®cosB/(1—sin@);

il s’agit d’un probléme de Cauchy;

— un éventail de Prandtl pour probléme axisymétrique en milieu non-homogéne, centré
en A et d’ouverture :

T+

T @ Acp,
2
AC est la caractéristique (B) le long de laquelle 1’éventail se raccorde au champ de
Rankine ABC, le point A est une caractéristique (o) dégénérée; ‘
— la construction du réseau est ensuite poursuivie par les caractéristiques (o) s’appuyant
sur AD et les caractéristiques (B) tangentes a OA en conséquence de la rugosité de la

fondation. C’est un probléme de Goursat.

Ce réseau est limité par les caractéristiques SDCB (o) et ST (B) qui se coupent sur I’'axe Oz
en un point S ou O=mn: en effet, par raison de symétrie, 'axe de la fondation est
necessairement une direction principale pour les contraintes. Le réseau ainsi construit
s’enfonce dans le sol jusqu’a la profondeur k9, proportionnelle & B et fonction de g** B/C§’
et @. .

Cette construction est a rapprocher de celle effectuee par Neégre [18].
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8.3.2. Couche de sol d’épaisseur h=h)

Pour une couche de sol d’épaisseur limitée h=h9, la construction du réseau de
caractéristiques de la figure 9 peut étre reprise sans changement.

En conséquence, on peut affirmer que lorsque :

B _/B\° B
—<[Z) ==
h=\h ), Ky’

ou hg a été défini plus haut fonction de g B/C{ et de ¢, la capacité portante de la fondation
n’est pas influencée par la présence de I’assise rigide.

8.3.3. Couche de sol d’épaisseur h<h)

Pour une couche de sol d’épaisseur / inférieure a h, le réseau de caractéristiques
représenté sur la figure 9 n’est plus utilisable. La construction de la solution s’effectue, dans
ce cas, comme cela est présenté sur la figure 10 :

— ABCest un champ de Rankine en milieu non-homogéne, comme au paragraphe 8.3.1;

Fig. 10. — Réseau de caractéristiques dans le plan méridien pour h<h.

Fig. 10. — Characteristic net in the meridian plane for a soil layer with h<hj.

— ACD, un éventail de Prandtl en milieu non-homogene, centré en A et d’ouverture
3n/4+¢/2; la caractéristique BCI, qui fixe les dimensions de ABC et ACD est tangente &
Iassise rigide, en conséquence de la rugosité de cette assise;

— laconstruction du réseau de caractéristiques au-dela de ces champs se poursuit & partir
de AD et DI en s’appuyant sur les conditions aux limites :

(a) 6=3n/4—@/2 sur OA, en conséquence de la rugosité de la fondation;

(b) 6=5n/4+¢/2 sur I'interface sol-assise rigide, en conséquence de la rugosité de
I’assise;

— le réseau des caractéristiques est limité par les caractéristiques RS () et TS (B) qui se
coupent sur I’axe de la fondation, comme dans le cas d’un sol semi-infini, au point S o §=r.

8.3.4. Quelques remarques sur la construction pratique

La construction du réseau des caractéristiques est effectuée numériquement en intégrant
pas a pas les équations (8.7 & 8.10) le long des lignes caractéristiques.
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On remarque que dans ces équations interviennent des termes en 1/r; ceci implique que la
procédure pratique d’intégration soit modifiée par rapport a celle utilisée pour les problémes
plans : v

— pour la fondation sur sol semi-infini, awlieu de construire un réseau indéfini pour
chaque valeur de ¢ sur lequel on place ensuite 1’axe de la fondation, fixant ainsi la valeur du
paramétre g'® B/C{), on devra ici connaitre dés le départ la position de I’axe de la fondation
pour pouvoir construire le réseau fini correspondant : on travaillera donc 4 ¢ et '’ B/C{)
fixés; :
— de méme, pour la couche de sol d’épaisseur limitée, on fixera @, ' B/C{, et on fera
varier B/h (c’est-a-dire, a B donné, I’épaisseur h de la couche).

Ainsi, a partir des données sur AB (p et 0 connues), on construit les lignes (o) une 4 une
autour de A, jusqu’a la caractéristique BCI (x), tangente a l'interface sol-assise rigide, fixée a
la profondeur k. La construction de ces caractéristiques s’effectue en calculant pour chacune
d’elles les paramétres des points d’intersection avec toutes les caractéristiques (B) et avec
I'interface sol-fondation s’il y a lieu.

En utilisant cette méthode, on fait décroitre B/h a partir de la valeur oo jusqu’a ce que h
atteigne la valeur h), épaisseur de la zone perturbée correspondant 4 un milieu semi-infini
(fig. 9), c’est-a-dire jusqu’a ce que B/h=(B/h)}.

Ceci permet donc d’explorer, 4 g'*) B/C$ fixé, toutes les valeurs de B/h supérieures a la
valeur critique (B/h)J.

La construction du réseau de caractéristiques fournit en méme temps les valeurs de p et 6
aux nceuds du réseau ce qui y détermine le champ de contrainte.

Une fois le réseau entiérement construit on obtient la capacité portante de la fondation par
intégration : en effet ¢'*) n’est autre que ’opposé de Iintégrale de la contrainte verticale
(correspondant a la solution construite) agissant sur la fondation, divisée par la surface de
celle-ci, soit :

B/2 ‘
(8.11) (“2)=—%J o, rdr.
B* Jo

Cette distribution des contraintes sous la fondation-n’est pas totalement fournie par la
construction du réseau de caractéristiques, mais on remarque en considérant 1’équilibre du
bloc de sol non pesant STO, que ¢2) pourra étre obtenu par intégration de la contrainte
verticale le long du chemin STA ou les contraintes sont connues par la construction du
réseau; et mieux encore par intégration le long de la ligne (S) joignant S a A, lieu des points
ou 8=mr sur chaque ligne (o) du réseau, de la contrainte principale o :

8
(8.12) ﬁf’:——zj oyrdr.
B selon{S)deAas

11 convient, pour terminer, de mentionner quelques difficultés spécifiques aux problémes
axisymeétriques, rencontrées dans la construction des programmes numériques et qui rendent
celle-ci beaucoup plus délicate que pour les problémes plans.

En effet, le schéma aux différences finies en suivant les lignes caractéristiques, utilisé pour
intégrer le systeéme différentiel (8.7) a(8.10) n’est convergent que dans le domaine d’existence
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