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Le comportement plastique

Professeur Jean Salengon
Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Paris. Laboratoire de Mécanique des Solides,
Ecole Polytechnique, Palaiseau (France)

1. Introduction

Le schéma de comportement plastique des matériaux a &té construit initiale-
ment 4 partir des considérations expérimentales relatives aux métaux. Ses domai-
nes d'utilisation sont aujourd'hui beaucoup plus vastes, puisque 1'on fait appel
a4 cette modélisation pour traiter des problémes de

. mise en forme (métaux, argiles, etc...) ;

. mécanique des sols (capacité portante des fondations, poussées et butées

des terres, etc...) ;

. calcul des structures (calcul aux &tats limites des structures & barres,

plaques et dalles en flexion, etc...).

I1 est essentiel de ne pas perdre de vue que, comme tout modéle de comporte-
ment, la schématisation plastique n'aura de sens pour un matériau donné que pour
certains problémes, vis-3-vis de certaines applications et dans certaines condi~

tions.

Nous nous proposons dans la suite d'exposer le modéle de comportement plas-
tique classique, c'est-3a-dire construit en se plagant dans l'hypothé&se de la
petite transformation, modéle dont la présentation est maintenant bien acquise et
qui reste encore le seul schéma plastique utilisé dans les applications pratiques ;
il convient toutefois de signaler que des travaux récents ont abouti 3 la mise sur
pied de la théorie de la plasticité en transformation finie {1 a 3}.

Ce schéma de comportement exclut toute prise en compte d'effet de viscosité
et aussi de vietllissement du matériau. Du point de vue des formules mathématiques
exprimant le comportement, cela signifie qu'il doit y avoir invariance par trans-
lation et homothétie positive effectuées sur la variable temps. La réponse du maté-—
riau & une certaine histoire dépend de la chronologie des &vénements de cette his-
toire mais non de 1l'intervalle de temps physique qui les sépare. Aussi on pourra,
pour repérer l'évolution des phénoménes en plasticité classique, faire usage d'un
temps, paramétre purement cinématique monotone croissant en fonction du temps phy-

sique.
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lLe comportement plastique est décrit en s'appuyant essentiellement sur
deux concepts fondamentaux : v
- le critére de plasticité, généralisant le seuil de plasticité mis en &vi-
dence dans les expériences en sollicitations uniaxiales (traction simple),
- la régle d'écoulement plastique, qui définit, dans le cas des sollicita-
tions multiaxiales, la fagon dont se poursuit la déformation plastique.
Ces deux notions, sans &tre totalement indépendantes, doivent &tre soigneu-
sement distinguées dans le cas général ; ce n'est que pour certains matériaux,
pour lesquels on fait 1'hypothé&se du principe du travail plastique maximal, que
la connaissance du crit@re de plasticité permet aussi de définir totalement la

régle d'écoulement plastique.

2. Critéres de plasticité

2.1 - L'EXPER?ENCE DE TRACTION SIMPLE - SEUILS DE PLASTICITE

La figure I(a) représente le diagramme contrainte-déformation relevé dans
une expérience de traction simple effectuée sur une éprouvette en acier inoxyda-
ble (communiqué par Monsieur H.D. BUI, Laboratoire de Mécanique des Solides,

Ecole Polytechnique, Palaiseau, France).
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Fig. 1 - Expérience de traction simple pour un matériau &crouissable :

(a) - acier inox,
(b) - représentation schématique.

L'expérience est effectue 3 vitesse de déformation ¢ fixée. On constate,
comme cela est représenté schématiquement sur la figure 1(b), l'existence d'un
seuil pour la contrainte, soit o, , 3 partir duquel le comportement du maté&riau
devient irréversible : 1'éprouvette &tant chargée au-deld de A jusqu'en B ,
si on effectue une décharge, celle-ci suit sur le diagramme le chemin BC et
non le trajet OAB . En particulier, aprés décharge totale, il reste une défor-

P

mation de 1'éprouvette e° représentée par OC sur la figure : c'est la défor-

mation permanente. Si on procéde alors 3 une nouvelle charge, celle-ci suit le
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trajet de décharge CB , tant que la contrainte reste inférieure & op » et le

comportement demeure réversible sur (B quand o dépasse o, , le point figu~

B
ratif suit la courbe de premiére charge au-deld de B , ¢'est-3-dire la courbe
veprésentant la traction sans décharge. Ainsi, lors de la nouvelle charge effec-

tuée 3 partir de C , 9% apparait comme le nouveau seuil en traction :

g, est appelé seuil de plasticité initial ;

o est le seuil de plasticité actuel.

Le diagramme contrainte-déformation observé (fig. 1(a)) peut, dans sa par-
tie irréversible c'est-d-dire inélastique, dépendre de la vitesse de déformation
€ adoptée ; c'est le cas en particulier pour 1'aluminium, comme le montre la

figure 2 extraite de {4}.

o en102mpa £-084-1
€014
€=2x10-3 41
2]
1]
0 4
01 02 €

Fig. 2 - Expérience de traction simple sur ume éprouvette
d'aluminium. Influence de la vitesse de déformation.

Il pourrait aussi dépendre, dans sa partie irréversible, de 1'3ge du maté-—
riau, c'est-3-dire de l'instant to repéré par rapport i 1'histoire du matériau,
auquel est effectube 1'expérience. Le modéle de comportement plastique classique
exclut toute dépendance de ce type : le comportement du matériau en traction sim—
ple est alors schématisé par la courbe unique de la figure 1(b) indépendante de

te et de € (ou, ce qui revient au méme, de & ).

Le phénoméne observé i la figure 1, oii le seuil de plasticité actuel 9y
est effectivement une fonction de e© , correspond au cas du matériau dit éerouis-—
sable ; on précise méme dans certains cas "matériau & &crouissage positif" pour
traduire le fait que le seuil de plasticité est une fonction croissante de et .
La figure 3(a) représente le diagramme relevé dans le cas de 1'expérience
de traction simple effectuée sur une éprouvette d'acier doux ; on constate, com-
me cela est schématisé a la figure 3(b), que le diagramme présente un palier
plastique pour des déformations allant de 10-3 a 1072 (ordres de grandeur). Le
matériau correspondant au schéma de la figure 3(b) est dit €lastique-parfaitement
plastique : ainsi, pour un tel matériau, la contrainte ne peut dépasser la valeur
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g. et, lorsqu'elle atteint la valeur oo, , il y a possibilité d'allongement il-

limité,
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Fig. 3 - Expérience de traction simple pour un matériau parfaitement plastique :
(a) - acier doux, (b) - représentation schématique.

Revenons maintenant 3 1l'expérience de traction simple dans le cas du ma-
tériau écrouissable ; aprés la décharge suivant BC, on sollicite la méme &prou-
vette en compression (fig. 4) : on constate alors que le seuil de plasticité en

compression, initialement &gal 3 - oo , se trouve ramené i la valeur o

B su-

périeure (algébriquement) & = 0o .

Autrement dit, 1l'écrouissage en traction qui correspond & un relévement
du seuil de plasticité en traction s'accompagne d'une diminution (en valeur ab-
solue) du seuil de plasticité en compression. Ce phénoméne est connu sous le nom

d'effet Bauschinger. Nous y reviendrons aux paragraphes suivants (§ 2.2 et 2.3).
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Fig. 4 - Expérience de traction-compres-
sion : effet Bauschinger.
Pour 1l'acier doux, si 1'on effectue une premiére charge en traction jus-

qu'd obtenir une déformation plastique sous contrainte constante égale 3 0. ,

on constate ensuite, aprds décharge de la traction et charge en compression,

que le seuil de plasticité en compression est également ramené 3 une valeur o

B'
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légérement supérieure & - 0, (algébriquement) et que si l'on poursuit la char-

ge avec déformation plastique en compression la contrainte rejoint rapidement un

palier & la valeur - o, (fig. 5(a)) . Ce phénoméne n'est pas pris en compte

dans la schématisation du matériau élastique rarfaitement plastique qui pose que

les valeurs des seuils de plasticité en traction et en compression sont des cons-—
tantes (fig. 5(b)).
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Fig. 5 - Expérience de traction compression :
(a) - acier doux
(b) - matériau parfaitement plastique.

2.2 ~ SOLLICITATION MULTIAXIALE ; DOMAINE D'ELASTICITE

L'expérience monoaxiale que nous avons &voquée ci-dessus ne représente
qu'un cas particulier des sollicitations que peut subir un &lément de milieu
continu tridimensionnel.

D'une fagon générale, sous une sollicitation quelconque caractérisée par
le tenseur des contraintes g , les résultats expérimentaux mettent en &vidence
1l'existence d'un domaine d'élasticité initial, contenant l'origine, et tel
que pour tout trajet de charge de 1'élément de mati&re, partant de 1'état natu-
rel et situé entidrement 3 1'intérieur de ce domaine, les déformations sont &las-—
tiques (c'est-d-dire réversibles).

Ce domaine est défini dans 1l'espace R° des tenseurs contraintes de Cau-
chy g (ou ﬁﬁ en tenant compte des symétries ojj = 0ji » i,ji=1,2,3).
Par rapport 3 la sollicitation multiaxiale, il apparaft comme 1'homologue du
segment [— Go 5 *+ co] tracé sur 1'axe des o 3 la figure 4 ; on peut dire
aussi que le segment [— Go » + oo] représente en quelque sorte la coupe du
domaine d'élasticité initial par la droite "sollicitation en traction-compres-—
sion".

De méme, dans le cas d'une sollicitation plus complexe telle que celle
réalisée dans 1'expérience de traction-compression et torsion de tubes minces

(cf. {5}), ol les seules composantes non nulles du tenseur des contraintes sont
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la contrainte normale Oyx et la cission Ixy variant indépendamment, on ob-
tient un domaine d'élasticité qui est la coupe du domaine défini dans 1'espace
3? par le sous-espace correspondant 3 la sollicitation appliquée soit, dans

' é Y é i = = = =
1'exemple évoqué, le plan d'équations Ozz = Ozx O2y Oyy o .
C'est d'ailleurs en effectuant des expériences de ce type que 1'on peut

. - . : = ¢ ren 6
parvenir 3 déterminer le domaine d'élasticité dans 1'espace R~ .

Dans le cas du matériau écrouissable, le franchissement par le point de
charge g de la frontiére du domaine d'élasticité initial correspond a 1'appa~
rition des déformations permanentes. On définira alors, en chaque point du tra-
jet de charge, le domaine d'élasticité actuel : si, parvenu au point B , on
suit & partir de ce point un trajet de charge intérieur au domaine d'élasticité-
actuel, les déformations entre 1'état courant M et B sont purement &lasti-
ques. o
Le domaine d'élastiqité actuel pour le matériau écrouissable est différent
du domaine initial : celui-ci est en quelque sorte tiré par le point de charge
tout en se déformant, de la méme manidre que le segment [UB' R UB] sur 1'axe
o a la figure 4.

Dans le cas de la sollicitation tridimensionnelle, c'est tout 3 la fois 3
"l'entrainement" et 4 la déformation du domaine d'élasticité, que 1l'on donne le
nom d'€crouissage. Avec cette terminologie, 1'effet Bauschinger ne représente
qu'un aspect particulier du phénoméne d'écrouissage.

La figure 6 représente schématiquement dans le plan les domaines d'élasti-

cité initial et actuel pour un matériau &crouissable.
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,/ Frontiére d'élasticité
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d'élasticite A
initiale
>
o;

Fig. 6 - Domaines d'élasticité initial et actuel pour le
matériau écrouissable.

Pour le matériau parfaitement plastique, le domaine d'@lasticité n'est

pas modifié par 1'apparition des déformations plastiques. On a affaire 3 un do-
maine fize : le point de charge g ne peut sortir de ce domaine ; les déforma-

tions plastiques ne se produisent que si g est sur la frontiére d'élasticité
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et y demeure (fig. 7). Ce schéma est bien 1'homologue de celui de la figure
5(b).

L.
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Fig. 7 - Domaine d'élasticité pour le
matériau parfaitement plastique.

On voit ainsi que la notion de seuils de plasticité initial et actuel ren—
contrée dans le cas de la sollicitation uniaxiale est un cas particulier de la
notion de frontiéres d'élasticité initiale et actuelle correspondant au cas géné-
ral de la sollicitation tridimensionnelle.

Le fait, comme dans le cas de la sollicitation unidimensionnelle, de ne
considérer que le comportement é&lastoplastique pur, c'eét—a-dite excluant tout
effet de viscosité et de vieillissement, a pour conséquence en ce qui concerne
les domaines d'élasticité, que ceux-ci sont indépendants du temps physique et

en particulier de la vitesse de charge & (ou £ ).

2.3 - DETERMINATION EXPERIMENTALE

De nombreux travaux ont &té consacrés d la détermination expérimentale du
domaine d'élasticité d'un matériau et son évolution, en particulier en ce qui
concerne les métaux. On en trouvera une bonne bibliographie dans 1'importante

contribution de H.D. BUI {5}.

2.4 - CRITERES DE PLASTICITE

I1 est d'usage, pour définir le domaine d'8lasticité (initial ou actuel)
d'introduire une fonction scalaire f de g , appelée critére de limite d'élas-

ticité ou critére de plasticeité, et telle que :

f(g) < 0 corresponde & 1l'intérieur du domaine,

f(g) = 3 la frontiére, 2.1
() > a 1'extérieur ().

(*) La fonction f est aussi appelée fonction de charge du matériau, le critére
de plasticité étant alors la condition f =0 .
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La fonction f n'est physiquement définie que sur les temseurs g symé-
triques (tenseurs des contraintes de Cauchy) . Aussi son expression en fonction
des 9 composantes de g , supposées distinctes, est-elle arbitraire. On choisit
de désigner par f 1la forme symétrique en oij et oji . De plus, il sera sou-

vent commode de choisir pour f wune forme ayant les dimensions d'une contrainte.

Dans le cas du matériau &crouissable, afin de suivre 1'évolution du domai-
ne d'&lasticité au fur et 3 mesure de 1'&crouissage de 1'élément de matiére, on
fait interverir dans f , 1'état d'écrouissage du matériau caractérisé par les
paramétres d'écrouissage, que nous représenterons symboliquement dans f par E.

Pour définir le domaine actuel,on remplacera donc dans (2.1), f(o®) par
f(g , E) .

Comme expliqué au § 2.2, le domaine d'élasticité actuel n'est modifié que
lorsque, le point de charge &tant sur sa frontiére, la variation de charge est
dirigée vers 1'extérieur de celle-ci. Il en résulte que les paramétres d'écrouis—
sage E n'évoluent que lorsqu'il y a évolution de la déformation plastique.

En fait, c'est &videmment l'histoire de charge qui définit 1'état d'écrouis-
sage du matériau ; diverses théories ont été construites tendant 3 lui substituer
des paramétres, scalaires d'abord, tensoriels ensuite, en nombre fini, d'exploi-
tation pratique plus commode.

On peut citer, essentiellement pour leur intérét historique :

. la thorie de 1'écrouissage "isotrope' de TAYLOR {6}, dépendant d'un pa-
ramétre scalaire unique ; le domaine d'élasticitd se transforme par homothétie
de centre O au fur et 3 mesure de 1'&crouissage ;

. la théorie de 1'écrouissage "cinématique" de PRAGER {7, 8} oi les fron-—
tidres successives se déduisent de la frontidre initiale par translation dans
1'espace des contraintes. Ces mod&les d'é@crouissage ne rendent pas compte de ré-
sultats expérimentaux tels que ceux rapportés au paragraphe précédent.

On trouvera &galement dans {9} d'autres modéles d'écrouissage rendant compte
de certains résultats expérimentaux.

2.5 ~ CRITERES DE PLASTICITE USUELS

L'expérience a montré que pour la quasi-totalité des matériaux — du moins
ceux constitués d'une seule phase - les domaines d'élasticité initial et actuels
sont convexes. Pour les métaux, cette propriété de convexité peut d'ailleurs se
démontrer & partir de la connaissance des mécanismes microscopiques qui, a 1'é-
chelle de la maille cristalline, correspondent & la déformation plastique.

Puisque le domaine d'élasticité est convexe, cela implique que 1l'on peut
choisir pour le représenter une fonction de charge f (ou critére), fonction

convexe de g (*).

(*) Rappelons que f est convexe de g si et seulement si

tagh + - n 2] M@ + (0 - N £(gD). Vie (0,1 , Vgl , Vg2,
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D'autre part, les domaines d'élasticité et donc aussi les critéres de li-
mite d'é€lasticité satisfont au principe de respect des symétries de la matiére.
Cela signifie que :

Si g et g' sont deux tenseurs contraintes déduits 1'un de 1'autre par
une transformation appartenant au groupe des symétries de la matidre dans son
état actuel, les positions de g et g' par rapport au domaine d'élasticité
actuel sont indiscernables ; autrement dit, le domaine d'élasticité actuel est
invariant dans toute transformation appartenant au groupe des symétries de la
matiére dans son état actuel ; de méme pour le critére f .

Ainsi pour le matériau isotrope dans son &tat initial et dont on suppose
1'isotropie conservée par la déformation élastique, le critére de limite d'élas-

ticité initiale est une fonction isotrope de g : c'est-d-dire que f n'est

fonction que des invariants principaux de g , ou encore, de fagon &quivalente,
que f est une fonction symétrique des contraintes principales (*).

Si 1'isotropie est conservée au cours de I'&crouissage, le critére actuel
est lui aussi une fonction symétrique des contraintes principales.

Le domaine d'élasticité du matériau isotrope peut &tre représenté dans
1'espace Jﬁ des contraintes principales oli il admet les 3 plans bissecteurs
des axes comme plan de symétrie et donc l'axe (1,1,]) comme axe de symétrie ter-
naire.

Nous présenterons dans la suite quelques critéres couramment utilisés pour

les matériaux isotropes.

Critére de Tresca

Introduit par H. TRESCA en 1868 a la suite d'expériences sur le plomb, il

s'écrit :

£(9) = sup[o; - o5 = % | i,3=1,2,3] (2.2)

oi les o; sont les contraintes principales.

0o apparalt comme la limite d'élasticité en traction simple. La limite
en compression simple est - 0o , et celle en cission simple 0o/2 .
Ce critére est aussi appelé crit&re de cission maximale, ce qui se justi-

fie aisément si 1'on se reporte & la représentation du tenseur des contraintes

par les cercles de Mohr (fig. 11).

(%) On prendra garde au fait que, méme pour des critéres trés simples (critére
de Tresca par exemple), 1'expression de f en fonction des invariants
principaux de ¢ n'est pas nécessairement finie.
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Dans 1'espace R {o; , 0y , 03} , le domaine d'élasticité du matériau est

un prisme hexagonal régulier d'axe (1,1,1) (fig. 8).

1

Fig. 8 - Critére de Tresca : domaine d'élasticité
dans l'espace des contraintes principales.

Pour un matériau &crouissable, on écrira f(g ,E) sous la forme (2.2),
0o &tant alors une fonction de 1'état d'écrouissage FE soit 0.(E) . On ne peut

donc rendre compte que de 1l'Ecrouissage "isotrope'.

Critére de von Mises

Comme le crité@re de Tresca, il s'agit d'un critére valable pour les maté-
riaux isotropes. Il satisfait comme le précédent 3 la propriété observée expéri-
mentalement selon laquelle la composante sphérique du tenseur des contraintes
n'intervient pas dans le comportement plastique des matériaux ductiles (dans la

gamme des sollicitations courantes). La fonction de charge est invariante par

addition au tenseur des contraintes g d'un tenseur sphérique quelconque.
Définissant g , déviateur de g , par :
s=g -Lrg . 1, (2.3
£=g 3 [P <+

f , fonction des invariants de g , s'écrit de fagon équivalente comme une fonc-—

tion de I; = trg et des invariants de §
Jy =tr g =85 =0
Jy = ! tr(s?) = L s.. § v 2.4
2= g trig 7 %13 %ji -4)
1 3y _ |
Jy=gere) = 3855 85 5y

L'indépendance vis-3-vis de la partie sphérique de g implique que I

1

n'intervient pas et que f n'est fonction que de J2 et J3

Le critére de von Mises correspond & la forme rationnelle la plus simple

N
f(o) = J22 -k . o (@2.5)
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k apparait comme la limite d'élasticité en cission simple. La limite en
traction simple est égale a k/3 (celle en compression simple & - kY3 ).

Ce critére est parfois appelé critére de la cission octaédrale maximale ;
on en donne aussi une interprétation énergétique.

Dans 1'espace 3{3 des contraintes principales {c] > 9y s 03} , le domai-

ne d'élasticité du matériau est un cylindre circulaire droit, d'axe (1,1,1), et
de rayon kv2 (fig. 9).

g

Fig. 9 - Critére de von Mises : domaine d'élasticits
dans l'espace des contraintes principales.

De méme que dans le cas du critére de Tresca, pour un matériau écrouissa-
ble on &crira f(g , E) sous la forme (2.5), k &tant alors une fonction de
1'8tat d'écrouissage E soit k(E) . Il s'agit encore nécessairement d'un
écrouissage ‘isotrope.

Les résultats d'expériences effectuées sur les métaux, tels que ceux rap-
portés par BUI {5} en "traction-compression, torsion" semblent indiquer que le
critére de plasticité initial pour ces matériaux serait plus proche du critére
de von Mises que du critére de Tresca (en particulier le rapport des limites en
traction pure et en cission pure est plus proche de V3 que de 2).

Ces deux critéres, indépendants de la partie sphérique du tenseur des con-
traintes, et qui ne font intervenir qu'une grandeur scalaire caractéristique du
matériau ( 0o et k respectivement) sont aussi appelés "critéres de cission
effective".

D'autres formes de critéres de ce type ont été proposées tel que celui

proposé par DRUCKER {10} pour rendre compte des expériences d'0SGoop {11}.

Critéres de type courbe intrinséque

Le critére de Tresca présente la propriété qu'il ne fait intervenir que

les contraintes principales extrémes soient op et oryr
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Une généralisation de ce critére a été proposée par MOHR et par CAQUOT,

dans laquelle la différence (oI - OIII) est comparée, non plus 3 une constante,

mais 3 une fonction de opto

tie sphérique de ¢ , appelée aussi contrainte moyenne). On a alors

f(@ = o = oppy - 8lop *+ oppp)

ol les contraintes principales sont ordonnées suivant

oy 2 911 2 O (tractions positives).

1 ° (I1 y a donc dépendance vis-a-vis de la par-

(2.6)

(2.7)

On remarque que la condition d'état limite, f(g) = O , exprime une relation
q ] <

entre le rayon‘(cI - GIII)/Z:'du cercle de Mohr et 1'abscisse de son centre

(oI + UIII)/Z : les cercles de Mohf‘limites ont donc une enveloppe.

Pour cette raison, te type de critére est en général présenté par la donnée

graphique de 1'enveloppe (supﬁosée'donc réelle) des cercles de Mohr limites :

c'est la courbe intrinséque (fig. 10¥, d'équation [t]| = h(o) .

av

Fig. 10 - Courbe intrinséque.

Pour le critére de Tresca, la courbe intrinséque se compose de deux droi-

tes paralléles & 1'axe o (figure 11).

N ©

Fig. 11 - Courbe intrinséque pour le critére de Tresca.

Le critére de Coulomb, souvent adopté pour les sols, est un critdre de ce

type, dans lequel la courbe intrins&que se compose de deux droites inclinées i

l'angle ¢ sur l'axe o et d'ordonnée 3 1'origine C (fig. 12). ¢

angle de frottement interme du matériau et C
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f() = 9 = Oyp + (0I + OIII) sin ¢ = 2 C cos ¢ . (2.8)

A-c’

2
”,—”'

o

Fig. 12 - Courbe intrins&que pour le critére de Coulomb.

Un matériau est dit pulvérulent si ¢ # 0 et C =0 . Il est purement
cohérent si ¢ =0 et C# 0 (le critére est alors celui de Tresca).

Le domaine d'@lasticité dans 1'espace des contraintes principales pour le
critére de Coulomb est une pyramide hexagonale non réguliére ayant évidemment
les symétries indiquées au début du présent paragraphe dues i 1'isotropie du ma-

tériau. (La grandeur H = C cotg ¢ est aussi appelée "pression de cohésion").

DRUCKER et PRAGER {12} ont proposé d'utiliser pour les sols un critére ap-
parent& au critére de von Mises de la méme manidre que le critére de Coulomb est
apparenté au critére de Tresca : le domaine d'élasticité est un cdne de révolu-
tion d'axe (1,1,1) et de sommet (H,H,H) ce qui se révéle avantageux pour cer—

tains calculs.

2.6 — MATERTAUX ANISOTROPES

Les critéres présentés au paragraphe précédeﬂt concernent les matériaux
isotropes, ce qui conduit 3 d'importantes simplifications d'écriture, comme on
1'a signalé.

HILL {13}, pour rendre compte de l'anisotropie de certains métaux aprés um
processus de formage, a proposé un critére indépendant de la contrainte moyenne,

‘et qui se réduit au critére de von Mises dans le cas de 1'isotropie. Le matériau
est supposé orthotrope (3 plans de symétrie matérielle orthogonaux entre eux) et

le critére, écrit dans les axes d'orthotropie, se met sous la forme :

1 2 2 2
HY =5 [F(oyy - czz) +G(o,, —o )"+ H(o - Uyy) ]

2 2 2 1 2.9

+ Lo + Mo + Nao -3
yz zXx Xy

ol les paramétres F , G , H , L , M, N (qui ont la dimension inverse du carré
d'une pression) s'expriment en fonction des limites en traction et en cission

respectivement, selon les directions principales d'orthotropie.
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Dans le cas du matériau 3 isotropie transverse, le critére (2.9) ne fait
‘plus intervenir que trois paramétres indépendants.

D'autres critéres ont été proposés pour les matériaux orthotropes ou trans-
versalement isotropes, notamment pour les sols. On pourra se reporter par exem—
ple a {14 - 18}.

I1 convient enfin de signaler que 1'écriture rigoureuse du critére de plas-
ticité pour les matériaux anisotropes pose quelques problémes. En effet, alors
que dans le cas du matériau isotrope l'écriture du critére en fonction du ten-
seur des contraintes de Cauchy g respecte bien le principe d'objectivité, il
n'en est plus de méme dans le cas du matériau aniéotrope {19},

Il est 3 remarquer toutefois que, malgré cette difficulté, les études théo-
riques de problémes pratiques faites par HILL en utilisant le critére de plasti-
cité d'expression (2.9) ont permis de rendre compte de constatations expérimen-

tales auparavant inexpliquées.

3. Régle d'écoulement

3.1 — LA NOTION DE REGLE D'ECOULEMENT

_ La définition du comportement plastique se compose schématiquement de la
réponse i deux questions : ) ) o
QUAND ? (y a-t-il déformation plastique). C'est la notion de seuils, de .
domaines, de critéres, objet du précédent paragraphe :

COMMENT ? (s'effectue la déformation plastique). C'est 1a régle d'écoule-
ment plastique.

3.2 = LE CAS DE LA SOLLICITATION UNIAXIALE

Reprenons le cas de 1'expérience de traction simple pour le matériau
éerouissable représenté 3 la figure 1. .

I1 est clair que d&s que le seuil de plasticité initial a &té franchi, au
cours de l'histoire de charge du matériau, 1'apparition des déformations perma-
nentes fait qu'il n'y a plus, comme en élasticité, correspondance biunivoque en-
tre o et € : la donnée de o ne suffit plus 3 définir e (et vice versa) .

Par contre, connaissant .0 et le trajet de charge suivi pour atteindre
cette valeur, c'est-3-dire connaissant les valeurs de o et ¢ , la donnée d'une
variation de charge do suffit 3 définir la variation de déformation correspon-
dante de .

On dit que 1'on a affaire & une loi de comportement de type incrémentale.

Suivant 1'état (o , trajet de charge), c'est-i-dire le point (o , €) ol
1'on se trouve, et suivant le signe de do (charge ou décharge), 1l'expression
de de sera différente : c'est par 13 que se manifeste 1'irréversibilité du

comportement.
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On a donc, dans le schéma de comportement &lastoplastique, les circons-
tances suivantes (fig. 13) :

. 0 est inférieur au seuil de plasticité actuel : la variation de défor-

mation est alors réversible donc purement &lastique

de = de€ quel que soit le signe de do 3.1

(c'est le cas des points | et 3 sur la figure 13).

. 0 est &gal au seuil de plasticité actuel (point 2 sur la figure 13) et
do  est négatif, correspondant 3 une décharge : la variation de déformation est
réversible donc purement élastique (une charge - do effectue aprds la décharge

do raméne la déformation 3 sa valeur antérieure) :

de = de€ si do <0 . (3.2)

. 0 est égal au seuil de plasticité actuel (point 2 sur la figure 13) et
do est positif, correspondant i une charge ; la variation de déformation est
alors décomposée comme la somme d'une partie réversible et d'une paftie irréver—
sible :

la partie réversible est la partie Elastique que l'on récupére en effec-
tuant aprés la charge do , la décharge - do

la partie irréversible est le complément pour obtenir la variation de
déformation totale :

+de” si do>0. (3.3

o \ de = de€ + deP

de = de®

My

Fig. 13 - Expérience en sollicitation uniaxiale
pour le matériau &crouissable :
irréversibilité du comportement.

Le module d'élasticité E est défini dans chaque état (¢ , €) par :

E=do / de® . (3.4)

Dans les expériences effectufes sur les métaux, il apparait comme indépen-

dant de o et de € .
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Dans le cas ol le point de charge est au seuil de plasticité actuel, on

définit le "module tangent" par la relation :

Et = do / de do > 0 , (3.5)

le module d'@crouissage du matériau étant :

M = do / de? do >0 . (3.6)

On a alors la relation évidente :

L "
E
t

|-
-

Et » E et M sont des grandeurs ayant la dimension d'une pression.

Le module d'écrouissage M est positif pour le matériau écrouissable clas~
sique, correspondant au diagramme de la figure 13 : le matériau 2 €crouissage
négatif correspond au cas ol la courbe de charge, aprés avoir crd jusqu'd un

maximum, décroft : Et et M sont alors négatifs.

Pour le matériau parfaitement plastique, les résultats de 1'expérience en
sollicitation uniaxiale se représentent comme indiqué i la figure 14 :
. 81 o est inférieur au seuil de plasticité o, (points ! et 3 sur la
figure 14) :

la variation de déformation est purement &lastique
de = de€ Vdo

. 81 o est &gal au seuil de plasticité o, (point 2 sur la figure 14) :

et si do < 0 , correspondant 3 une décharge :

la variation de déformation est purement élastique

de = de€ si do < O .
T/ p
de = de

,

G-
1 \d—de
3>/ £ = de
0 €

Fig. 14 - Expérience en sollicitation uniaxiale
pour le matériau parfaitement plastique :
irréversibilité du ccmwporterent.
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. 81 o est égal au seuil de plasticité oo (point 2 sur la figure 14) -
et si do =0 :

la variation de déformation est alors entiérement irréversible

€ = dep,a o . (3.7)

3.3 ~ CAS DE LA SOLLICITATION MULTIAXIALE POUR LE MATERIAU ECROUISSABLE

Dans le cas général de la sollicitation multiaxiale, le probl&me se pose
de la méme fagon qu'au paragraphe précédent, mais on a désormais affaire au
point de charge représentant le tenseur g dans 1'espace J{Gv, et on doit se
référer au domgine d'€lasticité actuel et 3 sa frontidre (fig. 15).

Connaissant g et 1'état d'écrouissage caractérisé par £ on a :

- Si g est intérieur au domaine d'élasticité actuel (point ! sur la

figure 15), c'est-i-dire, avec les notations du § 2.4,
si f(g ,E) <O
alors la variation de déformation est purement &lastique :

dg = @€ , (3.8a)

ou encore en passant aux vitesses de déformation :

=g°. (3.8b)

(=%

. Si g est 3 la fronti&re du domaine d'élasticité actuel (point 2 sur la
figure 15), on est conduit pour pouvoir décrire le comportement, 3 définir les
notions de charge et de décharge.

Nous ne considérerons dans la suite de ce paragraphe que le cas du maté-

riau &crouissable classique, c'est-3a-dire i &crouissage positif.

Pour celui-ci il y a charge lorsque, le point de charge g se trouvant i
la frontiére du domaine d'élasticité actuel, on donne une variation dg dirigée
vers 1'extérieur de ce domaine ; le domaine &tant défini par une fonction de
charge comme indiqué au § 2.4, cela signifie que :

il y a charge si :

f(g ,E) =0
3.
tr[—:—&(g,l‘?).dg]>0 (3.9)
il -y a décharge si :
f(g ,E) =0
(3.10)

tr [g—;(g,E’) .dg] <0
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Suivant MANDEL {19}, on conviendra de poser :

af = tr [% g, . dg] . (3.11)

C'est donc le signe de dE,f qui distingue la charge et la décharge.

On peut alors poursuivre la description du comportement élastoplastique :

- 8i g est @ la frontiére du domaine d'élasticité actuel (point 2 de la
figure 15), et s'il y a décharge : la variation de déformation est purement élas~
tique.

En désignant par A le tenseur des complaisances &lastiques, on a :

dg = dg® = A .dg %) (3.12a)

ou

-

d=d° é,. (3.12b)

. 8i g est 3 la frontiére du domaine d'élasticité actuel (point 2 de la
figure 15) et s'il y a charge : la variation de déformation est décomposée comme
la somme d'une partie réversible et d'uwne partie irréversible ;5 la partie réver-
sible est la partie &lastique, ré&cupérée par décharge de - dg , soit df: =
é dg , la partie irréversible est le complément nécessaire pour obtenir la varia-

tion de déformation totale. Soit :

dg = dg° + deP = A dg + deP (3.13a)
ou
d=&+LF-ng+d. (3.13b)
De plus, dans (3.13) :
si d N~ 0
Ef (3.18)
alors dg? ~ 0 .

Le probléme de la régle d'écoulement consiste 3 exprimer, dans (3.13),
d;p ou gp en fonction de g , de 1'état d'écrouissage E , et de la variation

de contrainte dg .

Comme on y a insisté au § 1, le modéle de comportement plastique pur qui
nous occupe ici exclut tout effet de vieillissement et de viscosité et me fait
donc pas intervenir le temps physique. L'invariance par translation et par homo~
thétie positive effectuées sur la variable temps implique alors que damns (3.13)

d;p est nécessairement de la forme :

P =2 (@, B . d (3.15)

* =
(€&)) deij Aijhk dchk .
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ne faisant pas intervemir § et t . (Ceci correspond géométriquement, dans le

cas de la sollicitation uniaxiale, au fait que (3.13) représente l'équation de la

tangente 3 la courbe de charge qui ne dépend ni de & ni de ¢t ) .

2 p G0 “charge"

9N

Fig. 15 - Sollicitation multiaxiale : notions de
charge et décharge pour le matériau écrouissable.

De plus, la condition (3.15) impose alors que chacune des formes linfaires

deP, =

ij = Aignk(e o B dog

hk
est dépendante de la forme linéaire
of

df =2 (g, E) do
E Bohk hk

On en déduit le résultat remarquable ?

dans (3.13) dgP est nécessairerment de la forme :

del =

i
~~
iQ

Ls BE) L dgf (3.16a)
ou

(¢,B) . £, (3.16b)

Y
]
=

Ainsi la variation de contrainte dg n'intervient dans deP que par 1'in-

termédiaire du scalaire dEf.

Cela implique que les directions principales de dgP ne dépendent pas de

dg , résultat vérifié expérimentalement.
Dans le cas du matériau isotrope dans 1'état actuel, H é&tant une fonc-

tion isotrope de g a mémes directions principales que celui-ci : dg? et g
ont donc mémes directions principales.

Remarques

On a implicitement supposé dans tout ce qui précéde que,a g et E don-

nés, il y a unicité de degP en fonction de dg .



I1 peut se faire - c'est en particulier le cas pour le matériau de Tresca -
que dans certains &tats (g , E), il n'y ait pas unicité. Dans ce cas on doit
remplacer, dans les expressions de d=p » H(g , E) par un ensemble ; on écrira

ainsi :

aeP € D(g , B) . d,f (3.17a)

ou

Feng,n . £ . (3.17)

Pour le matériau isotrope, les considérations d'invariance devront alors
porter sur l'ensemble D(g , E) .

Les formules (3.9) & (3.17) ci-dessus font intervenir la variation du tem—
seur g , ou la dérivée par rapport au temps de ce méme tenseur. En toute rigueur
il y aurait lieu, dans ces formules, de prendre pour ces gramdeurs des défimi-
tions objectives (dérivées de Truesdell par exemple, cf. {19}) : nous laisseromns
cette difficulté de c3té dans toute la suite.

3.4 - MATERTAU PARFAITEMENT PLASTIQUE

Si 1'on a affaire & un matériau parfaitement plastique les raisonnements
faits ci-dessus ne peuvent plus &tre menés et la régle d'écoulement demeure en
partie indéterminée de fagon analogue i la formule (3.7).

On se référe alors au domaine d'élasticité du matériau et 3 sa frontiére :

. Si

Ia

est intérieur au domaine d'élasticité (point 1 sur la figure 16),
c'est-3-dire :
si f(g) <0

alors la variation de déformation est purement &lastique :

de = de® =

=

. dg. (3.18)

. Si

Q

g est sur la frontiére d'élasticité du matériau (point 2 sur la fi-
gure 16) et s'il y a décharge, c'est-i-dire :

si f(g) = 0
(3.19)
9f
et tr(a—c.dg) =df <0,

alors la variation de déformation est purement &lastique :
e
dg = dg. = A . dg .

. 8i g est sur la frontiére d'élasticité du matériau et si 1'on procéde

4 une variation de charge neutre, c'est-i-dire :
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si f(g) =0

. of (3.20)
et tr[E; . ég] = df =0

alors la variation de déformation est décomposée en la somme d'une partie réver—
stble et d'une partie irrdversitle ; la partie réversible est la partie &lastique

récupérée par variation de charge neutre égale 3 -~ dg , soit q;e = 4. dg , la

partie irréversible est le complément nécessaire pour obtenir la variation totale
d; :

dg + def . (3.21)

dg =

[[=

Dans la régle d'écoulement exprimant ng en fonction de g et dg ,
l'amplitude de la.variation de déformation plastique reste arbitraire comme dans
le cas de la sollicitation uniaxiale (§ 2.2). »

Ceci correspond formellement au fait que dans la formule (3.16), en 1'ab-

sence d'écrouissage, dEf et fE sont nuls tandis que H(g , E) devient infini.

dg? est ainsi une fonction tensorielle de g , qui reste indéterminée par un sca-

laire d), de la forme p
: d = di .

=

(9., (3.22)
oi dA est un scalaire arbitraire.

De plus, s'agissant du matériau non écrouissable, le second principe de la
p .

thermodynamique implique que la dissipation doit &tre non négative soit :

g-af >0 . (3.23)

I1 en résulte que le scalaire d) n'est arbitraire qu'a un facteur posi-

tif prés. On écrira ainsi :

(3.24)

do variation neutre"

"décharge"

g

Ay

Fig. 16 - Sollicitation multiaxiale pour le
matériau parfaitement plastique.
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Comme au § 3.3, dans le cas ol il n'y a pas unicité de la direction de

dezp en fonction de dg & g donné, on remplacera H(g) par un ensemble et on

écrira :

aP e ar . D(@ , d >0

ot . . (3.25)
dPei.ng ,r20.
4. Le principe du travail plastique maximal
4.1 ~ ENONCE

La définition du comportement plastique d'un matériau est souvent complé-
tée en faisant 1'hypothése que le principe du travail plastique maximal, énomncé
par HILL {13}, est vérifié.

Nous 1'énoncerons sous la forme suivante :

Soit, pour un &€lément, un tenseur contrainte g non extérieur au domaine
d'élasticité actuel : £(g , E) &0 ;
Soit d;sp un accroissement de déformation plastique correspondant & dg

effectué & partir de cet état ;

Soit g¥ un autre temseur contrainte non extérieur au domaine d'élastici-
té actuel : f(gﬁ s E) &0 ;
Alors on a :

tr [(@-¢d . €] 20 v (4.1a)

ou encore, en passant 3 la vitesse de déformation :

er [@-¢ .gf) >0 (4.1b)

4.2 - CONSEQUENCES POUR LE CRITERE ET POUR LA REGLE D'ECOULEMENT

. Supposons d'abord g intérieur au domaine d'&lasticité actuel :

f(g , E) <0 ; il résulte alors immédiatement de (4.1) que dgP et ip sont
nuls : dgP =0 . '

La variation de déformation plastique est nulle, ce qui est bien en accord

avec la définition méme du domaine d'@lasticité actuel et le § 3.3.

. Supposons maintenant g & la frontiére du domaine d'élasticité actuel :
f(g ,E) =03
I1 résulte alors de (4.1) que :

dgP , comme dP , est mormal extérieur en g au domaine d'élasticité ac-

tuel, qui doit &tre d'un méme c6té de son plan tangent en ce point ;

g étant un point quelconque de la frontiére, ceci implique la convexité
du domaine d'élasticité actuel.
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Ces résultats se représentent géométriquement en identifiant les deux espa-
ces duals {g} et {d} de fagonm i ce que le produit scalaire euclidien corres-—
ponde au produit tr(g.d) (fig. 17).

Fig. 17 ~ Principe du travail plastique
maximal (représentation géométrique
schématique 3 deux dimensions).

I1 y a équivalence entre le principe du travail plastique maximal et les
résultats de "CONVEXITE" et de "NORMALITE" &noncés ci-dessus.

On voit ainsi que le priancipe du travail plastique maximal, outre qu'il
impose la convexité du domaine d'élasticité, permet de préciser la ré&gle d'écou-
lement. Compte tenu des conditions imposées lors du choix de la fonction de char-

ge f (cf. § 2.4), on peut écrire

. En un point régulier de la frontiére d'élasticité

pour le.matériau éerouissable :

1 . of .
H(g ,E) =m E(g_ »E)

avec M(g ,E) , module d'écrouissage > 0 ;

ou encore

P _ 1 . of
d Mg .7 -fE-'gi(g,E) (4.2)

pour le matériau parfaitement plastique :

B =5 ©

et

.af .
gp=xa—c(g,x;o. (4.3)
- En un point singulier de la frontidre d'&lasticité : le principe du tra-
vail maximal implique que g? doit €tre dirigé suivant wie normale extérieure
au domaine au point de charge ; on introduit le sous-différentiel 3.f de f

par rapport & ¢ , qui en un point régulier se réduit au gradient de f .
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Le sous-différentiel aEf(g=, E) de f par rapport 3 g au point (g, E),
est, par définition, l'ensemble des &léments y de l'espace dual de {0} tels
que :

er [g.(@-M] 2@ - £ V&

Alors on écrira :

pour le matériau écrouissable :

1
D(g , E) aM_(g,—E’) . aEf(g , E)

et
p_ 1 ”
R R L 4.4)

pour le matériau parfaitement plastique :

D(g) = 2f(g)
et

Pe il , Axo0. (4.5)

Les formules (4.2) 3 (4.5) expliquent le nom de potentiel plastique donné

a f dans 1'hypothse du principe du travail plastique maximal.

4.3 ~ DISSIPATION PLASTIQUE

La dissipation plastique par unité de volume est, par définition, le sca-
laire :

D=tr[g.d], (4.6)

-~

ol QP désigne une vitesse de déformation plastique produite dans 1'état (g, E)
par un taux de contrainte § .

D est ainsi une fonction de g et g? .

Dans 1'hypothése du principe du travail plastique maximal, on peut énoncer
le résultat suivant :

La dissipation plastique n'est une fonction que de E et de gf qui s'ex—~
prime par :

D(E, & =Max § tr(g¥. & | o¥: £(g¥, B) <0 b (4.7)
a

Ce résultat est une conséquence immédiate de la formule (4.1b) exprimant
le principe du travail plastique maximal.

Dans le cas du mat@riau parfaitement plastique, la dépendance en E dis-

parait et le résultat s'écrit :

0(d”) = Max | ex(g™. d") | ¢¥: 5P <0 | . (4.8)
%

Il
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4.4 ~ MATERIAUX DE VON MISES ET DE TRESCA

Le matériau de von Mises est défini comme le matériau dont le critére de
plasticité est celui de von Mises (formule (2.5)), et obéissant au principe du
travail plastique maximal ; 1la régle d'écoulement est dite associde au critére
(par la régle de normalité).

On a alors pour la vitesse de déformation plastique :

1 tr(s . &)

Mg . 2) 4K

&=

2 (4.9)

. 1 .
si 3 trg = kZ(E) et tr(s . §8) >0 ;

af = 0 sinon.

En reportant cette expression de QP dans la formule (3.13b) et en y rem
plagant A . g par 1'expression classique de la loi de comportement du matériau

€lastique linéaire isotrope, on obtient les relations dites de Prandtl et Reuss.

La dissipation plastique pour le matériau de von Mises écrouissable est

0z, & =x@®\2er [@?] (4.10)

pour le matériau parfaitement plastique :

QP = ii N i >0

si % tr ;} = k2 et tr(g . é) =0 (4.11)
g? =0 sinon.
0@ =k V2rer [ (@?] 4.12)

La définition du matériau de Tresca est 1'homologue de celle du matériau
de von Mises, i partir du crit@re (2.2). Celui-ci présente des singularités et
l'on doit distinguer plusieurs régimes d'&coulement plastique suivant la situa-
tion du point de charge sur la frontiédre d'élasticité.

Le régime de face : il se produit en les points réguliers de la frontiére.

Soit par exemple la face :

ol les o, désignent les contraintes principales.
Le tenseur dP s'exprime commodément dans son repére principal identique

d celui de ¢
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pour le matériau écrouissable :

1

&, =0
&P, = —1
3 Mg, E)

si o) > 9y > 035 0, =0y = oo (&) , &l

1" We, By 1

«

pour le matériau parfaitement plastique :

si 0, >0,>0,, 0 - O3 = 0o 5 0 = 0y

(4.13)

(4.14)

Le régime d'aréte : il se produit aux points singuliers de la frontiére

(cf. fig. 8). Soit par exemple g vérifiant

Le repére principal de g? " doit &tre principal pour g et :

pour le matériau écroutssable :

P % M
% #@ , B Swe (9

aP 8

3T WG, B (079 |
a+8=-1,aB20

si o > Oy =05, 0y = 0y = 0o, Sup (o] -

1

1 N .
)= e, B Sup (0l - ci) !

pour le matériau parfaitement plastique :

1 +
P, = -
F,--
Ay uz0
si oy >0, = 93 » o - 03 = 0o , Sup 3 (&l - éi
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i=2,3} =0.

(4.15)

(4.16)



g? est nul hors des cas ci-dessus et de ceux déduits par permutation sur
les indices.

La dissipation plastique pour le matériau de Tresca écrouissable est
1
oE, &) = 5 00 (D) (Idpll + |dp2| + ldp3|) . (4.17)

pour le matériau parfaitement plastique :

D@y = g o ([P ]+ [ ]+ [dP]) (4.18)

On remarque que pour le matériau de von Mises comme pour le matériau de

Tresca, la régle d'écoulement plastique conduit 3 la propriété :

erd? =0, (4.19)

c'est-i~dire que la déformation plastique s'effectue sans variation de volume.
Cette propriété est générale pour toute régle d'écoulement associée (par la
régle de normalité) 3 un crit@re de plasticité indépendant de la contrainte

moyenne ; on a en effet alors :

tr(%g.. dg) = 0 pour tout dg de la forme dg = dXx .

1

(defk) , d'bﬁ tr %§ =0 (de méme dans le cas d'un point singulier).

4.5 - DISCONTINUITE DE VITESSE

Dans le cas du matériau parfaitement plastique, 1'expérience montre que
1'on rencontre, lors de la déformation plastique de blocs de matiére, comme dans
les problémes de mise en forme des métaux par exemple, des zones d'épaisseur
trés faible ol s'effectue une forte variation de vitesse ; ces zones peuvent mé-
me 3 la limite s'interpréter comme des surfaces de discontinuité de vitesse.

Cette constatation est en accord avec le fait que la régle d'écoulement
du matériau parfaitement plastique ne définit g? qu'd un facteur positif arbi-
traire prés, X (formules 3.24 ou 3.25, 4.3 ou 4.5).

Le cas de la discontinuité de vitesse 3 la traversée d'une surface §
peut alors mathématiquement &tre pris en compte en interprétant QF et A res-
pectivement comme un tenseur et un scalaire positif finis multipliés par la me-
sure de Dirac GS de la surface § , conservant ainsi & 1'expression tr(g . dP)
la signification de puissance de déformation par unité de volume de matiére.

La régle d'écoulement se traduit alors par des conditions portant sur la

discontinuité de vitesse.
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Nous considérerons dans la suite le cas des matériaux de von Mises et de
Tresca présentés ci~dessus (§ 4.4) : les régles d'écoulement concernant la dis~

continuité de vitesse V s'obtiennent par "passage & la limite" i partir des
formules (4.11) et (4.14).

Pour le matériau de von Mises :
1°) I1 ne peut y avoir discontinuité de vitesse que si une contrainte prin—

cipale, soit 0y » est égale 3 la demi somme des deux autres :
g, = (c] + 03)/2 H

2°) La discontinuité de vitesse est dirigée suivant 1'une ou 1'autre des

bissectrices des directions principales o, et ¢ H

3
3°) La discontinuité de vitesse est tangente 3 la surface de discontinuité

qui est donc une surface de glissement ;

4°) Ordonnant les contraintes principales selon g, > 05, désignant par
o 1la bissectrice de 1'angle (31 , 33) = 1/2 , et définissant 8 par
(3, §)==g, on a : la discontinuité de vitesse selon « (resp. E) est dirigée
suivant o (resp. E) lorsque l'on franchit a (resp. §) dans le sens de

E (resp. ;).

5°) La dissipation plastique par &lément de surface de discontinuité est :

P(W =k . [v] . (4.20)

=|

=l

G,

Fig. 18 - Matériau de von Mises :
surfaces des discontinuités de vitesse.

Pour le matériau de Tresca

1°) Les contraintes principales étant ordonnées selon o )-02‘;.03 , la
discontinuité de vitesse est dirigée selon 1'une ou 1'autre des bissectrices des

directions principales o, et oy 3
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° . P . - . .
2%) La discontinuité de vitesse est tangente a4 la surface de discontinuité

qui est donc une surface de glissement ;

- » g - -
3°) Désignant par o« la bissectrice de 1l'angle (3] , 33) = 7/2 , définis-

> -> >
sant B par (a , B) = n/2 , on a : la discontinuité de vitesse selon & est

. . - . e ->
dirigée suivant o lorsque l'on franchit o dans le sens de E (resp. £ . g).

-] . . . - ra 3 . » . -
4°) La dissipation plastique par &7ément de surface de discontinuité est

0w =o0. V] /2. (4.21)

4.6 - VALIDITE DU PRINCIPE DU TRAVAIL PLASTIQUE MAXIMAL

Le principe du travail plastique maximal est en général admis pour les mé-
taux (et autres matériaux dont le critdre de plasticité est indépendant de la
contrainte moyenne). En particulier la conclusion indiquée ci-dessus (formule
4.18), correspond bien aux constatations expérimentales.

De plus, en ce qui concerne les métaux, il est méme possible de démontrer
la validit& de ce principe au niveau macroscopique qui nous intéresse ici, a
partir d'hypothéses faites sur les mécanismes correspondant 3 la déformation
plastique & 1'échelle cristalline (loi de Schmid) {19}. (En ce qui concerne 1'as-
pect microscopique de la déformation plastique pour les métaux et en particulier
les liens avec la théorie des dislocations, nous renvoyons le lecteur par exem-
ple a {201).

Pour les milieux dont le critére de plasticité dépend de la contrainte
moyenne, le principe du travail plastique maximal n'est en général pas considéré
comme valable. Ainsi dans le cas du critére de Coulomb, utilisé pour les sols, le
principe conduirait & une dilatation volumique dans la déformation plastique jugée
trop importante par comparaison avec les résultats expérimentaux. Diverses régles
d'écoulement plastique , non associées, ont &té proposées pour les sols : par
exemple, suivant {21}, on peut adopter pour un sol de Coulomb la régle d'écoule-
ment du matériau de Tresca dans les mémes axes principaux et le méme rangement des

contraintes principales. Nous renvoyons & {22} pour des indications complémentai-

res sur le sujet.

5. Milieux continus généralisés
5.1 - DEFINITION ET GENERALITES

Dans la résolution de nombreux problémes de 1l'ingénieur, on fait appel a
la notion de milieux continus généralisés, tels que les poutres ou les plaques.
On a alors affaire 34 des milieux unidimensionnels ou bidimensionnels pour les-
quels la puissance de déformation par élément dl ou dS est définie comme le
produit des contraintes généralisées I par les vitesses de déformation généra-

lisées D , soit : £ . D .
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Ainsi pour la poutre en flexion pure, la contrainte généralisée est le mo-
ment fléchissant M et la vitesse de déformation généralisée est la vitesse de
courbure de la fibre moyenne x , d'oii la puissance de déformation pour 1'élément

de poutre dl :

I.Ddl =M. xdl ; 5.1

en flexion et traction :
I=(M,N ol N estl'effort normal,
D= (x, é) oi € est la vitesse d'extension de la fibre moyenne ,
I.D.dl=(M.x+N.ed. (5.2)
Pour la plaque en flexion dans le modéle de Kirchhoff, la contrainte géné-

ralisée est le tenseur M des moments de flexion et la vitesse de déformation

.
généralisée est le tenseur ¥ des vitesses de courbure de composantes :

9
. __ 3w
Xxx h z .

X
- 3%
Xy T Xyx 3%y (5.3)
Xy ay?

o w désigne la fl&che du point courant du feuillet moyen ; la puissance de

déformation par &lément de plaque dS est : -

E.DdS =tr (M. X ds (5.4)

M
1A

o

Fig. 19 - Plaque en flexion, modéle de Kirchhoff: tenseur M ,

Le comportement de tels milieux peut dans certains cas &€tre déterminé par
le calcul, i partir de la connaissance de celui du milieu continu tridimension-
nel constitutif, en suivant éventuellement certains trajets de sollicitation
particuliers.

A titre d'exemple, la figure 20 représente le comportement élastoplastique
de 1'élément de poutre de section symétrique, en flexion simple, pour un matériau

constitutif élastique et parfaitement plastique obéissant au critére de Tresca :
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on obtient pour 1'élément un comportement avec €crouissage limité asymptotique-

ment ; le moment, limite &lastique initiale, est :

.

Me =0, I/h (5.5)

oi I est le moment d'inertie de la section et h sa demi~hauteur ; le moment
limite asymptotique est :

M = g,2 5.6
b =0 (5.6)

oi Z est le double du moment statique de la demi-section ; (Mp = 1,5 Me) pour

la section rectangulaire.

Fig. 20 - Comportement &lastoplastique d'un
€lément de poutre en flexion pure.

Le comportement de tels milieux peut aussi &tre défini a priori en varia-
bles généralis€es, & partir de résultats expérimentaux, ou comme simplification
du comportement déterminé par le calcul. Ainsi pour 1'élément de poutre présenté

plus haut, on pourra adopter le schéma &lastique parfaitement plastique de la
figure 21.

=\

/|

Fig. 21 - Elément de poutre en flexion pure : comportement
élastique parfaitement plastique.
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Nous présenterons dans la suite quelques critéres de plasticité, et régles
d'écoulement assocides, utilisés pour les milieux généralisés usuels, issus soit
du calcul 2 partir du comportement du milieu continu tridimensionnel constitutif,

soit de résultats expérimentaux.

5.2 - POUTRE EN FLEXION PURE

Le critére utilisé est celui du "moment limite" : M  en flexion positive
et - M en flexion négative : '
+ -
£M) =Max | M-M) , - e M) | (5.7

La régle d'écoulement associée est :

x =+ si M=M
X = -2 M=-M (5.8)
Az O

La dissipation plastique pour 1'é1lément de poutre dl est :

D(0dl = Max } ¢’ , -y | . a1 (5.9)

On rencontre dans la déformation plastique de tels ﬁilieux 1'équivalent de
la discontinuité de vitesse pour le milieu continu tridimensionnel : il s'agit
de la rotule plastique ol se produit une vitesse de rotation concentrde o sui-
vant la régle d'écoulement homologue de (5.8).

La dissipation pour la rotule plastique est

D(B) = Max § 6 M , - 6w} (5.10)

5.3 - BARRE EN TRACTION—-COMPRESSION

On a encore affaire 3 une contrainte généralisée 3 une composante ; 1'ef-
fort normal N auquel est associ& la vitesse d'extension ¢ .
Le critére adopté, la ré&gle d'écoulement associée, et la dissipation sont

strictement homologues de (5.7) , (5.8) et (5.9).

On ne rencontre pas, dans la pratique courante des problémes correspondants,

de zones d& déformation plastique localisée.
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5.4 - PLAQUE EN FLEXION : CRITERE DE VON MISES

Le critére en contraintes généralisées est déterminé a partir du critére

de von Mises adopté pour le matériau constitutif. Il s'crit :

f(M = M2 + M2 -M M +3 M2 3 M2 :
= xx yy XX yy xy &4 p
ou encore
2 2 3.2
£ = MM, - MM, - Mp .

en désignant par Ml et M2 les moments principaux.

Mp est le "moment"” limite de flexion.

(5.11)

La régle d'écoulement associée par la régle de normalité s'écrit, par exem-

ple en valeurs principales :

X, = A(ZM] - MZ)

Xy = )\(ZM2 - MI)

A >0
si £QD =0

La dissipation plastique pour 1'élément de plaque dS est :

. ) 2 .
D(L)ds = Mp \ Xl + X2 + X]XZ . ds .

(5.12)

(5.13)

On rencontre, dans la déformation plastique de tels milieux, des charmiéres

plastiques le long desquelles se localise une vitesse de rotation concentrée 6

La régle d'écoulement correspondante est :

1°) Il ne peut y avoir charniére plastique que si

soit M1 = 2M2

soit M2 = 2M]

et fM =0 ;

2°) La charniére plastique est dirigée suivant la direction orthogonale &

celle du moment principal maximal en valeur absolue (par exemple si MI

est ce moment, la charniére plastique est dirigée selon Oy) ;

M

XX

3°) La vitesse de rotation 6 de la charniére a méme signe que ce moment

principal.

La dissipation plastique pour 1'élément dl de charniére plastique est :

D(oydr = w_ . |o] . a1 .
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(a) (b)

Fig. 22 - Crit&res de von Mises pour les plaques.
a) - axes principaux
b) - en axes M , M s, M /7
xx ’ Tyy * xy

ellipsoide de révolution autour
de (1,1,0).

5.5 = PLAQUES EN FLEXION : CRITERE DE TRESCA

De fagon analogue, en adoptant pour le matériau constitutif le critére de

Tresca, on obtient pour 1'élément de plaque, le critére :

LARN.A
f(ﬁ) &0 > |M2| §Mp

IMl - le QMP ’ (5.15)

ou encore

i LA AR A S U

ol Mp est le "moment" limite de flexion.

La régle d'écoulement associée s'obtient par application de la régle de
normalité sous la forme (4.5) et conduit i divers régimes suivant la face oii le

sommet de 1'hexagone oli 1'on se trouve sur la figure 30(a) ; il n'est pas utile

de la détailler ici.

La dissipation plastique pour 1'élément de plaque dS est :

D(x)ds = M, . Max ! bal s Il o Ixy + xl ) as (5.16)

Pour les charniéres plastiques le long desquelles se localise une vitesse
de rotation concentrée 6 , la régle est la suivante :
1°) I1 ne peut y avoir charnidre plastique que si :
soit M, ] =M
! P

et fM =0 ;
M, | = M
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2°) La charniére plastique est dirigée suivant la direction orthogonale a
celle du moment principal égal a Mp en valeur absolue ;
3°) La vitesse de rotation 6 de la charniére a méme signe que ce moment

principal ;
La dissipation plastique pour 1'élément dl de charmiére plastique est :

D(8)dl = M |6 a1 . : (5.17)
AM,
/ Mp.Mp)
/ N
M,
rd
NZ Mx
(a) (b)

Fig. 23 - Critére de Tresca pour les plaques.
a) - axes principaux

b) —en axes M ,M , M V2:
xx * Tyy * Txy

cylindre et cOnes de révolu-
tion autour de (1,1,0).

5.6 — DALLE MINCE ISOTROPE EN FLEXION : CRITERE DE JOHANSEN
Le critére de Johansen {23, 24} pour les dalles minces isotropes en flexion

est posé sous la forme :

f(M) 0 <—>

(5.18)

ou encore

f(g)=l;::l<2 ! GRS 8 ,-(Mi+M;))$ .

M est le "moment" limite en flexion positive, et M; le moment limite

en flexion négative.
La régle d'écoulement associée s'obtient de fagon analogue

d celle de 1la

plaque de Tresca et ne nécessite pas d'étre détaillée ici.
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La dissipation plastique pour 1'élément de plaque dS est :

. . . L
D(x)ds = [Max ! Moxp s T X } o+ Max |} MXp s T MUY } ] ds (5.19

oli i] et iz sont les valeurs principales de X -

AMZ

(Mp.Mp)

| ",
-Mp_M;

(a) (b)

Fig. 24 - Critdre de Johansen pour les dalles isotropes.
a) - en axes principaux

. b) - en axes M s M, M V7 : 2 cones de
xx * yy ’ xy

révolution autour de (1,1,0).

La déformation plastique se localise le long de charniéres plastiques pour

lesquelles la régle d'&coulement est la suivante :

1°) La charniére plastique est dirigée suivant la direction orthogonale a

celle du moment principal qui est &gal au moment limite H

2°) La vitesse de rotation 6 de la charniére a méme signe que ce moment
principal.

La dissipation plastique pour 1'&lément dl de charniére plastique est :

D(e)dl = Max | MobL-ws ] La (5.20)
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