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CHAPITRE XII
METHODE DES LIGNES DE GLISSEMENT

J. SALENCON

Ecole Polytechnique
Laboratoire de Mécanique
91120 Palaiseau

Ce chapitre est consacré a I'exposé de la méthode dite des lignes de glissement dans le cas de la dé-
formation plane, pour ses applications aux problémes de mise en forme des métaux. On étudie le cas des
matériaux obéissant aux critéres de plasticité de von Mises ou de Tresca (équivalents dans ce cas).

On traite d’abord le probléme pour les contraintes dans les zones plastiques, aboutissant aux équa-
tions de Hencky et aux procédés pratiques de construction de solutions soit par voie numérique, soit par
voie graphique. On résout ensuite le probléme pour les vitesses au moyen des équations de Geiringer ou en
construisant I’hodographe.

Un exemple d’application sur le probléme de I'extrusion est donné, a4 propos duquel la question de
la signification des solutions ainsi construites est introduite, et le role des hypothéses initiales sur la zone
déformée, mis en évidence.

On donne enfin l'interprétation de la méthode au moyen des théorémes de I'analyse limite.

Abstract

This chapter is devoted to a presentation of the slip-line field method in the case of plane strain.
As the scope of the book is the study of problems related to metal forming processes, only Tresca’s or
von Mises’ materials will be considered.

Firstly it is dealt with the determination of the stress-field in the plastic regions. Hencky’s
equations are obtained making it possible to construct the solution either by numerical or graphical means.
Then the velocity field is considered and it is shown that it may be determined by using Geiringer’s equa-
tions or by constructing the hodograph graphically.

As an example, the study of an extrusion process is made using the slip-line field method and it
induces the question of the significance of the solutions so-obtained, pointing out the importance of the
hypotheses made when starting the resolution of the problem, as concerns the plastic regions themselves.

The interpretation of the method through the use of the theorems of limit analysis is finally given.

XII.1 — Présentation

On regroupe sous le nom de méthode des lignes de glis-
sement I'application, a I'étude des procédés de mise en
forme dans le cas présent, de la théorie des équilibres
limites pour le matériau rigide parfaitement plastique, en
déformation plane (ou en symétrie axiale dans certaines
hypotheses), sous tous ses aspects.

Le trait fondamental de cette méthode est qu’elle fait
intervenir la construction géométrique, soit par voie gra-
phique, soit par voie numérique, d’un réseau de lignes, sou-
vent appelées lignes de glissement, qui permettent d’obte-
nir contraintes et vitesses dans les zones plastiques. Outre

la commodité du point de vue du calcul, ces lignes présen-
tent aussi ’avantage de visualiser en quelque sorte I’écoule-
ment plastique, ce qui permet, lorsque ’on a 4 imaginer la
solution d’un probléme, de faire appel a I'intuition mécani-
que ou aux constatations expérimentales.

La méthode des lignes de glissement apparait comme
une méthode puissante d’étude des problémes de formage,
mais relativement difficile : une bonne pratique est néces-
saire avant de se sentir réellement a l'aide dans son
utilisation.

S’agissant d’une méthode d’étude qui traite du matériau
rigide parfaitement plastique, I'interprétation des résultats
obtenus se fait en se référant aux deux théorémes fonda-
mentaux de l’analyse limite, théoréme statique, et
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théoréme
extrémales.

cinématique, fondements des méthodes

La méthode des lignes de glissement est un moyen de
construire des champs de vitesses ou des champs de con-
traintes convenables pour l'utilisation de ces théorémes. Le
plus couramment, les solutions ainsi proposées ressortis-
sent a I'approche cinématique de la théorie des charges li-
mites, c’est-d-dire 4 la méthode de la borne supérieure.

Dans le présent chapitre, on se bornera, pour la simpli-
cité, a exposer la méthode des lignes de glissement dans le
cas de la déformation plane et pour le matériau rigide par-
faitement plastique de Tresca ou de von Mises. Des présen-
tations plus générales se trouvent dans de nombreux ou-
vrages classiques [par exemple : 7, 9, 10, 11, 12, 13).

XII.2 — Fondements de la théorie des équilibres limites
plans.

La théorie des équilibres limites en déformation plane
repose sur la constatation suivante :

— pour un probléme d’écoulement plastique libre en
déformation plane, pour un matériau rigide parfaitement
plastique de Tresca ou de von Mises, le champ de con-
traintes dans les zones déformées peut étre déterminé in-
dépendamment du champ des vitesses.

XII.2.1 — Propriétés du tenseur des contraintes dans les
zones déformées.

En effet, s’agissant du matériau rigide parfaitement plas-
tique, les zones déformées sont nécessairement plastiques ;
le critére de plasticité de Tresca ou de von Mises y est
satisfait.

fl) =0 @n
avec
F([o]) = Max (o, — 6, — 05)
i=1,I1,1I 2.2)
j=1,1I,1I1

pour le matériau de Tresca,
1 o2
floh == tr sl — ?" (2.3)

pour le matériau de von Mises ;

0, est le seuil de plasticité en traction simple, les 0; sont
les contraintes principales, [s] est le déviateur de [o]

1
[s] = [o] —;(tr[a]) . [8]

L’hypothése de la déformation plane paralléle a Oxy
signifie que les composantes u, v, w de la vitesse sont de
la forme :

=ul,y),v=v(y),w=0. 2.4

Il s’ensuit que le tenseur vitesse de déformation [€] est
plan.

. _O%u | . _lgyou  ov . _0v
b b S0 =35, T ) o 7
2.5)

autres €., =0.

Pour les matériaux considérés, la régle d’écoulement
plastique satisfait le principe du travail maximal (régle de
normalité)

af

[é]=7\m AZ0 2.6)

Pour le matériau de Tresca :

[€] a mémes directions principales que [o] et, en ordon-
nant les contraintes principales suivant o; > oy, > oy on
a:

E=Nép=—N, &y =0, A20 (2.7

danslecas oy — oy =t o, et o > Oy > Oy

etona:
EE =Nt u,ép=—N,ég=—u , \,u=0
(2.8)
dansle cas o = Oy =0y — Oy = 0,
=N ég=—N—pu,épg =g , \,u=0(29)

si
Oy — Oy = Oy — 0y = 0

II résulte alors de cette régle et de (2.5) que ’hypothése
de la déformation plane impose que Oz est direction prin-
cipale pour [0] si [€] # O et alors, nécessairement,o0,, est
contrainte principale intermédiaire : o, = oy, . Autre-
ment dit, les contraintes principales dans le plan sont con-
traintes principales extrémes o; > oy, et le critére de plas-
ticité (2.2) est a écrire entre les contraintes principales
dans le plan Oxy

f(lol) =0y — o0 — 0,

ou encore, en introduisant les composantes de [o] dans le
plan Oxy :

. 2 12
[——x«("” - W) o,ﬁy] —% (2.10)
Pour le matériau de von Mises :
(2.6) donne alors :
[el=X[s] A=0 2.11)

~ Avec cette regle, 'hypothése de la déformation plane
implique, si [€] # 0,que Oz est direction principale pour les
contraintes et que s, = 0 soit :

et:

(2.12)
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Le critére de plasticité (2.3) pourra donc s’écrire en
fonction des trois composantes de [o] dans le plan Oxy, par
substitution de (2.12), d’ou :

2
faop ==V 2 B i)

ou encore de fagon équivalente :

3 (oxx - oyy )2 ) ] 1/2 0y
f(lo]) = [——4—— reh, | -2
(2.13b)

— En introduisant &, limite d’élasticité ep cission simple,

(2.10) et (2.13b), prennent la méme forme:

_ 2 1/2
f(lol) = [———(0** %) +o§y] ~k

2.14)

qui exprime que le rayon du cercle de Mohr des.con-
traintes dans le plan Oxy doit étre inférieur a la limite
d’élasticité en cission simple. On*a donc toujours dans le
plan un critére de Tresca (fig. XII.1).

Oy bom-ecffaaanl
W ey ) X
A

Fig. XII.1. — Critére de Tresca dans le plan

NB : Ce résultat est général pour les problémes de déformation
plane dans le cas de matériaux isotropes dont le critére de plas-

tr [o]

ticité est indépendant de la contrainte hydrostatique [§] 3

et qui obéissent au principe du travail maximal.

XI1.2.2 — Equations pour les contraintes dans les zones
déformées

Comme on 1’a vu, dans les zones déformées on a :
0y, =0, = 0

(conséquence de I'isotropie du matériau) ; il s’ensuit que
les équations dynamiques du problémes se réduisent a :

a;’xx +a%y—+px=o
x y
(2.15)
E_)EL +§(_121+py=
0x oy
2
D 4 7z =0 (2.16)
0z

ou X,Y,Z désignent les composantes des forces de
masse.

Dans le cas des problémes de mise en forme des métaux
qui nous intéressent ici, celle-ci sont, en régle générale,
négligeables : onfera: X =Y =Z = 0.
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Dans les zones déformées, le critére de plasticité sous la
forme (2.14) est atteint :

(0' ) 1/2
[L“—ZZ—+0 ] —k=0. 2.17)

On voit ainsi que,dans les zones déformées, on dispose
des trois équations (2.15) et (2.17) pour la détermination
des trois fonctions inconnues o, , Oy, , 0y, - A partir de
conditions aux limites sur o, , 0,, ,0,, , fonctions uni-
quement de x et y on pourra déterminer :

Cux (X, ¥), 04y, (x,¥),0,,(x,)

et 0,, (x, y) par (2.12) dans le cas du critére de Mises, qui
satisfait bien (2.16).

XI1.2.3 — Equations pour les vitesses dans les zones
déformées

La détermination du champ de vitesses dans la solution
du probléme d’équilibre limite, ne présente ensuite pasde
difficulté.

Dans les zones non déformées, on a affaire a un mou-
vement rigidifiant qui est déterminé par les conditions
aux limites.

Dans les zones déformées, ou le champ de contraintes
est déterminé indépendamment, P'application de la régle
d’écoulement fournit :

Pour le matériau de Tresca :
g = A
. , A=0 (2.18)
en = — A

valeurs principales de [€] dans le plan.

Pour le matériau de von Mises :
€ = As;
AZ=0 2.19)

€q = A Sy

soit compte tenude s; = s;; = 0 etde oy > 0y .

é = A
! A>0 (2.18)

€p = — A

mémes équations que pour le matériau de Tresca.

Ainsi, le tenseur plan [¢] dont les composantes dans
les axes Oxy sont :

. du c . 1 /0u + av) . (av)
€ =— =€ =—{—
I P Y* 2 \gy  ox €yy Ay
e a mémes directions principales que [o]
(2.20) + est de trace nulle,

e admet pour direction d’extension maximale,
la direction de traction maximale.

Ces conditions fournissent un systéme de deux équa-
tions aux dérivées partielles permettant de déterminer
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u(x,y) et v(x,y), et une condition de positivité que
doit vérifier la solution.

NB : Les tésultats ci-dessus sont valables pour les problémes de
déformation plane dans le cas de matériaux isotropes dont le
critére de plasticité est indépendant de la contrainte hydros-

tatique [6] rlo]

, et qui obéissent au principe du travail

maximal. On remarque que (2.18) ou (2.20) expriment que
dans le plan (Oxy), la vitesse de déformation [¢] satisfait la
régle de normalité avec le critére de Tresca.

XII.2.4 — Application de ces résultats

Les résultats énoncés ci-dessus concernent la solution du
probléme d’écoulement libre. Ils intéressent le champ de
contraintes dans la zone déformée. Leur application 3 la
recherche de cette solution présente la difficulté évidente
que la (ou les) zone déformée n’est pas connue d lavance.

Aussi, la méthode des lignes de glissement consiste a :

— se donner a priori la localisation de la zone déformée
(intuition mécanique, constatations expérimentales).

— y calculer le champ de contraintes par (2.15) et
(2.17) a partir des conditions aux limites en contraintes :
la frontiére de la zone déformée comporte toujours une
partie de la frontiére du systéme ou les contraintes sont
prescrites, et grice 4 une propriété mathématique (carac-
tére hyperbolique) du systéme: (2.15),(2,17), ceci dé-
termine les contraintes dans tout un domaine.

— calculer le champ de vitesse.

Puisque une hypothése est faite a priori sur la localisa-
tion de la zone déformée, il va de soi qu’elle doit étre
testée a posteriori, c’est-a-dire que I’on doit pouvoir choisir
entre les résultats obtenus a partir d’hypothéses initiales
différentes. On sait, d’autre part, que le matériau rigide
parfaitement plastique n’a de signification rigoureuse que
du point de vue des théorémes de Panalyse limite. Ces
deux remarques sont convergentes : Pinterprétation des
solutions fournies par la méthode des lignes de glissement
est 4 faire au moyen des théorémes de Panalyse limite.

XII.3 — Equilibres limites plans : Problémes pour les con-
traintes dans les zones déformées

XIL.3.1 — Transformation des équations
Pour les contraintes dans le plan Oxy, les équations du

probléme sont les équations (2.15) et (2.17) soit dans le
cas de forces de masse nulles :

do,, oo,

— + =0 .1
ox ay 3.1
a0 o

XX 4 ¥ = 3.

ox ay 3.2)

¢ _ 2 1/2
[(A%W) +o§y] ~k=0 (33)

Le matériau est, dans toute la suite, supposé homogéne.
Les formules sont modifiées, mais la méthode demeure, en
cas de non-homo généité.

On transforme ces équations en utilisant la substitution
de Maurice Lévy. Posant :

- p = (o +0y)2 = (0, + 0,y )2 (3.4)
(abscisse du centre du cercle de Mohr) (fig. XI1.2)

Y e K (%x Oxy)
SIS\
N/

(oyy1-y)
Fig. XII.2. — Notations.

_ 2 1/2
R = (o — 0)/2 = [(_""" 2 oiy]
(3.5)
(rayon du cercle de Mohr),
6 = (0x, o)) (3.6)

(angle de la direction de traction maximale avec Ox),
ona:

O,y = —p + Rcos 20
0y, = —p — R cos 20 (3.7)
gy, = Rsin 29

Avec ces nouvelles fonctions inconnues, (3.3) s’écrit
simplement :

R=k (3.8)

et en substituant les expressions (3.7), compte tenu de
(3.3), dans (3.1), (3.2) on n’a plus 4 traiter qu’un systéme
de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre
pour les deux fonctions inconnues p et 6 de x et y :

0 30
% ksin2028 4k ces 2028 — g
ox 0x ay

3.9)
op a6 .
—— +2kcos20— +2ksin26— =0
oy ox ay

La détermination du champ de contraintes dans la zone
déformée est donc ramenée a la résolution de (3.9), 4 par-
tir de conditions aux limites sur les contraintes, donc sur
petd.

XII.3.2 — Relations de Hencky

Considérons alors, pour un champ de contraintes solu-
tion de (3.8) et (3.9), au point courant M de la zone dé-
formée, les directions M et M3 des facettes sur lesquelles
s’exerce la cission maximale. D’aprés la théorie du cercle
de Mohr (cf. formule (3.7)), cette cission maximale est
égale a k (compte tenu de (3.8)), et s’exerce sur les facettes
inclinées a4 + 7/4 sur oy (fig. XII.3). Nous adopterons la
convention d’orientation



(Ma ,MB) = + /2 (3.10)

P

Fig. XI1.3. — Facettes de cission maximale.

En effectuant sur les équations de (3.9) les deux com-
binaisons linéaires indépendantes définies par les coeffi-

cients — cos (6 —i—r) et —sin (6 "Zﬂ) d’une part,

. m TN ., .
— sin (0 - Z) et cos (9 _I) d’autre part, on obtient

le systéme équivalent :
my 0 . my\ 0
[cos (9 _Z)a?+ sin (0 _3)5] (p +2k8) =0

[—sin(@ —%):—x+cos (o *%)5] @ - 2k6) = 0

9 0
En désignant par — et — les dérivées selon les direc-
ax®  oxf

tions « et 3, ce systéme s’écrit simplement :

 +2k0)=0 (3.11)
ox«

a%ﬂ @ —-2k0)=0 (3.12)

D’ou I’énoncé :
le systéme (3.9) est équivalent a la propriété suivante :

le long des lignes de cission maximale, lignes « et $ dont la
pente est en chaque point

d —
g0 F /1)
dx

le champ de contraintes satisfait les relations différen-
tielles.

Il

0 lignes «
(3.13)

idp + 2k db
dp — 2k df = 0 lignes 8

Les relations (3.13) sont appelées relations de Hencky.
Elies s’intégrent de fagon évidente en :

p + 2k6 = C®
p —2k6 =C*

le long d’une ligne «
g &1 3.14)

le long d une ligne §

NB : En suivant la signification mécanique du raisonnement ci-
dessus, on voit que les relations de Hencky expriment les
équations d’équilibre en zone plastique dans le systéme de
coordonnées curvilignes défini par les lignes de cission maxi-
male. On retrouve d’ailleurs (3.11) et (3.12) par un raisonne-
ment élémentaire en écrivant Yéquilibre du petit élément
représenté a la figure XI1.4.
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Fig. XIL.4. — Equilibre d’un petit élément limité par des lignes de
cission maximale

XII.3.3 — \Utilisation des relations de Hencky

On a mis en évidence I’existence de deux familles de
lignes géométriques réelles qui dépendent de la solution du
probléme, et le long desquelles est satisfaite une relation
différentielle pour les contraintes.

Du point de vue mathématique, cela correspond au fait
que le probléme pour les contraintes dans les zones plasti-
ques est hyperbolique quasi-linéaire ; les lignes « et 8 sont
appelées lignes caractéristiques pour les contraintes.

Cette propriété se revéle trés avantageuse en ce qui con-

cemne la construction et le calcul numérique de la solution
(p , 0) a partir de données au contour.

En effet, supposons connus p et @ sur un arc de courbe
AB (fig. XIL.5) (Probléme de Cauchy)

Fig. XIL.5. — Probléme de Cauchy.

¢ étant connu, on connait en chaque point de AB les
directions des caractéristiques « et . Le calcul de la solu-

-tion se fera alors en général de fagcon approchée en discré-

tisant I’'arc AB, découpé en n intervalles. Les caractéris-
tiques issues des points 1 ,2..7,.., n + 1sont assimilées
a leurs tangentes, d’olt une premiére détermination appro-
chée des nceuds (1,2) (2,3),... (G, i+ 1),...(n,n+ 1)
du réseau de caractéristiques. Passant aux différences finies
pour les relations de Hencky, on détermine les valeurs de p
et 0 en ces nceuds. Une ou plusieurs itérations éventuelles
permettent d’améliorer la construction géométrique et les
valeurs de p et 6. Le résultat obtenu est d’autant meilleur
que le maillage est plus serré.

Le processus indiqué est valable dans la mesure ou AB
n’est pas lui-méme un arc cractéristique, i.e , le long de AB

Z—i’a&tg (o x%)

S’il en est bien ainsi, la construction précédente, sans
constituer une démonstration rigoureuse, montre que les
données de p et 6 sur AB déterminent la solution dans



210

tout le triangle ABC limité par les caractéristiques inté-
rieures issues de. A et B : c’est le théoréme de Cauchy.

Dans le cas ou AB est un arc caractéristique, les don-
nées p et  doivent satisfaire la relation de Hencky corres-
pondante. La solution du probléme pour les contraintes
a partir de ces données est alors indéterminée.

Outre le probléme de Cauchy, on rencontre dans la
construction des solutions les deux problémes représentés
aux figures XIL.6 et XIL.7.

b A

Fig. XI1.6. — Probléme de Riemann.

b A

Fig. XIL.7. — Probléme de Goursat.

Dans le probléme de Riemann, p et 6 sont connus sur
deux arcs de caractéristiques orthogonaux PA et PB, et
satisfont les relations de Hencky sur ces arcs : la solution
est déterminée dans le quadrilatére limité par les arcs
donnés PA et PB, et les caractéristiques AQ et BQ issues
des extrémités A et B. Le procédé de calcul par discréti-
sation est schématisé sur la figure XIL.6.

On peut d’ailleurs remarquer que, pour ce probléme,
puisque les données sur PA et PB doivent satisfaire les
relations de Hencky, il suffit en fait de se donner les arcs
géométriques PA et PB, et la valeur de p en un point, P
par exemple. Ainsi que cela apparaitra encore plus claire-
ment au XII.3.4 (théoréme de Hencky), la construction du
réseau de caractéristiques est alors un probléme purement
géométrique.

Dans le probléme de Goursat, p et  sont connus sur un
arc de caractéristique PA et satisfont la relation de Hencky
correspondante, et une relation entre p et 6 est imposée le
long d’une courbe non caractéristique issue de P. La solu-
tion est déterminée dans le domaine triangulaire limité par
la courbe donnée, PA, et 'autre caractéristique issue de A.

Il résulte de ce qui précéde que la construction de la
solution (p, 6) du probléme pour les contraintes, s’iden-
tifie a la construction du réseau de lignes caractéristiques
pour les contraintes. Une fois le résedu construit, p est dé-
terminé par (3.14) 4 une constante additive prés fixée par
les conditions aux limites.

Pour des raisons qui apparaitront au § XI1.5.1, les
lignes caractéristiques pour les contraintes (lignes de cis-
sion maximale) sont aussi appelées lignes de glissement.

XII.3.4 — Quelques champs simples

Les solutions le plus souvent rencontrées dans les pro-
blémes de formage, sont construites a partir de quelques
réseaux de caractéristiques simples que nous allons pré-
senter :

* _ Champ homogéne
Le couple :

= constante , 0 = constante

constitue évidemment une solution des équations de
Hencky (3.14).

Le champ de contraintes est alors homogéne. Le réseau
de lignes caractéristiques est formé, dans le domaine cor-
respondant, de deux familles de droites orthogonales.
(fig. XII.8).

B,

>

Fig. XI1.8. — Champ homogéne.

» — Théoréme de Hencky

Les relations de Hencky sous la forme (3.14) permettent
de démontrer la propriété géométrique suivante, connue
sous le nom de premier théoréme de Hencky (fig. XI1.9).

P o
B Q
x A6,= A8,
d
M
A8,
A8,

Fig. XI1.9. — Théoréme de Hencky.

Considérons deux caractéristiques fixes de la famille
B (resp. ) et soit une caractéristique a(resp. () variable ;
alors, la variation de @ entre les points d’intersection de
cette caractéristique « avec les deux caractéristiques § est
indépendante de la caractéristique « choisie.

En effet, avec les notations de la figure XIL.9, et en ap-
pliquant (3.14)on a :

Py +2k0y =Py + 2k, +)

Py +2k0y =P, +2k0, (+)
Py —2k0y =P, —2k6, (=)
Py —2k0y =Py —2k0, (=)

dont on tire, en effectuant la combinaison linéaire indi-
quée entre parenthéses :

Oy +0g =0y + 0,



soit :
Ab, =05 — Oy = BQ — 6, = A9, (3.15)

Un réseau de courbes orthogonales possédant cette pro-
priété est appelé réseau de Hencky.

Le théoréme de Hencky a en particulier pour consé-
quence que si une caractéristique « est rectiligne dans sa
portion comprise entre deux caractéristiques 8, toutes les
caractéristiques o sont rectilignes dans le domaine limité
par ces deux caractéristiques §. (resp. § , o).

D’une fagon générale, le théoréme de Hencky montre
que la résolution du probléme de Riemann, qui revient a
construire un réseau de Hencky & partir des deux caracté-
ristiques données PA et PB, est un probléme purement
géométrique, dont la résolution ne dépend pas de la valeur
de p prescrite au point P. La donnée de PA et PB déter-
mine totalement le réseau de Hencky PAQB.

* — Champ semi-homogéne

On appelle champ de contraintes semi-homogéne un
champ dans lequel une des familles de caractéristiques est
formée de lignes droites.

Le fait qu’un tel champ puisse étre une solution du pro-
bléme pour les contraintes découle du théoréeme de
Hencky : ce sera, par exemple, le champ obtenu dans la ré-
solution du probléme de Riemann & partir d’un arc de ca-
ractéristique o rectiligne, PA.

Par application de (3.14), p sera constant le long de cha-

cune des droites. De plus, si I’on suppose par exemple que
les caractéristiques o sont rectilignes, alors

p—2kf=Ct

dans tout le champ semi-homogéne (resp. B et
p+2k0=Ctk).

Du point de vue géométrique, on a affaire 4 une famille
de droites a4 un paramétre (par exemple, I’abscisse curvili-
gne de leur point d’intersection avec une caractéristique
fixe de l'autre famille), qui ont donc une enveloppe
(fig. XII.10). Un cas particulier est celui ou I’enveloppe se

Fig. XII.11. — Eventail
de Prandtl.

Fig. XII.10. — Champ semi-homogéne.

réduit a un point (droites passant par un point fixe), soit 0,
les caractéristiques de 1’autre famille sont des cercles cen-
trés en O, O apparaissant lui-méme comme une caractéris-
tique dégénérée de la deuxiéme famille : on a alors affaire
4 la singularité de Prandtl ou éventqil de Prandt! : on
remarque qu’au point O, p et 8 ont une détermination
multiple (fig. XII.11).
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XIL3.5 — Raccordement continu de champs de
contraintes

On a vu au § XII.3.3, en traitant des trois problémes
aux limites fondamentaux, que les domaines de détermina-
tion de la solution continue sont limités par les arcs de
données et par les caractéristiques issus des extrémités de
ces arcs.

I s’ensuit que si dans la construction d’une solution il se
révele nécessaire (c’est en fait toujours le cas) de raccorder,
en respectant la continuité de p et 8, des champs définis
par des problémes aux limites différentes, cela ne peut se
faire que le long de caractéristiques. On réalise alors la con-
tinuité des fonctions p et 6, mais il peut y avoir disconti-
nuité des dérivées normales.

Dans le cas d’un champ homogéne, le raccord continu
avec un autre champ s’effectuera le long d’une caractéris-
tique rectiligne, ce dont il résulte par application du théo-
réeme de Hencky que ce deuxiéme champ sera nécessaire-
ment semi-homogeéne : si le raccord s’effectue le long d’une
caractéristique « par exemple, le champ semi-homogéne
sera a caractéristiques a rectilignes. De méme, un champ
semi-homogéne ne peut se raccorder le long d’une caracté-
ristique rectiligne, qu’a un champ semi-homogéne.

XII.3.6 — Remarque sur la signification mécanique des
équations de Hencky

On a indiqué au § XII.3.2, que les relations de Hencky
expriment I’équilibre en zone plastique en utilisant un sys-
téme de coordonnées curvilignes particulier.

On peut énoncer, concernant ces relations, une pro-
priété beaucoup plus puissante, souvent connue sous le
nom de théoréme de Bonneau.

Soit (C) une ligne de cission maximale a Pintérieur du
solide plan étudié. Alors, sans faire I’hypothése que (C) se
trouve a l'intérieur d’une zone plastique, on démontre que
pour qu’un champ de contraintes puisse exister, en équili-
bre et respectant le critére de plasticité de part et d’autre
de (C) et qui satisfasse la continuité de la contrainte sur
(C), il est nécessaire que le long de (C) I'équation de
Hencky correspondante (c’est-a-dire o ou § suivant le signe
de la cission) soit satisfaite.

Il en résulte en particulier que, dans les mémes condi-
tions, une enveloppe de lignes caractéristiques (par exem-
ple rectilignes) ne peut pas se trouver a 'intérieur du solide.

XI1.4 — Equilibres limites plans :
Problémes pour les vitesses dans les zones
déformées

XII.4.1 — Equations de Geiringer

Le probléme en contraintes dans les zones déformées
étant résolu, on se propose de passer i la détermination du
champ de vitesses.

Les équations pour les vitesses ont été données de fagon
générale au § XII.2.3.
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[€] et [o] ont mémes directions principales,
. 4.1
€ =—€; =120 1
Comme pour le probléme en contraintes, il est com-
mode d’écrire la régle d’écoulement (4.1) en utilisant le
systéme de coordonnées curvilignes défini par les lignes ca-
ractéristiques des contraintes, qui sont connues puisque le
champ de contraintes est connu (fig. XII.12).

B

o
d

M
Fig. XII.12. — Coordonnées curvilignes en M

On obtient immédiatement :

€, = 4.2)
ésp =0 (4.3)
€ug = €5 =N3> 0 (4.4)

Autrement dit, les directions o et B sont directions
d’extension nulle, et la distorsion €., est non négative.

Il est d” “usage d’introduire les coordonnées v, , Vg, de
la vitesse  suivant la base normée tangente aux lignes ca-
ractéristiques.

B

Fig. XII1.13. — Obtention des équations de Geiringer.

Pour écrire (4.2) en utilisant ces coordonnées, il est
commode de remarquer que (4.2) signifie que les projec-
tions sur e_.; vecteur tangent en M i Mg, de la vitesse en M
et de la vitesse en M’ infiniment voisin de M sur Ma, sont
égales. On procéde de facon analogue pour (4.3), et on
obtient les relations différentielles :

dv, —v; d6 =0 lelongd’unelignea (4.5)

dvg tv, df =0 lelongd’uneligne (4.6)

Ces relations sont connues sous le nom de relations de
Geiringer. La condition de positivité (4.4) s’écrit :
ov,, 06 v o6

—&_y, —+ L+ =2A20 (47
sy ’s dsg s, °‘a @D

XII.4.2 — Remarques sur la signification des équations de
Geiringer

Les équations de Geiringer expriment que le champ de
vitesse i/ est a divergence nulle, c’est-a-dire qu’il y a inva-
riance du volume, et qu’il admet pour directions orthogo-

nales d’extension nulle, les directions de cission maximale
du champ de contraintes.

La condition (4.7) impose de plus que la direction d’ex-
tension maximale, coincide avec la direction de la plus
grande traction (et non avec celle de la plus grande com-
pression). Il s’ensuit que la puissance du champ de con-
traintes, dans le champ de vitesse, est non négative en tout
point.

D’autre part, les lignes « et § apparaissent comme des
lignes géométriques réelles le long desquelles les compo-
santes de la vitesse satisfont une relation différentielle.
A la différence de ce qui se produisait pour les contraintes,
ces lignes sont indépendantes de la solution en vitesse. Ceci
traduit le fait qu’une fois le probléme pour les contraintes
résolu, le probléme pour les vitesses est hyperbolique li-
néaire, et admet pour lignes caractéristiques les mémes
courbes que le probléme pour les contraintes.

Enfin, il est intéressant de remarquer que pour tout probléme
plan de plasticité pour le matériau rigide parfaitement plastique,
lorsque le probiéme pour les contraintes peut étre résolu indépen-
damment, le probléme pour les vitesses apparait ensuite, méme si la
régle d’écoulement ne vérifie pas le principe du travail maximal,
comme un systéme de deux équations aux dérivées partielles li-
néaires pour les deux fonctions inconnues u et v des deux variables
x et y. Les caractéristiques de ce problém.: ne peuvent étre, si le
potentiel plastique bidimensionnel est régulier, que les directions
d’extension nulle : en effet, [€] étant définie par la régle d’écoule-
ment en chaque point a un facteur A 2 0 preés, ces directions sont les
seules a étre indépendantes de A et le long desquelles une relation
différentielle (2 savoir € = 0) est satisfaite. 1l s’ensuit que la nature
hyperbolique, parabolique ou elliptique du probléme pour les vi-
tesses dépend du caractére réel ou imaginaire des directions d’exten-
sion nulle. (cf. {8]).

XII.4.3 — Utilisation des équations de
Hodographe

Geiringer.

Les équations de Geiringer permettent de déterminer le
champ des vitesses dans la zone déformée. On procéde
I’intégration, le plus souvent numérique, de ces équations a
partir des conditions aux limites sur les vitesses en suivant
les caractéristiques « et 8, qui, 4 ce stade, sont connues.

Il est & remarquer que, en général, on est amené, pour
cette intégration, 4 cheminer sur le réseau de caractéris-
tiques a l'inverse du sens dans lequel il a été construit.

Une fois la détermination des vitesses effectuée, on doit
vérifier si la condition de positivité de A, (4.7) est satisfaite.

Comme dans de nombreuses autres circonstances en Mé-
canique, il est commode d’introduire, outre le plan phy-
sique (x, y), le plan de 'hodographe (4, v) ol chaque
point M du plan physique est représenté par son image m,
extrémité du vecteur vitesse % (M) porté a partir d’une ori-
gine fixe dans le plan (¢, v) :

Om = 7 (M) (fig. XI1.14) (4.8)
y v
T(M)
\ -
M
] u

Fig. X11.14. — Hodographe.



Le réseau des lignes caractéristiques (o, 3) dans le plan
(x, ) a alors pour image un réseau de lignes que nous no-
terons (a, b).

Les lignes («, 8) étant lignes d’extension nulle (ce qu’ex-
priment, rappelons le, les équations de Geiringer), si M et
M + dM sont deux points infiniment voisins sur une ligne
o (par exemple), @ et u + di les vitesses correspondantes,
ona:

dM.du =0, (4.9)
soit, d’aprés la définition de m :

dM.dm=0. (4.10)
D’ou la propriété géométrique :
la direction d’une caractéristique o (resp. ) au point M
et la direction de son image a (resp. b) au point m sont
orthogonales.

En conséquenc, le réseau image (a, b) vérifie comme le
réseau (o , B), le théoréme de Hencky.

L’intégration des équations de Geiringer pour la dé-
termination du champ des vitesses est donc ramenée dans
le plan de I’hodographe, a la construction d’unréseau de
Hencky, en régle générale a partir de la donnée de deux
arcs orthogonaux probléme purement géométrique.

De plus, la vérification de la condition de positivité peut,
dans certains cas, se faire a vue, en comparant les orienta-
tions des réseaux :

(a,B) et (a,b) (cf.4.12).

XII.5 — Equilibres limites plans : Solutions discontinues

Jusqu’a présent, aussi bien en ce qui concerne les con-
traintes que les vitesses, il n’a été question que de champs
continus. Dans ce paragraphe, nous étudierons d’abord le
probléme des discontinuités de la vitesse pour une solution
continue en contrainte, qui se rencontre dans pratique-
ment tous les problémes de formage. Le cas des disconti-
nuités de contraintes, plus rare, sera ensuite évoqué.

XII.5.1 — Discontinuité de vitesse

L’utilisation de champs de vitesses présentant des dis-
continuités se révéle nécessaire dans I’étude de la plupart
des problémes plans de formage.

Du point de vue physique, le recours a de telles solu-
tions est suggéré par les constatations expérimentales, ou
I'on voit souvent la déformation se concentrer dans de
minces zones qui peuvent étre idéalisées comme des lignes
de discontinuité de la vitesse.

Du point de vue mathématique, cette idéalisation est
permise par la structure des équations du probléme pour
les vitesses, qui peuvent étre interprétées en termes de dis-
continuité.

Ainsi :
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signifie qu’il y a invariance du volume ce qui implique que :
La discontinuité de vitesse est tangente a la ligne de discon-
tinuité.

e La coincidence des directions principales de [é] et de
[o] implique que :

La ligne de discontinuité de vitesse est nécessairement une
ligne de cission maximale, o ou 3, car d’aprés le point pré-
cédent elle correspond a une déformation de glissement, et
représente une direction de cisaillement maximal.

e La ligne de discontinuité étant une ligne de cission
maximale, a (par exemple), il s’ensuit que de part et
d’autre I’évolution de la vitesse est régie par I’équation de
Geiringer correspondante,

dv, —vs d6=0;
vg €tant continue, on obtient par différence pour la discon-
tinuité de vitesse : [v, ] = (v,), — (v,),
dfv,J=0 (5.1)
le long de la ligne de discontinuité ; autrement dit :

La discontinuité de vitesse est constante le long de la ligne.

e La condition de positivité de A oriente [¢] suivant
[o] ; ici, elle fixe I’orientation de la discontinuité :

la discontinuité de vitesse, comptée dans le sens de la ligne

de discontinuité o ou §, doit étre positive lorsque l'on fran-
chit la ligne de discontinuité en suivant l'autre ligne de cis-
sion maximale B ou o :

-gi/”(
— —k

Fig. XII.15. — Discontinuité de vitesse.

Du point de vue physique, cela signifie que la disconti-
nuité de vitesse tangentielle I[E]l est orientée comme la cis-
sion qu’elle engendre, sur la facette initiale (c’est-a-dire que
le frottement est bien résistant).

Sur I’hodographe, la discontinuité de vitesse se traduit
par le fait que chaque point M de la ligne a deux images
m, et m, , m; m, est dirigé suivant la tangente a la
ligne de discontinuité en M, et est de longueur constante
VM sur la ligne de discontinuité.

Remarque :

Les lignes o et 8 sont d’abord apparues dans P’étude du pro-
bléme pour les contraintes, en tant que lignes de cission maximale,
et possédant la propriété d’étre les caractéristiques du probléme
pour les contraintes. L’étude du probléme pour les vitesses a ensuite
montré que ces lignes étaient aussi lignes d’extension nulle, caracté-
ristiques pour les vitesses. Enfin, I’étude ci-dessus a mis en évidence
que les lignes « et § étaient les lignes de discontinuité possibles pour
la vitesse. C’est cette derniére propriété qui justifie, 3 proprement
patler, le nom de lignes de glissement (slip-lines en anglais) utilisé
couramment pour qualifier les lignes a et 8. Cette dénomination
usuelle peut conduire a certaines confusions, notamment du point
de vue de P'interprétation des solutions construites (§ XII.7), et
certains auteurs lui préférent les dénominations spécifiques qui font



214

bien ressortir, dans chaque cas, i quelles propriétés des lignes a et
il est fait appel.

XI1.5.2 — Discontinuité de contrainte

L’utilisation de champs de contraintes discontinus dans

la zone déformée se révéle parfois nécessaire pour la cons-
truction de la solution de certains problémes.

A la différence des discontinuités de vitesses, I’introduc-
tion de cette notion de discontinuité de contraintes est
assez délicate. Nous n’entrerons pas dans le détail de cette
question, renvoyant le lecteur 4 [6, 7, 12] pour une étude
plus approfondie. Il en résulte que la ligne de discontinuité
doit étre considérée comme une zone non plastique, infini-
ment mince ; ce dont il résulte que du point de vue des dé-
formations, la ligne de discontinuité est inextensible.

Du point de vue mathématique, la structure des équa-
tions du probléme pour les contraintes permet leur inter-
prétation en termes de discontinuité.

Ainsi :

~ le critére de plasticité doit étre vérifié par le champ
de contraintes, de chaque coté de la ligne de discontinuité.

— la contrainte s’exergant sur la ligne de discontinuité
doit étre continue.

D

e
® % - §

IR SN
=]

7

Fig. XII.16. — Discontinuité de contrainte.

En utilisant la représentation de Mohr pour les con-
traintes, on voit que les états de contraintes de part et
d’autre de la ligne de discontinuité sont représentés par
deux cercles de rayon k sécants ; la contrainte continue
sur la ligne de discontinuité, est representee par OD ou
OD’, ce qui fixe la direction de la ligne de discontinuité
par rapport aux directions principales.

On voit qu’il peut y avoir discontinuité du champ de
contraintes au franchissement d’'une ligne d’orientation
quelconque, exceptées les lignes de cission maximale,
¢’est-d-dire les caractéristiques pour les contraintes.

Ce résultat est dG au caractére hyperbolique quasi-
linéaire du probléme pour les contraintes.

Du pomt de vue des vitesses on démontre que la vi-
tesse « est nécessairement continue au franchissement
d’une ligne de discontinuité de contraintes. De plus méme,
la ligne est inextensible et il y a continuité du champ de
vitesse de déformation [€] (cf. [6, 12]).

XII.6 — Exemple Etude d’un probléme d’extrusion

A titre d’exemple illustrant la mise en ceuvre des résul-
tats présentés jusqu’ici, nous étudierons, dans une géomé-

trie permettant des calculs simples, le probléme “d’école”
suivant :

Extrusion sans frottement en déformation plane, a tra-
vers une filiére plane, d’ouverture 2, le rapport de réduc-
tion étant :

2 sin @ _H-—n
1 + 2sin o H

p= (6.1)

Les notations du probléme sont indiquées sur la figure
XIL.17. L’extrusion se fait sans conteneur, sous l’action

Fig. X1I1.17. — Extrusion.

d’une force de poussée F, inconnue, et que ’on cherche a
déterminer. Le lopin de diamétre 2H A I’entrée a un dia-
metre 2h 4 la sortie. Le lopm est animé i ’'amont d’une vi-
tesse d’ensemble horlzontale ue ; a l’aval la vitesse de trans-
lation horizontale est u Si la géométrie de la figure XII.17
représente lecoulement permanent, c’est-d-dire s’il n’y a
pas d’écrasement du lopin sur la filiére ou de formation
“d’écailles” a la surface en sortie, on a évidemment par
suite de I'incompressibilité :

Hug = hug; 6.2)

nous nous placerons d’abord dans cette hypothése.

Comme indiqué au § XII.2.4, on va faire au départ une
hypothése, plus ou moins précise, sur la localisation de la
zone déformée. Il parait conforme au bon sens de supposer
que la zone déformée aboutit sous la filicre AB. D’autre
part, d’aprés (6.2), il est nécessaire que la zone déformée
traverse toute la section du lopin.

Une zone déformée telle que représentée en “‘grisé” sur
la fig. XI1.17, parait alors plausible.

XI1.6.1 — Résolution en contraintes

Aucune force n’étant appliquée a la partie aval du lopm
All'A’, Iéquilibre exige que les efforts sur la frontiére AA’
soient équivalents a zéro.

On fera pour la construction de la solution I’hypothése
complémentaire que les contraintes s’exercant sur la verti-
cale AA’ sont uniformément nulles. Cela est compatible
par exemple avec un état de contraintes uniformément nul
dans le lopin en aval de AA’.

La construction de la solution du probléme pour les
contraintes peut alors s’effectuer a partir de la donnée sur
AA'.

p et 0 sont connus sur AA’, et on a a résoudre un pro-
bléme de Cauchy (fig. XII.18).

En effet, le long de AA’ avec les notations de la figure
XII.18, Ox est nécessairement direction principale pour les



Fig. XII1.18. — Réseau de lignes de glissement.

contraintes ; Pambiguité entre les directions I et II est
levée, soit par I'intuition mécanique, soit en se référant aux
vitesses : Ox est certainement la direction d’extension
maximale ! done, Ox est la direction I et ona :

6 =0

sur AA’ 6.3)
o, =0=p=k

On vérifie sans difficulté que la solution continue uni-
que du probléme de Cauchy ainsi posé est le champ homo-
géne ADA’ ou les caractéristiques « et 8 sont inclinées a
F7/4 sur Ox.

La construction de la solution au-deld de ce domaine
ADA’ nécessite de faire intervenir des conditions au con-
tour supplémentaires.

Considérant, par raison de symétrie, le demi lopin supé-
rieur, on fait intervenir la condition de frottement nul sur
la filiére. Ceci implique que AB est direction principale
pour les contraintes. Il parait conforme au bon sens de
supposer que la contrainte principale s’exergant sur AB est
la pression maximale o, (hypothése a vérifier a posteriori).

Le réseau de caractéristiques aboutissant sous la filiére
qui se raccorde au réseau homogéne ADA' le long de la ca-
ractéristique rectiligne AD, sera a caractéristiques f recti-
tilignes, inclinées sur AB 4 + w/4. Il en résulte, toutes les
caractéristiques f§ aboutissant sur AB étant paralléles, que
ce réseau ABC est lui aussi homogeéne, ou :

0=—a (6.4)

On voit qu’au point A, par suite des conditions aux
limites 3 droite et & gauche, 8 a deux déterminations. On se
trouve en présence de deux champs homogénes différents
qui doivent étre raccordés. L’utilisation d’un éventail de
Prandtl centré en A, et d’ouveture a, permet d’effectuer ce
raccordement de fagon continue.

Avec le rapport de réduction choisi le champ ainsi cons-
truit permet bien, a partir de AA’, de couvrir AB entiére-
ment.

Pour le demi lopin inférieur, le réseau de caractéristiques
est le symétrique de celui-ci.

Le calcul des contraintes dans la zone déformée s’ef-
fectue alors en appliquant les relations de Hencky. En
particulier pour le calcul de la force de poussée F, on a a
connaitre gy; sur AB.

Par application de (3.14),0on a :
Pap = DPaa' T 2ka=k + 2ka, (6.5)
d’ou :

(UII)AB =—2k(1 + (6.6)
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Par raison de symétrie, on a :

(Oag =2k (1 + o),
et
F=2MH-A)x2k(1 +a =8khsin a(l + a)

F x 2k (1 + o) 4k sina(l + o
— I —— a=ﬁa
Pm =P 1+ 2sina

6.7)

XI1.6.2 — Résolution en vitesses

La résolution pour les vitesses part du lopin amont
dont la vitesse est connue, horizontale u,, représenté sur
’hodographe par b, , ¢, ,d, ,cy, b} .

Hodographe

Plan physique

Fig. XIL.19. -- Champ de vitesses.

Une discontinuité de vitesse est possible au franchisse-
ment de BCDA' (et de B'C'DA). L’amplitude de cette dis-
continuité est fixée par la condition que la vitesse en B
doit étre tangente a AB (0b, // AB), et elle est constante
le long de BCDA' : [v,] = u, 1/2 sin .

La vitesse est alors déterminée dans BCDA : elle est
constante égale a4 celle de B.Eneffet,on a par (4.6)
dvg = 0 le long des lignes § d’ou :

T
vg = (Vg)pe = U, cOs (z — oz) (6.8)

sur AB:yp, = Vg

et par (4.5) dv, =0 lelong des lignes o , donc :

G-
Vg = U, cOS\; — @

C’est d’ailleurs bien ce qu’indique la construction de

’hodographe, ol 06, = u, \/72 cos (7: —a )

Dans I’éventail ACD, vg est constant sur chaque rayon

vecteur (par (4.6)), égal 4 sa valeur au point correspondant
sur CD :

vg = U, cos(%—a+¢).

Par (4.5) on voit que v,, constant sur AC, demeure
constant sur chaque rayon vecteur :

S
|

o = U cos(;’r—a) + ./o'd, u, cos (?”—a+¢)d¢

S
|

T
o« = U, sin(z—a+¢)+ue\/7'sina
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Les vitesses dans ACD sont représentées sur 1’hodo-
graphe par l'arc de cercle ¢,d,. On remarquera que la vi-
tesse en A est multiplement définie.

Enfin, pour ADA', v, et vy y sont constantes égales
a leur valeur sur AD et A’D, d’ou :

JZ

v, =g =u87(l + 2 sin o)
et ADA’ se déplace horizontalement en bloc i la vitesse :
u, =u, (1 +2sin o

(représentée sur ’hodographe par '07{4 ), qui vérifie bien
(6.2).

On vérifie immédiatement la condition de positivité :
orientation des discontinuités de vitesse selon les lignes o
et B : (4.7) vérifiée avec A = O dans les blocs ABC, A’B’C’,
ADA'

Le calcul est nécessaire pour ACD : désignant par r le
rayon vecteur, on aboutit a :

sin 1
- u, r¢+(ue\/2'sina+ue sin¢);>0

qui est vraie.

XII.6.3 — Conclusions

Avec les hypothéses faites (localisation de la zone plas-
tique, et hypothéses complémentaires), compatibles entre
elles, il a été possible de mettre en évidence un champ de
contraintes dans la zone plastique de la figure 18, et un
champ de vitesses associé, complété par des mouvements
rigidifiants (translation #, et ,) dans les zones non plasti-

ques. Une valeur de la force d’extrusion F a été ainsi obte-
nue.

XII.7 — Interprétation des solutions obtenues par la
méthode des lignes de glissement

X11.7.1 — L’exemple du probléme de l'extrusion

La solution obtenue pour le probléme de Pextrusion
s’appuie sur un certain nombre d’hypothéses initiales rela-
tives a la zone déformée.

D’autre part, cette solution elle méme demeure incom-
pléte en ce sens que, si le champ de vitesses a été mis en
évidence dans tout le lopin, le champ de contraintes lui
n’a été déterminé que dans la zone déformée ; dans la
partie située en aval de la filiére on peut, comme on I’a dit,
prendre le champ de contraintes uniformément nul, mais
rien n’a été fait concernant la partie amont.

Il est donc naturel alors de s’interroger sur la significa-
tion de cette solution, et en particulier de la valeur de F
trouvée. Comment choisir par rapport a une autre solution
du méme type construite & partir d’autres hypothéses ?
Que peut-on dire, bien que la solution ne soit pas com-
pléte ?

Le tableau XII.1 rapporte les valeurs numériques de
P, = F/2H données par (6.7) pour diverses valeurs de o.

Tableau XII.1
Pression d’extrusion donnée par la formule (6.7)

o' P Pk = F/2kH
20° 0.41 1.096
30° 0.50 1.524
40° 0.56 1.91
42°3 0.57 2.00
45° 0.59 2.092
50° 0.61 2.266
60° 0.63 2.596

On y remarque que pour o > 42°3, la pression moyenne
de poussée a exercer sur le lopin est supérieure a la limite
de plasticité en compression simple en déformation plane,
égale a 2k.

Ceci incite 4 se demander si, pour « > 42°3, et peut-étre
méme avant, il n’y aurait pas lieu d’envisager des solutions
dans lesquelles, plutdt que de s’écouler 4 travers la filiére,
ou tout en s’écoulant i travers la filiére, le matériau s’écra-
serait en amont.

On voit 1a le role, et des hypothéses de départ sur la
zone déformée, et aussi de la non mise en évidence des
contraintes dans la zone déformée (on ne sait pas si, pour
a> 42°3, on peut trouver un champ de contraintes en
équilibre et respectant le critére de plasticité dans la zone
amont, correspondant a la solution de la figure XII.18).

La figure XII.20 représente une autre solution dans
laquelle, les zones déformées allant de la filiére a la surface
libre amont, il y a extrusion avec écrasement.

Plan physique
A E f H
/
; A
F /] ue ﬁ
: 2 ¢’ Ug-Ue
7 Vi
/ E
Hodographe

F ¥4 :
0e,= vitesse & travers EB

[ ue e,d,c,a,

Fig. XI1.20. — Extrusion avec écrasement.

Cette solution dont nous ne détaillons pas le calcul est
T
valable pour-z < a<7f2 quel que soit le rapport de ré-

duction p. Le calcul des contraintes dans la zone défor-
mée est aisé€ et conduit, dans ABC, a :

p=k(l+m—-2a); (7.1)
d’ou
F

Pm =7H

=p 2k(1 +%—a) (1.2)



Il est évident en comparant cette formule a (6.7) que,
pour le méme rapport de réduction donné par (6.1), la
pression moyenne d’extrusion est plus faible dans la nou-
velle solution que dans celle du § XIL.6, puisque a > /4.
Le tableau XII.2 donne quelques valeurs numériques.

Tableau XII.2
Pression d’extrusion donnée par la formule (7.2)

a [ Pmlk
45° 59 2.092
50° 61 2.055
60° 63 1.932

D’autre part, la figure XII.21 représente un mécanisme
d’écrasement total en amont par blocs, qui fournit yo, v p,
la borne supérieure

Pmlk =2, (1.3)

et est valable si en amont de B le lopin a une longueur su-
périeure a 2H.

i

\\\\\‘\[2\\ AN

Fig. XI1.21. — Ecrasement total en amont ; borne supérieure

Il ressort de tout cela que :

e par un changement des hypothéses de départ sur la
zone déformée, on peut construire une autre solution pour
le probléme, et qui conduit & une poussée plus faible ;

o il est certain que ni I’une ni ’autre de ces solutions ne
sont exactes lorsqu’elles fournissent une pression d’extru-
sion supérieure a la résistance en compression simple en dé-
formation plane.

XI1.7.2 — Interprétation des solutions

Dans chacune des deux solutions proposées pour
I’exemple de I’extrusion, par la méthode des lignes de glis-
sement, il a été mis en évidence dans fout le systéme un
champ de vitesses respectant les conditions aux limites, et
la condition d’incompressibilité de la déformation plasti-
que pour le matériau considéré. On peut donc penser a uti-
liser ces champs de vitesses pour appliquer la méthode
cinématique de la théorie des charges limites, et déterminer
ainsi des bornes supérieures pour la pression d’extrusion.

Pour cela, on doit calculer la puissance dissipée dans les
zones déformées pour chacun de ces champs de vitesses,
soit W, (u) et écrire que :

P = Wyw)/2Hu, (7.4)

est une borne supérieure de la pression d’extrusion.

Le calcul direct de la puissance dissipée conduit, compte
tenu de (4.2) et (4.3), pour la partie continue, et du
§ XII.5.1 pour les discontinuités, a la formule :

Wy =k [

W) =2k [ |éa[,|dS+kj; | {11 ds
(7.5)

soit encore :

0
Zv“ 00 B, B0l sy
§

—v, — +
s Basﬁ s, * 3s,

+k [ (logli+(ly)Dds  (76)
=

ou les intégrales de surface portent sur la surface déformée
@, et les intégrales curvilignes sur les lignes de disconti-
nuité de #. Le champ de vitesses vérifiant la condition de
positivité, on peut faire disparaitre les signes | | dans
(7.6).

On peut aussi, pour calculer Wd(u) revenir a la défini-
tion et remarquer que les équations de Geiringer et la con-
dition de positivité, ainsi que les conditions homologues
sur la discontinuité de vitesse, assurent que en tout point
de la zone déformée et des lignes de discontinuité, le
champ [o] et le champ [€] (y compris [#]) sont associés
par la régle d’écoulement. Autrement dit, on aura aussi :

Wow) = [ tr(fo]. [e])dS+ fz [ . [0] 7 ds
(7.7)

Y - ’ s . . . - ’
ou n désigne la normale 4 la surface de discontinuité.

Le second membre de cette formule se transforme par
application du principe des puissances virtuelles, puisque le
champ est en équilibre, et qu’il n’y a pas de déformation
en dehors de @et 2. Il en résulte en désignant par p,, ([0])
la valeur de p,,, calculée par le champ [o] (formule (6.7) ou
(7.2) dans les deux solutions précédentes) que :

W, () = p,, ([o]) . 2H u, (7.8)

Autrement dit p,, ([6]) est précisément la borne supé-
rieure (7.4) que fournit le champ u.

L’interprétation des solutions est donc la suivante, par-
faitement cohérente avecles remarques faitesau § XI1.7.1 :

Les valeurs de p,, obtenues au moyen des deux solu-
tions proposées, par la méthode des lignes de glissement,
sont des bornes supérieures pour la pression d’extrusion. 1l
convient donc de ne retenir que la plus faible, sans évidem-
ment étre assuré que c’est la valeur exacte.

XIL.7.3 — Solutions incompleétes, solutions complétes

Le raisonnement fait dans le cas particulier ci-dessus est
général. Une solution construite par la méthode des lignes
de glissement en respectant toutes les conditions indiquées
(en particulier la condition de positivité sous ses diverses
formes) ressortit d la méthode cinématique, et fournit
donc :

e dans le cas d’un paramétre de chargement unique, une
borne supérieure de I’effort a appliquer ;

e dans le cas d’'un chargement a n paramétres Q, (sou-



218

vent n = 2 ou n = 3) un plan non sécant a la frontiére
d’écoulement du systéme étudié.

Il est évident que si de plus on sait compléter le champ
de contraintes hors des zones déformées, en respectant le
critére de plasticité la solution ressortit aussi d la méthode
statique et la valeur obtenue est donc la valeur exacte de
P’effort 4 appliquer.

On dit que I’on a alors affaire 4 une solution compléte.
Les solutions précédentes, ou le champ de contraintes n’est
connu que dans les zones déformées, sont appelées solu-
tions incomplétes.

XI1.7.4 — Autres types de solutions

Il arrive dans certains cas qu’en utilisant uniquement
les résultats énoncés au § XII.3, concernant les con-
traintes, on parvienne a construire des solutions dans les-
quelles un champ de contraintes en équilibre et respectant
le critére est connu dans tout le solide (zones plastiques et

non plastiques).

On a alors affaire a une solution statique fournissant
donc une borne inférieure.

D’autre part, suivant la remarque faite au § XI1.4.2 on
voit que l'utilisation des équations de Geiringer sur fout
réseau de lignes orthogonales conduit 4 un champ de vi-
tesses & divergence nulle. D’olt une solution cinématique
ou on calcule la puissance dissipée par (7.6) et qui fournit
une borne supérieure. C’est en particulier le cas que se pro-
duit lorsque on utilise comme réseau orthogonal un réseau
de Hencky, sans que le champ [€] puisse étre associé 4 un
champ [0] construit sur ce réseau (par exemple : condition
de positivité impossible 4 satisfaire simultanément partout).

XII.8 — Organigramme de I'utilisation courante de la
méthode des lignes de glissement :

Pour terminer, nous résumons sous forme d’organi-
grammes ['utilisation courante de la méthode des lignes de
glissement.

Hypothéses a priori concernant

les zones plastiques

f

Méthode des caractéristiques

(équations de Hencky)

{

3

Voie statique

Champ {o] dans des zones plastiques

Réseau (o, §) Champs p, 8

Voie cinématique

= 0).
Valeur Q([o]) de P'effort

NON |¢

* Trouver prolongement Pas d’interprétation

Y

Méthode des caractéristiques
(équations de Geiringer)

I

est borne supérieure

de [o] “statique’”’de 9 Pas ctati NON | ® Champ % satisfait toutes les
<0 Q([e]) as d'interprétation conditions aux limites
“cinématique” de
+ oul Qo)) Y our
s ,f 10
Q ([o]) est une NON Vérifier condition A >0
borne inférieure 1
Calculer

. . >

W, () = 2fklél dS+ [k([u]|dS oul

12 . 13

Q =W, w/q Q([eD

est borne supérieure

f

Q([o]) est la valeur exacte
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Hypothéses a priori concernant
les zones plastiques

!

2

Méthode de caractéristiques
(équations de Hencky)

{

3

Voie statique

Réseau (a, §) Champs p, 8
Champ [o] dans des zones plastiques
=0
Valeur Q ([0]) de I'effort

Voie cinématique

¥

Méthode des caractéristiques
(équations de Geiringer)

W) =2 [klegsl dS + fkI[d]ds

4 6
Trouver prolongement | NON Pas d’interprétation +
Ctatinrn®® ry ] -
?e glag Stg'?[“:]) de Pas d’interprétation NON Champ # satisfait toutes
“cinématique” de les conditions aux limites
+ oul Q ([eD + oul
5 'f 10
QoleK m NON | Vérifier condition A > 0
Calculer

OUI

!

12

KC{Q10.3w - W, <0}

13

KC{Q1Q-3dol).Faw <0}

f

15

-
Q ({o]) est chargement limite

Le premier organigramme traite du cas ou ’on a affaire
a4 un chargement dépendant d’un paramétre scalaire
unique :

Q est ce paramétre, représentant ’effort ; ¢ est le para-
métre représentant la vitesse, associé a4 Q dans ’expression
de la puissance.

Le deuxiéme organigramme traite du cas général ou le
chargement dépend d’un nombre fini n de paramétre Q;
représentés par un vecteur G dans un espace i n dimen-
sions. § est le vecteur 4 n composantes q;, représentant les
paramétres de vitesses, associé 4 Q dans l’expressior_l) de la
puissance. K est, dans I’espace des chargements Q l’en-
semble convexe des chargements qui ne produisent pas
I’écoulement plastique du systéme ; sa frontiére est le lieu
des chargements limites.
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EXERCICES

1 — Extrusion avant

On reprend le probléme de 'extrusion avant, sans conteneur, i
travers une filiére d’angle «, sans frottement. On suppose que le
rapport de réduction est :

p > 2sina/(1 + 2 sina)

Le réseau de 1ignes de glissement qui fait suite a celui proposé
au paragraphe 6 est représenté sur la figure (on a tracé deux demi-
figures pour deux valeurs de p).

1) Expliquer sa construction,

2) Comment varie la valeur de p,,, donnée par cette solution quand
p 7(p,, = F[2H)
3) Construire ’hodographe dans le cas p = p,

4) Est-l possible de construire un champ de vitesses a partir de ce
réseau de lignes de glissement dans le casp = p, ?

Eléments de réponse

1) On fait la méme hypothése sur AA' que dans le cas ol
p = 2sina/(1 + 2sina). Les réseaux sont identiques au précédent
jusquaux caractéristiques A'THGB et AIG'B'. Ensuite, la construc-
tion est poursuivie en utilisant :

— la condition de frottement nul sur la filiére (donc angle d’inci-
dence des caractéristiques = w/4),

— la symétrie par rapport 4 I'axe (donc caractéristiques inclinées
a w/4 sur 'axe).

Certains champs sont semi-homogénes ou homogénes par appli-
cation du théoréme de Hencky (BDEG par exemple).
2) Ona:
F <op> H — k)
Pnow =T P
en désignant par <o;> la valeur moyenne de oy sur la filiére.

A R fixé si H7,p 7 et aussi <oy> ; en effet : <oy > estnon
décroissant sur AC (appliquer les équations de Hencky en partant de
AA").

Donc p,, 7 sip7.

3) Hodographe pourp = p, :

4) Danslecasp = p, :

Impossibilité de construire un champ de vitesses admissible. PQ
est ligne de discontinuité de vitesses, QR et RS aussi ; RS ne débou-

chant pas sur AA’ en A ou en A', ceci est incompatible avec une
translation en bloc a droite de AA'.

2 — Extrusion arriére

On étudie I'extrusion arriére symétrique dans un conteneur sans
frottement par un poingon rectangulaire sans frottement.

1) Commenter les réseaux de lignes de glissement représentés
sur la figure.

2) Comment varie la pression d’extrusion en fonction du rapport
de réduction ?

3) Montrer que 1 et 5 sont également valables s’il y a frottement,
quel qu’il soit, sous le poingon.

Eléments de réponse

1)

Réseaul : p =

L1
L
construit a partir de ’hypothése “contrainte verticale uniformément
nulle sur AH et A'H'”; et des conditions aux limites “frottement
nul”. Champs homogénes, éventails de Prandtl, champ homogéne

sous AA" Appliquer les équations de Hencky a partir de AH : pres-
sion uniforme sous AA" : P =@+ 2k

N | o=

champ de vitesses avec discontinuité le long de ACB’, A'CB, BA,
B'A’. Pas de glissement sous AA’.



i L —1! 1
Réseau3 : p = ——— = —
L 3
construit a partir des mémes hypothéses.
= pression uniforme p,, = (7 + 2)k.

champ de vitesses : discontinuité le long de CDB, CD'B’, BA et B'A’.
Ily a glissement sous AA’.

1
Réseau 5 : p < —3
construction analogue i 2. Pression uniforme sous AA’. Appliquer
les équations de Hencky : p non décroissant sous AA’ lorsquon va
de A (ou A")versle centre,p,,7 si p 7.

champ de vitesses, avec glissement sous AA’ et lignes de discon-
tinuité, compatible avec le mouvement de translation uniforme au-
dessus de AH (et A"H') si les lignes de glissement aboutissent en A et
A'. (’hodographe est semblable au réseau de lignes de glissement).
1 1
Réseau?2 : — < p < —
3 2
Construit a partir des mémes hypothéses que 1 et 3.
Pression uniforme sous AA” : P = (m + 2)k.

Pas de champ de vitesse compatible : lignes de discontinuité AB,
A'B', BDCE', B'D'C'E, et EFG, E'F'G’ qui n’aboutissent pas en A
etA'.

1
Re’seau4:]>p>5

Contruit a partir de I'hypothése de pression uniforme sous AA'.

Contraintes déterminées en écrivant la nullité de la composante
verticale sur ABC.

Champ de vitesses : construire 'hodographe semblable au réseau
de lignes de glissement. It n’y a pas de glissement sous AA'.

2) La variation de p,, donnée par cette solution en fonction
dep:

1 1
pm=ctes1§<p<§

1
P, 7 siph p<§

1
ourp > —
pour p 2

11 faut déterminer les valeurs de p sur OA.

p
A
/d
B

& Nox

p \ de A vers B et la cission k se redresse.
p est déterminé par : résultante verticale nulle.

Donc p sur OA > la valeur déterminée en supposant OAB recti-
ligne paraliéle a OA :

p > kcotg p.

Donc sous le poingon :

m
log: > k(1 +cotg1>+;+2¢>)

s
qui est croissant pour ¢ > 3
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1
Donc P 7 si p7‘>;

\
(m+2)k \\B\s...

1o 1
5 T P

pm

B.S,

3) Pour les réseaux 1 et 4, il n’y a pas de glissement sous AA'
ce qui est compatible avec la cission nulle, méme s’il y a frottement.

3 — Enveloppe cylindrigue épaisse sous pression interne.

On se propose de déterminer la pression limite d’une piéce cy-

_ lindrique (probléme de déformation plane) de section carrée de

cOté 2a, percée axialement d’un trou cylindrique de rayon b.

1) On considére d’abord le cas d’un tube cylindrique de rayons
extérieur et intérieur a et b, soumis a une pression interne, la pres-
sion externe étant nulle. On suppose le tube entiérement plastique.

Quelles sont les lignes caractéristiques o et § ? Quelle est la valeur
de 1a pression interne ? Signification de ce résultat ?

Peut-on aussi associer un champ de vitesses plastique d ce champ
de contraintes (champ de vitesses radial, par exemple). Consé-
quences ?

2) Utiliser la solution ci-dessus pour la construction d’une solu-
tion statique pour la piéce carrée.

Commenter le champ de vitesses esquissé ci-dessus. Consé-
quences ?

Eléments de réponse

1) Directions principales des contraintes 7 et §.
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n
Caractéristiques 3 — sur les rayons vecteurs : ce sont des spirales
logarithmiques.

o, plus grande pression = oy
dr

Lignes @ : — = df
r

dr
Lignes § : — = —d#
r

dr
lelong de laligne o : dp + 2kdf =dp +2k— =0
r
pour r=a o;=0,p=—%
a
pour r=b o= -2kLog 5
Champ connu partout, donc c’est une B.I. de la pression limite :

a
Plim = 2k log 5

Champ de vitesses radial :

2
0, (") = —v5() = v() 2£

Les deux équations de Geiringer donnent :

dv —adr
—=——=y=qf
v r

(évident par P'incompressibilité).
Et la condition de positivité :
vérifier que : €, =€ <0
et: €gp =6 >0
dv —a

or €, =;=rT<0

' a
Donc c’est aussi une BS. | p;;.. =2 klog 5

2) Champ de contraintes : le méme i lintérieur du pointillé,

a
complété par le champ nul au dehors. = Piim = 2k log b

Champ de vitesse selon ’hodographe.

La condition de positivité se vérifie graphiquement par le théo-
réme du 5.

a
im = 2Kklog —
Plim ] b

la matiére supplémentaire ne sert a rien.

C2 d,
b,

q“\\//”m

by o b1

La ligne pointillée représente les vitesses le long de AC.

Hodegraphe

Elle est définie par la différence (algébrique) des variations
d’angles = constante.

4 — Vérification graphique de la condition de positivité

On considére dans le plan physique deux points infiniment voisins
=
MetM + dﬁ, ol les vitesses sont % et % + dif. On suppose que dM

™
est situé dans 'angle (@, ) = + Z

Montrer que la condition de positivité est équivalente a la condition
- > -
dM.du =0  gM dansI'angle (a , §)

Conséquences de cette propriété si 'on compare les orientations
des lignes a et § dans le plan (x, y) et de leurs images a et b dans le
plan de I'hodographe ?

Eléments de réponse
M +d—|\ﬁ
B
-
M

Condition de positivité : €, > 0

Equations de Geiringer : €, = €55 = 0

en M 1 u
au du
en M+ dM CU A+ — dx® + ax?
ax® xP
M .di = dx® . ¢ °+(av°‘ ao)dﬁ
.du =dx® . €,,dx ax_ﬁ_v‘*W /X
1) a0
+adxfe dx"’(—@-+v ——) dx®
" Csp X Uaxf

—-> > .
dM .du = 2¢,5dx® dx?
En fait, plus rapidement :
> —> — -> >
dM .du = dM .gradu . dM
= dM .[¢]dM
-> >
dM .du = 2e,5dx® dx?
car €,, = €gg =0
Condition de positivité équivalente 4
dM .du > 0 Vdx®,dx" >0

D’ou graphiquement :

Ba Vrai B 4
ab Faux

%4

5 — Poingonnement d’un demi-espace.

On poingonne un demi-espace (déformation plane) par un poin-
¢on rectangulaire indéformable soumis a une force axiale. On sup-
pose que la zone plastique part de sous le poingon pour déboucher
a la surface libre de part et d’autre de celui-ci. Il y a frottement
maximal (m = 1) au contact.



Construire le réseau de lignes de glissement.
Champs de vitesse ?

Valeur de la pression moyenne de poingonnement ?

|

Le champ déterminé par la condition de surface libre sur AB est
homogéne : ABC (de méme pour A'B'C"). Poursuite par éventails
de Prandtl et champ homogéne (analogue & Yextrusion avant).
Pression uniforme sous : AA’ : — oy = (m + 2) k (équations de
Hencky).

Champ de vitesses : hodographe semblable au réseau de lignes
de glissement. A'B'C’, ABC, AA'D se déplacent en bloc. v =0,
v, = cte dans A'DC’ ; v, = 0, vg = cte dans ADC. Condition de
positivité vérifiée.

Il n’y a pas de glissement sous AA’.

6 — Poingonnement symétrique d’un bloc.

Un bloc de largeur 2L, de hauteur 24, est poingonné symétri-
quement et axialement par deux poingons rectangulaires indéfor-

2
mables de largeur : 22 < 3 L.
Une premiére solution évidente utilise les résultats de 5.

Commenter et expliquer I'autre solution dont le réseau de lignes
de glissement est représenté sur la figure.

2a
L e

A

2h
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Eléments de réponse

Le réseau de lignes de glissement est construit 4 partir de ’hypo-
thése d’une pression normale uniforme sous les poingons : champ
homogéne AA'B. On poursuit par deux éventails de Prandtl ABC
et A'BC’ symétriques. On construit ensuite le réseau de Hencky dé-
fini par BC' et BC : BC'DC. L'ouverture des éventails est telle que
D soit au centre du bloc.

La pression est déterminée par la condition : composante hori-
zontale de la résultante des contraintes sur A’C'D = 0 ou, de fagon
équivalente, sur I'axe ID.

Al lI JA

Si o;;=—7P sous AA', on a, par les équations de Hencky :
py=P — k - dky

On voit que p décroit sur I'axe quand on descend de B vers D.
On atteint méme des valeurs négatives (contraintes hydrostatiques
de traction) pour des valeurs suffisantes de #/a.

Le champ de vitesses correspond 4 des mouvements de trans-
lation symétriques des deux zones non déformées. Les vitesses
sont déterminées dans AA'C'DC, (et symétrique). L’hodographe
facile & construire, est semblable au réseau de lignes de glissement.
I y a enfoncement vertical des poingons et du bloc AA'B (et symé-
trique) : il n’y a pas de glissement sous AA’. La condition de posi-
tivité se vérifie graphiquement.

Conclusion

pour chaque valeur de h/a cette solution fournit une B.S. pour la
pression de bipoingonnement.

D’autre part, la solution tirée du poingonnement simple, four-
nit pour #/a >+/2 la B.S. constante (7 + 2) k.

On retiendra la plus faible des deux valeurs.



