59

OFFPRINT FROM

LIMIT ANALYSIS AND RHEOLOGICAL
APPROACH IN SOIL MECHANICS

edited by
W. OLSZAK - L. SUKLIE

CISM COURSES AND LECTURES NO. 217
International Centre for Mechanical Sciences

SPRINGER-VERLAG WIEN-NEW YORK, 1979



PLASTICITE POUR LA MECANIQUE DES SOLS

PAR

JEAN SALENCON

Ecole Polytechnique et E.N.P.C. (Paris)



Plasticité pour la mechanique des sols 97

AVANT PROPOS

Le but de ces lecons est double: faire en quelque sorte I’état des connaissances
en ce qui concerne lapplication de la théorie de la Plasticité en Mécanique des Sols,
et aussi attirer l'attention sur un certain nombre de lignes de recherche nouvelles et
intéressantes aux yeux de lauteur.

Dans I'ouvrage, Théorie de la Plasticité pour les Applications 3 la Mécanique des
Sols (ed. Eyrolles, Paris), Vauteur a traité plusieurs des questions évoquées ici, en
donnant les démonstrations des théorémes et les calculs détaillés ainsi qu’une
bibliographie assez abondante. Cela nous permettra de ne donner, sur ces questions,
que des rappels des principaux résultats et des compléments bibliographiques
éventuels, renvoyant a louvrage cité, le lecteur soucieux d’approfondir. Nous
insisterons donc sur les idées directrices illustrées par des exemplees typiques
d’application.
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PLASTICITE et MECANIQUE’ DES SOLS

Jusqu’aux travaux de Terzaghi, la Mécanique des Sols était pour lessentiel la
théorie de la poussée des terres établie dans le but d’étudier la stabilité des ouvrages;
les travaux de Coulomb, Rankine, Résal et Caquot sont célébres dans ce domaine.

Avec Terzaghi laccent a été mis sur le comportement du sol, milieu a trois
phases, dans lequel 1 ‘eau interstitielle joue un role essentiel. On s’est alors préoccupé
des problémes de tassement, de consolidation, laissant de coté le calcul des charges
ultimes. Il est apparu beaucoup plus important pour un mécanicien du sol de
posséder une longue pratique du matériau que de procéder & des analyses théoriques.
Clest sans doute 1a origine d’une boutade désormais classique affirmant que dans
Mécanique des Sols il y aurait plus de Sols que de Mécanique.

La théorie de la Plasticité quant a elle, s’est principalement développée a propos
des problémes concernant le métal; en particulier les théorémes de lanalyse limite,
outils essentiels du calcul dans le schéma de comportement rigide-plastique, ont été
formulés, il n’y a guére plus de 20 ans, dans le cas du matériau ““standard” de Tresca
ou de Mises. Le lien avec la Mécanique des Sols se faisait surtout par la théorie des
équilibres limites plans (Mandel, Sokolovski) dans le cas du matériau de courbe
intrinséque quelconque.

Il semble maintenant, compte-tenu de Uétat actuel de la théorie de la plasticité
pour le métal, qui se présente comme un corps de doctrine trés cohérent, qu’un
rapprochement trés fructueux doit étre fait sur de nombreux points avec la
Mécanique des Sols. Bien des raisonnements employés par le mécanicien des sols
—par exemple pour les calculs de capacité portantes— des méthodes utilisées,
souvent avec difficultés —calcul a la rupture notamment— se trouvent alors éclairés
par référence a leurs homologues dans le cas du métal et des théorémes ont été
établis pour les matériaux plastiques dont le comportement n’obéit pas a la régle de
normalité, ce qui semble étre le cas des sols.

Ainsi, sans contester que le modéle de comportement plastique classique, et a
fortiori rigide-plastique, constitue une schématisation simpliste du comportement

_ réel des sols, il apparait que les errements usuels du mécanicien des sols dans l'étude

de certains problémes correspondent a lutilisation de ce schéma, méme s’ils
paraissent parfois ne reposer que sur des idées intuitives et naturelles comme c’est le
cas par exemple avec le calcul a la rupture. Pour ces raisons, un enseignement
dégageant la signification des procédés de calculs utilisés en Mécanique des Sols a la
lumiére de la théorie de la Plasticité nous a paru répondre a un besoin actuel.
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MODELE DE COMPORTEMENT PLASTIQUE
et
COMPORTEMENT DES SOLS

1. MODELE CLASSIQUE DE COMPORTEMENT PLASTIQUE
Le modéle de comportement plastique classique introduit les deux notions
fondamentales de
* critére de plasticité (ou d’écoulement)
et ‘
* régle d’écoulement,
qu’il y a lieu d’envisager séparément.

1.1. Critére de plasticité — Ecrouissage
Le domaine d’élasticité du matériau est caractérisé par une fonction scalaire f
du tenseur des contraintes 0, appelée fonction de charge (yield-function), telle que:

flg) <0 (1.1)

corresponde a I'intérieur du domaine d’élasticité.

Le matériau est dit parfaitement plastique (perfectly-plastic) si ce domaine est
fixe, indépendant des déformations plastiques; il y a écrouissage positif ou négatif
(strain-hardening or strain-softening) si le domaine d’élasticité est entrainé par le
point de charge o : dans ce cas on écrira souvent f sous la forme:

f(o, E)

ou E symbolise ’écrouissage.

Il semble qu’indépendamment de toute autre hypothése, on peut admettre la
convexité de f (convexity) par rapport 3 ¢ comme une propriété générale pour les
matériaux usuels. -
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Rappelons les critére classiques utilisés pour le métal: Critére de von Mises:

(1.2) 2 _ g2
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s = déviateur de 0,k = cission limite;
Critére de Tresca:

(1.3) f = Sup (o, - 0,) — 2k

0, = contraintes principales, k = cission limite.
Dans le cas général, si le matériau étudié est isotrope, f doit étre une fonction

isotrope de g .

1.2. Régle d’écoulement
Lorsque le point de charge ¢ est sur la frontiére f = 0 du domaine d’élasticité
actuel et y demeure, il y a déformation plastique qui se superpose  la déformation
élastique. La régle d’écoulement (flow-rule) définit le tenseur vitesse de déformation
plastique (plastic strain rate) dP.
On a de fagon générale: -
dans le cas du milieu écrouissable:

(1.4) et tr (g_fr g)> 0
d® = 0 dans les autres cas.

d® = \H(g) si f(g) =0 e o (B . g

(1,5)\ A=>0 =

Ha
I
(=]

d? =0 dans les autres cas.

(L
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De plus, si le matériau est isotrope d® et g ont un systéme de directions
principales communes.

1.3. Principe du travail maximal — Matériau standard

Le principe du travail maximal posé par Hill exprime que si g est un
tenseur-contrainte plastiquement admissible — f(g, E)< 0 — auquel d? est associé
par la loi de comportement plastique, et si g?k est un autre tenseur contrainte
quelconque plastiquement admissible dans le méme état — f( 0*,E)< 0—ona:

tf(g—g*)d°1 >0 (1.6)

1l implique:
* laconvexité de f eng
* la normalité de la régle d’écoulement, 3 savoir:

of (g, E)
g"=>\a—g= s, A=>0 (1.7)
si f est une fonction réguliére,
ou d® e X 3f(0,E), A >0

pour comprendre aussi le cas d’un point coniqu-

On dit aussi que dans ce cas la régle <o ulement est associée au critére
(associated flow rule), ou encore, suivant Radenkovic, que le matériau est standard.

On remarquera enfin qu’actuellement beaucoup d’auteurs préférent plutdt que
de parler de principe du travail maximal, expliciter les deux propriétés de
CONVEXITE et NORMALITE (I'aspect mathématique prenant ainsi le pas sur la
signification mécanique).

Dans le cas particulier du matériau de Mises, on a:

o
la=3
Il
>
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>
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et pour le matériau de Tresca en se plagant dans le repére principal:

1.9 & =, d&® =0, d=—-A, A20si0 >0, >0
1 2 1 2 3
et

dl:=>\+[.l, dg=—u, d? = — 2, ANu=>0sio >0,=0¢

3 3°
(1.10)

2. COMPORTEMENT PLASTIQUE DES SOLS

La définition d’un comportement plastique pour les sols présente, si 'on y
regarde de prés, de nombreuses difficultés et il pourrait sembler qu’il s’agisse 13 d’une
schématisation abusive. Pourtant le succés des calculs d’équilibres limites dans la
pratique de l'ingénieur, seuls disponibles de fagon systématique lorsque l’on a i
dégrossir un probléme nouveau prouvent l'utilité de I’emploi raisonnable de ce
modeéle de comportement.

1l ne faut dailleurs pas perdre de vue que des difficultés analogues se présentent
pour toute autre tentative de schématisation, simple pour étre utilisable, du
comportement des sols. L’essentiel est que le modéle de comportement adopté, soit
adapté au probléme 3 traiter.

2.1. Critére de plasticité

La figure 1, extraite d’un travail de Radenkovic, représentant des courbes de
charge en coordonnées sans dimensions pour les sols et pour le métal, met
clairement en évidence la différence de comportement entre les deux matériaux:
pour les sols, les déformations irréversibles apparaissent pratiquement dés le début et
il y a lieu, si on veut les suivre, d’adopter un modéle de comportement plastique avec
écrouissage. Un palier est atteint pour des déformations importantes; c’est en fait &
cette valeur, prise comme seuil, que I'on s’intéresse en général: le critére de plasticité
utilisé correspond donc ainsi 4 un écoulement plastique bien établi, avec toutes les
difficultés que cela comporte pour sa définition.

Le critére de plasticité adopté le plus souvent est le critére de Coulomb, sous
forme courbe intrinséque pour lequel:

H

b ]
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g.—0 o, + o0
flg) = 152 + L2 sing — Ccosyp (2.1)
6, 20,>0,, (> O sitractions) .

SABLE (DENSE)

10 20

Fig. 1 — Courbes de charge pour acier, sable dense et sable
lache (densité plus élevée de 10% pour le sable dense)

D'autres formes de critéres, apparentées 3 celle-ci, ont aussi été proposées
rendant plus commodes certains calculs —critére de Drucker-Prager par exemple, qui
fait intervenir la contrainte principale intermédiaire 0, . Les résultats ex-
périmentaux tels que ceux rapportés par Lade (1973) semblent indiquer que la
forme (2.1), sans &tre exacte, traduit bien certaines propriétés des sols: rdle moindre
de la contrainte principale intermédiaire.

Pour les argiles saturées non drainées le critére adopté est celui de Tresca, c’est
a dire (2.1) dans lequel ¢ = 0. .

Les travaux récents de Mandel sur le comportement plastique faisant intervenir
la notion de triédre directeur, devraient trouver dans les sols un vaste champ
d’applications. Nous renverrons le lecteur au cours professé en 1971 au C.I.S.M.
pour tous détails sur cette théorie qui n’a pour Iinstant malheureusement recu
aucune application pratique.
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o

¢ = 48.5°
@ =38.6°

surfaces limites
de Coulomb

d'aprés Lade (1873)

Fig. 2 — Sections par un plan déviateur des sur-
faces limites de plasticité pour un sable
dense et un sable liche (essais triaxiaux
vrais).

2.2. Régle d’écoulement

Le probléeme de la régle d’écoulement plastique des sols est de loin le plus
délicat.

Mettons tous de suite 4 part le cas des argiles saturées non drainées, pour
lesquelles 1’écoulement plastique se fait sans variation de volume et suivant le
principe du travail maximal.

I parait acquis par contre que pour les sols ¢ # 0, le principe du travail
maximal n’est pas valable: il conduirait 3 une variation de volume—dilatance bien
supérieure a ce qui est observé expérimentalement; lorsque la densité critique est
atteinte la déformation plastique s’effectue pratiquement sans variation de volume.

Suivant Radenkovic nous classerons les approches du probléme de la loi de
comportement plastique des sols en deux groupes:

* approches “d’esprit cinématique”, dans lesquelles on tente de construire la loi
de comportement a partir de considérations sur la cinématique du milieu granulaire:
le concept directeur est que la déformation s’effectue par glissement —en fait
cisaillement— le long de facettes sur lesquelles la limite de frottement est atteinte.
Les travaux de Mandel, Geniev, Spencer, de Josselin de Jong, ressortissent i cette
catégorie. Il convient d’insister, comme Radenkovic, sur le fait que cette approche
ne fournit pas une loi de comportement au sens classique puisqu’elle fait intervenir

-
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non seulement la vitesse de déformation d mais aussi la vitesse de rotation w . Ceci
explique les diverses difficultés rencontrées dans cette approche, lides au probléme
de la rotation (Mandel, Mand! et Luque, de Josselin de Jong).

Ici encore les notions de milieu polaire, ou milieu i directeurs introduit par
Mandel, devraient dans I’avenir conduire i des résultats intéressants.

* approches basées sur la notion de potentiel plastique: dans cellesi, dP est
défini comme dérivant d’un potentiel plastique g, distinct de f si le matériau n’obéit
pas au principe du travail maximal. Cette idée, qui sous sa forme générale est due 3
Radenkovic (1962), avait été présentée par Jenike et Shield {1959) dans le cas d’un
sol de Coulomb en utilisant le potentiel de von Mlses d’ou:

d® =2s, A>0 (2.2)

soit dans le cas plan:

dx/c0520=—dyy/cos20=dxy/sin20=)\>0 (2.3)
ol 6 = (0x,0,).

De méme on a associé le critere de Coulomb i un potentiel de Tresca, en
imposant de plus comme conséquence de I'isotropie du matériau, la coincidence des
directions principales de g et de d.

Plus généralement Bent Hansen (1958), Radenkovic (1961), ont associé un
critere de plasticité de Coulomb d’angle ¢ et un potentiel plastique, de Coulomb
également, d’angle v 0< v < ¢, en imposant de plus la coincidence des
directions principales due 2 I'isotropie, d’ou:

di = M1 + siny), df = 0, d® =—A(1—sinp), A0 (2.4)

en régime de face 0,>0, > o0,

df = A+ p) (1 +sinv), d¥=-p(1—sinv), d°

Il
>
=
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!
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en régime d’aréte ¢, > 0, = 0,
Si v = ¢, on retrouve le matériau de Coulomb standard et si » = 0 la
déformation plastique s’effectue sans variation de volume, selon la régle de Tresca.
Une telle représentation parait en accord avec certains résultats expérimentaux
obtenus par ’Ecole de Cambridge.

Il est & signaler que la question de la coincidence des directions principales de d
et g comme conséquence de lisotropie est fortement controversée: ainsi de
Josselin de Jong admet une déviation entre les deux systémes de directions
principales caractérisée par un angle ®.

Enfin, on doit aussi remarquer que dans (2.4, 2.5), les conditions A > 0,
p > 0, sont plus restrictives que la condition thermodynamique de non négativité
de la puissance dissipée (il y a équivalence pour » = 0).

On voit ainsi que les approches basées sur la notion de potentiel plastique font
une trés nette distinction entre les notions de

critére de plasticité ~ (quand? )
et de régle d’écoulement (comment? ) ;
tandis que les approches “d’esprit cinématique” mélent intimement les deux
notions, ce qui ne contribue apparemment pas a clarifier les choses. Aussi il semble
que les approches du deuxiéme type soient pour P'instant les plus fructueuses.

Du point de vue expérimental, on doit mentionner les longues recherches
effectuées par I’Ecole de Cambridge (Roscoe et al, 1967), par Goldscheider et
Gudehus (1973), avec de vrais appareils triaxiaux. Ainsi le résultat remarquable
suivant a été rapporté (figure 3): normalité de la projection de d dans le plan
déviateur 3 la section du critére de plasticité apparenté au critére de Coulomb
comme on I’a dit au  § 2.1; la déformation de volume pourrait étre représentée par

L]
doe;; \ 42 s,

Fig. 3 — Section de la surface limite par le plan
déviateur, et normalité dans ce plan.

~ _

S, ~——— —

$;

d'apres Goldscheider et Gudehus (1373}
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une fonction de dilatance dépendant de la densité, (Gudehus, 1973).

Il convient aussi de signaler les travaux de Drescher et de Josselin de Jong pour
étudier la cinématique des milicux granulaires sur modéles photoélastiques.
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PROBLEMES D’ELASTOPLASTICITE
EN MECANIQUE DES SOLS

1. PROBLEMES D’ELASTOPLASTICITE

Pour un milieu élastoplastique, la loi de comportement s’obtient en écrivant
que:

d=4d"+d (1.1)

somme des parties élastique et plastique, cette derniére étant définie par la regle
d’écoulement plastique.

Par suite du caractére incrémental de cette loi, on doit pour déterminer I’état
de contraintes et de déformations dans un état de charge donné, suivre (et donc
connaitre) tout le trajet de charge qui aboutit i cet état. La résolution de tels
problemes est donc longue; il est rare que ’on puisse proct der par voie analytique et
Pon a en régle générale recours 4 des méthodes numéri jues, 4 propos desquelles des
problémes de convergence du schéma numérique dans le temps peuvent se poser
(Nguyen et Zarka, 1972).

Dans les derniéres années de nombreux problémes d’élastoplasticité ont ainsi
été résolus numériquement, en général dans le cas de matériaux de Tresca ou de
Mises a écrouissage positif ou méme négatif; le matériau de Coulomb ayant aussi été
abordé avec D'inévitable probléme dii i la régle d’écoulement, certains auteurs
prenant la régle de normalité, d’autres telle ou telle hypothése présenté au chapitre
précédent. ’

Tous les calculs numériques ont été menés dans I'hypothése des petites
déformations, sans tenir compte des changements de géométrie.

Les calculs d’élastoplasticité nécessitant comme nous l’avons dit la connaissance
du trajet de charge —donc des contraintes initiales— P'utilisation de tels calculs en
mécanique des sols n’est pas évidente, a la différence du cas du métal.
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2. CHARGE CRITIQUE — CHARGE LIMITE

Nous allons 4 partir d’un exemple essayer de dégager les différents com-
portements possibles pour un systéme en matériau élastoplastique soumis 3 un
processus de chargement.

2.1. Enveloppe sphérique soumise a une pression interne

Nous étudions d’abord le cas d’une enveloppe sphérique de rayons initiaux
intérieur et extérieur a, et b,, soumise i une pression interne croissante p, la
pression extérieure étant nulle. Les contraintes initiales sont nul]es L’enveloppe est
constituée d’un matériau de Tresca standard, sans écrouissage.

o
o
[}

Fig. 1 — Enveloppe sphérique soumise a une pres-
sion interne

En supposant les déformations petites, on obtient aprés des calculs classiques la
pression p en fonctlon du rayon ¢ de la frontiére entre zone élastique et zone
plastique.

3
(2.1) p=4C[1(1——-—)+ ln—]
3 a

2}

formule ne faisant pas intervenir E et » , ce qui est une particularité due aux
propriétés de la solution élastique de Lamé.

La limite d’élasticité du systéme étudié sous ce type de chargement, définie
comme correspondant & l'apparition de la plasticité en au moins un point,
correspond a ¢ = a_ et est:

4 o
(2.2) P, = 3C(1-=).

Wy
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La plastification totale de I’enveloppe correspond i ¢ = b, et est atteinte pour:

P=pg=4Cln %, (2.3)
o
Cest la pression maximale possible car les déformations plastiques qui étaient
jusque-la limitées par la couche élastique qui entourait la zone plastique (a_ < r <c)
deviennent alors libres. La déformation se poursuivrait alors sous charge constante si
Pon ne tenait pas compte des changements de géométrie.
Py est apelée la pression limite du systéme. .
Remarquons que cette valeur est susceptible d’une autre définition. Les
changements de géométrie étant négligés, I’étude est menée sur la géométrie initiale
du systéme. Aussi, si 'on considére le méme systéme constitué du méme matériau
plastique, sans élasticité, Py, est la pression pour laquelle ce systéme, jusquela
indéformé, commence i se déformer, les déformations étant purement plastiques.
On comprend alors pourquoi p, ne dépend pas (c’est une régle générale) des
caractéristiques élastiques du systéme. Py est la pression d’apparition de I’écou-

lement plastique libre commencant.

Les résultats précédents sont valables si 'hypothése des déformations petites,
jusqua ce que p atteigne p,, est acceptable. Le calcul fait par Mandel (1966)
montre qu’il en est bien ainsi, si:

(1—1;)(;1’_0)3 << 1. (2.4)

(o]

m| O

Dans le cas d’une enveloppe épaisse, I'étude doit étre menée en tenant compte
des changements de géométrie. La figure 2 représente I’évolution du rayon intérieur
de I'enveloppe, a, en fonction de p.

— é.lastnpla:tique

Fig. 2 — Enveloppe sphérique sous complétement plastique
pression interne: évolution de
la pression en fonction du
rayon intérieur (grandes dé- 2, 2

formations).

-

fa— Dartie Elastique

¢’aprés Mandel (1965)
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Il existe un chargement critique P, au-deld duquel la déformation croit sous
pression interne décroissante, (Instabilité). Prenant pour simplifier le cas du matériau
incompressible, on a:

enposant
12C b 31/2
=1+ = (2
R R
4C E a3 -1
2.5 = 4 o - () k1 4
23 pe = i ety WD s

p. est atteinte avant plastification compléte de I’enveloppe sphérique, la
plastification se poursuit ensuite sous pression décroissante jusqu’a devenir compléte
ou bien la déformation se localise. Il est clair que dans ce probléme c’est p_, pression
critique, qui joue le role important de pression interne maximale possible.

Remarquons que dans ce cas, la pression p 2 donnée par (2.3), pression
d’apparition de I’écoulement plastique libre dans le systéme rigide plastique associé,
n’a ~nenne signiﬁcation,

Ce n’est que pour une enveloppe sphérique mince,

que les deux notions se rejoignent:

p. vient se confondre avec p,

(2.6) p, = 4C In be O(—(—:— (_b°)3)
a, E a,
= + O _(.:. bo ’
P. = Py (g (ao) )

b
pour —(—2%) << 1.
a
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2.2. Considérations générales

D'une fagon générale, dans le cas d’un systéme en matériau élastique
parfaltement plasthue, soumis a un processus de chargement croissant dépendant
d’un paramétre Q, on passe successivement par les phases suivantes:

phase élastique justqu’a la limite d’élasticité du systéme

0< Q< Q
phase plastique

Q<Q

Pour celle-ci, on a vu sur ’exemple précédent qu’elle peut présenter des allures
différentes suivant les caractéristiques géométriques et matérielles du systéme étudié.
D'une fagon générale, sans que nous puissions le démontrer, nous pensons que
Panalyse élastoplastique du probléme, sans négliger les changements de géométrie,
conduit pour la variable de charge Q, et la variable de déplacement associée q aune
évolution qui présente I’une des 3 formes suivantes:

Q Q Q
#Q Q
#q, G '
Qo Qo Qo
q q q
a b c
Fig. 3

— Dans la forme 3a, la partie élastoplastique présente d’abord un coude assez
prononcé, Q > Q_, pour aboutir ensuite 2 une montée de pente relativement faible
due uniquement & “Iécrouissage géométrique du systéme”. Le début de cette
montée est trés voisin de Q,, chargement limite, calculé en négligeant les
changements de géométrie, c’est a dire en particulier comme chargement cor-
respondant a Papparition de Iécoulement plastique libre dans le systéme rigide
plastique-associé.

Q, a donc une signification physique: il correspond pratiquement 3



118 | J. Salengon

I'apparition des grandes déformations dans le systéme. Jusqu’d Q, I’étude peut étre
menée en petites déformations.

— Dans la forme 3b, la partie élastoplastique passe par un maximum pour
Q = Q_, atteint pour une déformation qui reste de ’ordre de grandeur de celle 3 la
limite d’élasticité; ’écoulement plastique libre (c’est 4 dire non contenu) apparait
pour une valeur de Q, inférieure 4 Q_ mais trés voisine.

Dans ce cas Q_ est en fait trés voisine de Q, défini comme correspondant i
Pécoulement plastique libre dans le systéme rigide plastique associé.

Q, a donc encore une signification physique: c’est pratiquement la charge
maximale que peut supporter le systéme. L’étude peut &tre menée en petites
déformations pratiquement jusqu’a Q, .

— Dans la forme 3c, la partie élastoplastique présente un maximum pour
Q = Q,_ atteint pour une déformation nettement supérieure i celle i la limite
d’élasticité. ‘

Q, n’a alors plus aucune signification physique. L’analyse élastoplastique en
grande déformation est indispensable. ,

Il résulte de cela que si 'on s’intéresse 3 la charge ultime de la structure, on
pourra dans les deux premiers cas se référer 4 Q,, qui peut étre obtenue a partir du
schéma de comportement rigide plastique, tandis que dans le troisiéme cas il faudra
déterminer Q_ par une analyse élastoplastique en déformations finies.

Malheureusement ce n’est en toute rigueur qu’aprés une telle analyse que l'on
peut savoir si ’on est dans I’'un ou Iautre de ces cas. En fait, il suffira de faire une
analyse élastoplastique en petites déformations et d’étudier la courbe (Q, q) ainsi
obtenue: si, ou bien Q, est atteint pour une déformation de I’ordre de grandeur de
celle3 la limite d’élasticité, ou bien Q, apparaissant comme une valeur asymp-
totique, la courbe (Q, q) “colle” vite & son asymptote, on se trouve dans le ler cas.

Bien souvent, d’ailleurs, on se bornera a faire appel 4 lintuition, ce qui peut
présenter quelques dangers.

3. CAS DE LA MECANIQUE DES SOLS — UN PROBLEME D’APPLICATION
COURANTE

3.1. Problémes d’élastoplasticité en Mécanique des Sols
La Mécanique des Sols a fait, jusqu’ici, peu appel aux problémes d’élasto-
plasticité. Nous pensons que Pon peut trouver i cela plusieurs raisons, parmi
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lesquelles les suivantes:

la nécessité de connaftre les contraintes initiales et le trajet de charge
correspond mal 2 la réalité des problémes,

la schématisation élastoplastique du comportement n’est pas suffisamment
valable pour justifier des calculs cofiteux, et on préfére adopter la schématisation
rigide plastique qui est beaucoup plus efficace et calculer les charges limites, qui,
lorsqu’elles ont un sens, correspondent mieux aux résultats cherchés.

Pour certains problémes néanmoins, Panalyse élastoplastique peut se révéler
utile: soit que le trajet de charge soit suffisamment bien connu et que I’on s’intéresse
a la réponse du systéme bien avant la charge ultime, soit que s’intéressant a la charge
ultime on se trouve dans un cas o la schématisation rigide plastique est inapplicable.

Nous donnons au § suivant l’exemple d’un type de problémes dont la
résolution élastoplastique dans ’hypothése des grandes déformations est trés utile
pour de nombreuses questions en Mécanique des Sols.

3.2. Cavité en milieu élastoplastique infini

Le probléme étudié est celui d’une cavité sphérique ou cylindrique soumise a
une pression interne dans un milieu élastoplastique infini ot régne une contrainte
initiale (pression & Dinfini P). L’analyse de ce probléme, effectuée en grandes
déformation par Mandel (1966) et par auteur (1966, 1969) a été menée dans le cas
du matériau de Tresca standard, et du matériau de Coulomb standard ou non
standard.

Ce probléme schématique se rattache & de nombreuses applications en
Mécanique des Sols: tenue de souterrains 4 grande profondeur, cavités souterraines
pour stockage 4 grande profondeur, appareils pr- *iométriques, etc. . .

Sans entrer dans les détails des calculs longs et pénibles, nous donnons i la
figure 4, dans le cas de la cavité cylindrique, la représentation de la relation entre la
pression interne p et le rayon actuel de la cavité (Habib, 1973, d’aprés les travaux de
I’auteur). Les résultats sont entiérement analogues dans le cas d’une cavité sphérique.

Py
p———
. - ., p
Fig. 4 — Variation du rayon d’une cavité en p'
fonction de la pression interne (élasto- Py
plasticité en déformation finies)
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Le tableau ci-dessous tiré de Habib (1973) résume les diverses phases du
comportement de la cavité.

p croissant & partir de P on a d’abord une phase élastique; puis pour p> p, la
phase élastoplastique dans laquelle les déformations plastiques se produisent 3 partir
de la cavité, cette phase est limitée pour la pression par la valeur P,

p décroissant a partir de P on a d’abord une phase élastique; puis pour p < P,
phase élastoplastique ou les déformations se produisent a partir de la cavité; suivant
les cas p, est positive ou négative (traction); pour p = -H=-Ccotgy la cavité
est complétement écrasée.

Corps de Tresca Corps de Coulomb b
@=0 @+0 ,C
écrasement a=0
<
! écrasement a=0 '99)
REGIME ELASTOPLASTIQUE
~ p,=P-C p,=(P+H)1 - sin @) -H TP
REGIME ELASTIQUE - P
o p=P+C p= (P+H)1+sin @) -H TP
REGIME ELASTOPLASTIQUE }
EE—— EEclatement a” oo —T P,
= N =
p.= P+C{11n ACa=0) p.=t{e,C,E,vP)
//// //// >

On remarque qu'il existe pour p une valeur maximale, atteinte asymp-
totiquement. Cette valeur est notée p_. Il s’agit bien en effet de ’homologue de la
pression critique introduite au § 2.1., et non d’une pression limite au sens de Q,
( § 2.2): on a affaire 4 une enveloppe cylindrique infiniment épaisse (b, = o ),
pour laquelle p, donnée par une formule analogue 4 (2.3) est infinie, et p,_
atteint asymptotiquement, correspondant 4 a et c (rayon de la frontiére entre zones
élastique et plastique) infinis. La formule donnant p est analogue 4 (2.5) ot I’on
fait b, =00

On voit donc toute 'importance pratique de mener un tel calcul élastoplastique

L]
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en déformations finies. De plus des formules assez compliquées mais parfaitement
exploitables permettent aussi de connaitre en fonction de p le rayon de la zone
plastique, ce qui aidera 4 évaluer la tenue de I’ouvrage étudié.
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SCHEMA RIGIDE-PLASTIQUE
CHARGEMENTS LIMITES

1. LE MATERIAU RIGIDE-PLASTIQUE

Le schéma de comportement rigide-plastique est de loin le plus utilisé en
Mécanique des Sols. :

Par définition un matériau rigide-plastique est un matériau pour lequel il n’y a
pas de déformation élastique, soit:

d = gp. (1.1)

Nous avons introduit ce schéma de comportement, incidemment au chapitre
précédent lorsque, considérant des sytémes élasto parfaitement plastiques pour
lesquels les changements de geométrie étaient négligeables jusqu’d (ou presque
jusqu’a) lapparition de I’écoulement plastique libre, nous avons parlé de chage
limite.

Il est important de remarquer que le schéma de comportement rigide-plastique
va, en général, conduire & des indéterminations dans la résolution des problémes; en
effet, le matériau étant indéformable hors les zones plastiques, il sera le plus souvent
impossible de déterminer les contraintes hors ce zones.

Il ya lieu de considérer que l'on a affaire i la limite d’un matériau
élastoplastique lorsque l'on fait tendre les modules d’élasticité vers I'infini: le
résultat dépend a priori évidemment du matériau élastique de départ et de la facon
dont a passe 4 la limite.

Considérons un systéme en matériau élasto-parfaitement plastique soumis & un
processus de chargement et faisons tendre ce systéme vers le systéme rigide
parfaitement plastique associé en multipliant tous les modules d’élasticité par un
facteur p > 0qui 7 oo, Alors:
en général —mais il y a des exceptions telles que le probléme de la cavité en milieu
infini évoqué au chapitre précédent— pour p suffisamment grand, les changements
de géométrie deviennent négligeables jusqu’a (ou presque) l'apparition de Ié-
coulement plastique libre et on démontre (cf. par exemple, I'ouvrage cité de
l'auteur) que la charge d’apparition de I’écoulement plastique libre ne dépend alors
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plus de p, et peut &tre en particulier déterminée en faisant p infini, c’est A dire sur
le systéme rigide plastique associé: charge limite.

Il va de soi que le systéme rigide parfaitement plastique associé ne peut avoir de
déformation non nulle qu’d partic du stade de l’écoulement plastique libre
commengant ; on peut si on le désire poursuivre Pétude de I’écoulement plastique
libre ensuite en tenant compte des changements de géométrie (écrouissage
géométrique du systéme).

En Mécanique des Sols le schéma rigide-plastique est utilisé uniquement pour la
détermination de chargements limites. Il pourrait sembler quelque peu paradoxal de
se préoccuper d’écoulement plastique libre commengant alors que nous avons dit
antérieurement que le critére de plasticité et la phase “parfaitement plastique” du
comportement des sols correspondaient i la déformation plastique établie du
matériau. En fait, nous verrons que l'on dispose pour la détermination des
chargements limites, de moyens d’approche puissants et expérience montre que les
résultats ainsi obtenus sont précieux pour le mécanicien des sols.

2. PROCESSUS DE CHARGEMENT A N PARAMETRES

Comme nous lavons dit, le schéma de comportement rigide-plastique n’a
d’utilisation que pour ’étude des problémes d’écoulement plastique libre com-
mengant: on va chercher 4 déterminer la valeur de la charge appliquée au systéme
pour laquelle il y a écoulement plastique libre. Ceci implique des conséquences
essentielles sur la fagon dont les donnée du probléme doivent étre exprimées.

En effet il est clair, puisque ’on cherche 4 avoir ’écoulement plastique libre,
que le données doivent &tre telles que cet écoulement soit possible, et la résolution
du probléme aura pour but la détermination de la charge:
ainsi, les donées en forces (au contour, et de masse) du probléme doivent présenter
un arbitraire suffisant pour que ’écoulement plastique libre soit possible.

La formulation correcte des données des problémes pour les systémes
rigides-plastiques est fondamentale. Elle repose sur la notion de paramétres de
chargement.

Jusqu’ici, partant du systéme élastoplastique nous nous sommes attachés i
suivre un trajet de charge prescrit, sur lequel nous aboutissons au chargement limite
pour ce trajet; le plus souvent d’ailleurs (cf. Pexemple du chap. 2) il s’agissait de
trajets de charge dans lesquels les forces appliquées croissent proportionellement
entre elles. Cela n’est pas suffisamment général, par contre ’ensemble des problémes
plastiques est correctement représenté en introduisant les processus de chargement
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dépendant de n paramétres (n fini):

par exemple, une fondation rigide lisse agissant 3 la surface d’un sol homogene de
Tresca non pesant représente un processus de chargement dépendant de 2
paramétres, c’est a dire que tous les trajets de charge possibles pour ce systéme
peuvent é&tre représentés dans un espace i 2 dimensions: Ieffort normal et le
moment de renversement de la fondation.

JM

Fig. 1 — Fondation lisse agissant i la surface d’un sol pesant

On trouvera dans 'ouvrage cité de Pauteur, une présentation formelle détaillée
de cette notion de paramétres de chargement. Le résultat fondamental est le suivant
qui a trait 4 Pexpression du principe des puissances virtuelles:

si on a affaire 3 un systéme qui est soumis & un processus de chargement 4 n
paramétres, alors pour tout champ de contrainte o statiquement admissible pour le
processus étudié, B

pour tout champ de vitesse v*,
vitesse de déformation d*, cinématique admissible pour le processus étudié,
on a:

f(g-d 42 = £Qe) g2 = Ag) - ¢+ (2.1)

oll les Q; sont les paramétres de chargement et les qJ les paramétres de déformation
du systéme, associés.

Les correspondances g > Qg) et v* —» q(v*) sont linéaires.

Tout ce qui a été dit auparav:;nt 3 propos d’un trajet de charge est valable pour
tout trajet de charge du processus 4 n paramétres: en particulier en ce qui concerne
la notion de chargement limite. On a ainsi dans l’espace des paramétres de
chargement un ensemble de chargements limites dont le lieu est appelé “frontiére
d’écoulement du systéme” —yield locus for the system—, dénomination qui est
justifiée par la théorie des charges limites dans le cas du matériau standard a fonction
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de charge convexe.
A titre d’exemple revenant 2 la figure 1, dans 'espace (M,N), on a un ensemble
de points limites, qui constitue la frontiére d’écoulement pour ce problénie.

AW i
frontiére d’écoulement

/ du systéme

Fig. 2 — frontiére d’écoulement du systéme de la fig, 1
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THEORIE DES CHARGES LIMITES
POUR LES SYSTEMES STANDARDS

1. SYSTEME STANDARD

Les systémes mécaniques auxquels on a affaire sont en général constitués de
plusieurs solides en contact le long d’interfaces. ’

Plutdt que de considérer chaque solide isolément avec des données aux limites
sur les interfaces de contact définies par les conditions de frottement
correspondantes, nous pensons plus commode de considérer le systéme global formé
de tous les solides, avec des données aux limites du type indiqué au chapitre
précédent, c’est 4 dire définies par un certain nombre de paramétres de chargement.
Dans cette vision, les interfaces de contact entre les solides constitutifs du systéme,
sont des éléments du systéme (analogues i des éléments de matiére), dont la
condition de frottement est la loi de comportement plastique.

On est donc amené, de la méme fagon que pour les matériaux, 4 distinguer les
interfaces standards et non standards. On trouvera dans I’ouvrage cité de l'auteur,
une étude détaillée des interfaces, dont nous rappellerons ici quelques résultats
principaux.

L’interface 4 contact lisse, avec décollement possible est standard.

L’interface parfaitement rugueux, c’est i dire 4 adhérence parfaite est standard
sans ambiguité s’il se trouve entre deux matériaux de Tresca (ou Misés) standards. De
méme pour les interfaces partiellement rugueux.

L’interface avec condition de frottement sec de Coulomb n’est pas standard (il
y a bien convexité mais pas normalité).

La définition d’un systéme standard es alors évidente: un systéme est standard
si la loi de comportement de tous ses éléments est standard.

2. BUT DE L’ANALYSE LIMITE

Le but de Danalyse limite est la détermination des chargements limites.
Travaillant directement sur le matériau rigide-plastique, on laisse de coté le trajet de
charge et la détermination pas 4 pas, pour procéder directement par des méthodes de
type variationnel.



128 J. Salengon

Les théorémes de I’analyse limite sont exposés dans de nombreux ouvrages.
Nous nous bornerons a rappeler les notions fondamentales et les énoncés, renvoyant
le lecteur par exemple & Dlouvrage cité de lauteur, pour détails fins et
démonstrations.

PPROCHE STATIOUE

3.1. L’idée de base

Les chargements limites cherchés, sont les chargements pour lesquels il y a
déformation du systéme rigide-plastique, c’est a dire auxquels il correspond une
solution d’équilibre limite (champ de contrainte ¢, champ de vitesse de
déformation d # 0). -

L'idée fondamentale de ’approche statique est de déterminer les chargements
limites par la seule considération des champs de contraintes en mettant en évidence
une propriété caractérisant les champs de contraintes des solutions d’équilibre limite
parmi les champs admissibles, et les chargements correspondants.

3.2. Champs de contraintes licites ou S.P.A.
Un champ o est licite ou Statiquement et Plastiquement Admissible si:
g = champ statiquement admissible pour le processus
(3-1) et f(g) < 0 partout.

3.3. Chargements licites
Un chargement Q du processus est licite 8’il est équilibré par au moins un
champ ¢ licite.

3.4. 1l résulte de la convexité du critére pour tous élément du systéme, que
Pensemble des chargements licites, K, est convexe dans I’espace R™ des paramétres
de chargement.

3.5. 1l résulte de plus de la régle de normalité que les chargements limites sont
sur la frontiére de K et réciproquement.
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3.6. Conséquences

La frontiére de K est la frontitre d’écoulement du systéme, ce qui justifie
d’ailleurs cette dénomination (il s’agit bien d’une surface dans I’espace R ).

Dans cette approche les chargements limites apparaissent indépendamment de
toute considération de trajet de charge et de matériau élastoplastique. Ceci a deux
conséquences importantes: :

* le matériau rigide-plastique est unique quels que soient le matériau
élastoplastique de départ et la fagon dont on effectue le passage i la limite, lorsque
I’on envisage les chargements limites pour le matériau standard.

* les chargements limites sont indépendants du trajet suivi pour les atteindre.

3.7. Théoréme statique — Méthode statique

Il découle des résultats précédents que:

un chargement licite (c’est 4 dire équilibré par au moins un champ de
contraintes licite) est un chargement stable. (Evidemment tout chargement stable est
un chargement licite).

Par application de la propriété de convexité de K, on est conduit i une
approximation par I'intérieur de la frontiére d’écoulement, (fig. 1).

e thargements licites
0 connus

i {rontiére K inconnue

agnrqx@matinn par
Q I"intérieur

Fig. 1 — Méthode statique

Dans le cas d’un paramétre de chargement unique, K est un segment dont les
extrémités sont les deux chargements limites.

o tharges licites connues
Oi‘im QTim
o — o —0—

Q

Fig. 2
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(3.2) Q+1im = Max {Q(g), ¢ licite } .

3.8. Remarque finale

Il est important de garder en mémoire que malgré leur aspect intuitif
correspondant 4 un mode de raisonnement utilisé naturellement depuis des siécles, le
théoréme statique et la méthode statique reposent sur les deux hypothéses de
convexité et de normalité.

4. APPROCHE CINEMATIQUE

4.1. L’idée de base

Déterminer la frontiére d’écoulement du systéme par la seule considération des
champs de vitesse admissibles en mettant en évidence une propriété caractérisant les
chargements limites par rapport i ces champs.

4.2. Champ de vitesse licite ou C.P.A.
Un champ vitesse v (ou de vitesse de déformation d) est Cinématiquement et
Plastiquement Admissible si:

v champ cinématique admissible pour le processus
(4.1) et
d g P.A.telque deXdf(g),\> 0 en tout point
(g ‘nest pas nécessairement S.A.)

Autrement dit, le champ v vérifie les conditions nécessaires pour correspondre
3 une déformation plastique du systéme dans le cadre du processus étudié.

On démontre que, quel que soit le champ ¢ associé & v dans (4.1) I'intégrale:

(4.2) P(v) = fq tr(g - d)dQ

est une fonction univoque de v: c’est la puissance dissipée associée au champ v.

"
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Le champ v peut admettre des discontinuités le long de lignes ou de surfaces
isolées, sous réserve que la discontinuité vérifie une condition pour étre P.A. (par
ex.: discontinuité tangente i la ligne, dans le cas de Tresca ou de Mises); la formule
(4.2), que 'on peut comprendre au sens des distributions, comporte alors un terme
de volume et une terme de surface; ainsi dans le cas du matériau de Mises:

P(v) = fq kv 2trd? dQ + [ ki[v]lds . (4.3)

4.3. Théoréme cinématique — Méthode cinématique

On peut alors énoncer le théoréme cinfatique de la théorie des charges limites
dont la démonstration repose sur les hypothéses de convexité et normalité:

Tout chargement dont la puissance dans un champ de vitesses licite est
supérieure 4 la puissance dissipée dans ce champ de vitesses, est un chargement
instable.

On en déduit la méthode cinématique de détermination de la frontiére
d’écoulement, qui fournit une approximation par I’extérieur de cette frontiére:

pour chaque v le demi espace défini dans I’espace des chargements par:

Q- §(») — B(») > 0 (4.4)

est extérieur ou tangent a K.

_ frontigre d'écoulement
Q inconnue
]

approximation par
I"exterieur

Fig. 3 — Méthode cinématique
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Dans le cas d’un paramétre de chargement unique:

QIlm Q’Iim
SRR R R R ) =
Fig. 4
et on a:
(4.5) Q) = Min { P(v) | v licite, g(v) = + 1}.

4.4. Remarque finale

Comme le théoréme statique, le théoréme cinématique énoncé ci-dessus a un
caractére intuitif qui correspond 3 une mode de raisonnement couramment utilisé. 11
est donc essentiel de garder en mémoire que ce théoréme repose sur les hypothéses
de convexité et normalité.

5. THEOREME D’ASSOCIATION — THEOREME D’UNICITE

5.1. Théoréme d’association — Méthode combinée

Le théoréme suivant est une conséquence des hypothéses de convexité et
normalité:

si 'on combine I'usage des méthodes statique et cinématique et si, par ces
moyens, on met en évidence: ’

* d’une part un champ de contraintes licite 0 correspondant a un chargement
Qe)

* d’autre part un champ de vitesses licite v correspondant 4 §(.v )

tels que: -

alors
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* Qo) est chargement limite
* q(v) estlavitesse de déformation du systéme associée

* les champs g et v sont associé et constituent une solution d’équilibre limite

correspondant a (Q( c__r),—i( v)).

5.2. Théoréme “d’unicité du champ de contrainte”

Sous les mémes hypothéses on démontre également le théoréme suivant:

Il peut exister plusieurs solutions d’équilibre limite correspondant 4 un méme
chargement limite Q (ou 4 une méme vitesses de déformation q), mais il y a unicité
du champ de contrainte dans la réunion des zones déformées de ces diverses
solutions. '

II est clair que ce théoréme développe une conséquence du théoréme
d’association du § 5.1.

On trouvera les démonstrations de ces résultats dans 'ouvrage cité de lauteur.

6. CALCUL A LA RUPTURE

Comme nous y avons déji insisté i plusieurs reprises, les théorémes statique et
cinématique et les méthodes associées, correspondent i des modes de raisonnement
naturels. Ce sont les raisonnements utilisés en “calcul 3 la rupture™

- §'il est possible d’équilibrer un chargement donné, par des forces intérieures
admissibles, on affirme que le systéme résistera i ce chargement.

* ¢’il est possible de trouver pour un chargement donné, un mécanisme de
ruine admissible tel que la puissance des forces motrices soit supérieure 3 la
puissance des forces résistantes, on affirme que le systéme ne résistera pas i ce
chargement.

Mais ce n’est que dans le cas du systéme standard que les propositions
précedentes sont démontrées. Des contre-exemples ont été fournis qui montrent que
dans le cas de systémes non standards, ces propositions peuvent étre contradictoires
entre elles.

Ainsi l'utilisation courante des raisonnements du calcul 3 la rupture suppose
que le systéme étudié est standard. Il ne faut pas chercher ailleurs les raisons des

difficultés d’interprétation de certains calculs de stabilité en Mécanique des Sols.
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THEORIE DES CHARGES LIMITES
POUR LES SYSTEMES NON-STANDARDS

1. SYSTEME NON-STANDARD

Il résulte de ce que nous avons dit au chapitre précédent qu’un systéme est
non-standard, si le comportement plastique d’un de ses éléments ne satisfait pas les
régles de convexité et normalité. En particulier, un systéme composé d’un matériau
de Coulomb est en général non-standard, conformément i ce que nous avons dit i
propos de la régle d’écoulement d’un tel matériau au chapitre 1. De méme un
systéme composé de plusieurs solides avec frottement de Coulomb aux interfaces est
non-standard, que le matériau constitutif soit lui-méme standard ou non-standard.

Pour un systéme non-standard les théorémes statique et cinématique de la
théorie classique des charges limites ne peuvent plus étre établis. De plus des contre
exemples ont été donnés montrant que les raisonnements intuitifs du calcul 4 la
rupture peuvent dans ce cas conduire 4 des paradoxes.

L’étude de ce type de systémes dans le but de mettre en évidence des
théorémes limites, évidemment moins puissants que les théorémes classiques, qui
leur soient applicables a été initiée par Drucker (1954) i propos des conditions aux
interfaces; Radenkovic (1961, 1962) a engagé 1’étude du point de vue plus général,
suivi par de Josselin de Jong (1964, 1973), Palmer (1966), Sacchi et Save (1968),
Collins (1968, 1969), Salencon (1969, 1972).

2. MATERIAUF

Soit M le matériau constitutif du systéme étudié: nous incluons dans M les
interfaces éventuels entre solides constitutifs. On désigne par f le critére de plasticité
de M.

Ainsi que nous I’avons dit & propos du comportement plastique des matériaux,
et cela est également vrai pour les conditions de frottement aux interfaces, f est
convexe en général. Nous poserons doric a priori que f est convexe.

Dire que le systéme est non standard c’est a dire qu’au moins en certains points
la régle d’écoulement n’est pas normale.

Définissant comme au chapitre précédent dans le cas standard les champs de
contraintes licites et les chargements licites ou S.P.A. pour le matériau M, il est clair
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par les mémes arguments, que ’ensemble des chargements licites est un convexe K.

Les chargements limites pour le systéme (M), appartiennent nécessairement a
K,,, mais faute de disposer de la propriété de normalité, on ne peut démontrer qu’ils
sont sur la frontiére de K, .

(2.1) Qlim ¢ KM

Désignons par F le matériau standard de critére f. Considérant alors le méme
systéme constitué de ce matériau, soit (F), il est évident que le convexe des
chargements licites pour (F) est:

(2.2) K. =K

et pour ce systéme (F) les chargements limites sont sur la frontiére de Ky . (Ainsi on
voit que le systéme en matériau standard va jusqu’au bout de ses capacités de
résistance: le principe du travail maximal est bien un principe de bonne volonté du
matériau).

" La détermination de la frontiére de K ;= K, est malgré tout intéressante pour
le systéme (M). En effet, méme si 'on n’est pas assuré que le systéme (M) ira
jusqu’au bout de ses possibilités, il est important de connaftre quelles sont ces
possibilités.

La détermination de la frontiére de K, se fera évidemment soit par la méthode
statique sur le matériau F donc M, soit par la méthode cinématique pour le matériau
F qui apparait ainsi comme un auxiliaire de calcul. Cette derniére méthode est
dailleurs la plus logique: la frontiére de K, constituant une limite extérieure pour
Pensemble des chargements limites, il convient de l'approcher elle-méme par
Pextérieur si Pon désire étre certain de conserver le caractére extérieur de
I’approximation proposée pour la borne des chargements limites de (M).

On a donc ainsi un théoréme cinématique et une méthode cinématique pour le
systéme (M):

tout chargement dont la puissance dans un champ de vitesses licite pour le
systéme (F) est supérieure 4 la puissance dissipée dans ce champ de vitesse pour (F)
est instable pour le systéme (M).

o
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S méthode cingmatigue
pour

N Fig. 1 — Méthode cinématique

3. REMARQUES

Il résulte de ce qui précéde que dans le cas d’un systéme non-standard,
Pappellation de “fronti¢re d’écoulement” pour I’ensemble des chargements limites
n’est pas justifiée et ne doit pas étre retenue. On a affaire 3 un ensemble de
chargements limites dont on sait seulement qu’il est borné extérieurement par la
frontiére d’écoulement du systéme standard de méme critére.

Les implications possibles de cela sont:
* un méme chargement pourrait étre ou ne pas étre limite suivant le trajet de charge
suivi pour Datteindre. Ceci signifierait que pour ce chargement il y aurait plusieurs
solutions, les unes d’équilibre limite, les autres d’équilibre surabondant (c’est i dire
ne permettant pas la déformation du systéme rigide plastique). La distinction
chargement limite et chargement strictement stable ne serait plus possible i faire au
niveau du systéme rigide plastique. Ce n’est qu’en revenant au matériau élasto-
plastique et en suivant le trajet de charge que ’ambiguité serait évidemment levée.

A notre connaissance l'étude de ce probléme n’a jusqu’i ce jour pas été
poussée, et en particulier aucun exemple de tel chargement n’est connu.
* la signification méme du matériau rigide plastique serait remise en cause:
' le schéma rigide plastique n’ayant de signification que du point de vue des
chargements limites, la non unicité des solutions rencontrée dans le cas du matériau
standard n’avait aucune importance car l'unicité des chargements limites était, elle,
assurée;

dans le cas présent, la non unicité des solutions rendant ambigué la réponse sur
les chargements limites, le systéme rigide plastique ne pourrait &tre défini
intrinséquement: il dépendrait en effet en particulier des propriétés élastiques du
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matériau A partir duquel on procéde au passage 4 la limite.

4. MATERIAU G

En s’appuyant sur la convexité du critére de plasticité on a pu, comme nous
'avons vu, obtenir sans difficulté une limitation extérieure pour I’ensemble des
chargements limites du systéme non standard' M. Les divers auteurs cités plus haut se
sont attachés, par la considération de la loi d’écoulement, et en faisant certaines
hypothéses sur celleci, & obtenir une limitation intérieure pour ce méme ensemble.
Le but étant ainsi de définir une sorte de couronne, lieu possible des chargements
limites du systéme M.

A notre connaissance tous les résultats obtenus dans ce domaine se raménent au
théoréme énoncé par Radenkovic (1962) qui doit étre exprimé sous forme
suffisamment générale, en précisant au mieux les hypothéses nécessaires a son
établissement.

4.1. Classe de matériaux M envisagée

L’idée de base est la notion de potentiel plastique.

On s’intérésse aux matériaux non-standards dont le comportement peut étre
défini A partir de deux fonctions scalaires:

f critére,

g potentiel plastique,
fonctions convexes et telles que:

(4.1) f(g) <0

(4.2) 8(e) <0

de la fagon suivante:

nQ

(- f(g) <0 = d®(g) =0

© Vg vérifiant fg)=0 = 3
' ~ vérifiant:  g(g’) =0
ectelque: dP(g)eAag(g), A

) >
L et u[(g-g)-d?(0)] =
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On remarque que:
* les matériaux standards sont un cas particulier de ce type de matériaux
non-standards. Pour eux il suffit de prendre g = f.
* pour un tel matériau non-standard, la fonction g n’est pas définie de maniére
unique de méme que la correspondance g > g'(g).
Ainsi, par exemple, si g vérifie (4.1:-4.2, 4.3), avec la correspondance g = o',
alors la fonction g_ définie par: T

g (2) = gme), ¥a, m>1 (4.4)

et la correspondance ¢ > ¢" = ¢'/m
vérifient aussi (4.1, 4.2, 4.3) et permettent également de définir la loi de
comportement du méme matériau.

La transformation de la fonction g exprimée par (4.4), (homothétie) n’est
évidemment pas la seule & posséder cette propriété; on peut également effectuer des
translations (dans certaines limites). etc. . . .

*la dernié¢re inégalité intervenant dans (4.3) ainsi que la convexité de f et g
impliquent que le domaine g( ¢ ) < 0 est intérieur au domaine f( o) < 0, soit:

glg) < 0=f{g) <0 (4.5)

4.2. Matériau G
Pour un matériau non-standard M du type ci-dessus, et pour chaque fonction g,
on définit le matériau G associé: matériau standard dont le critére de plasticité est g.

4.3. Théoréme de Radenkovic
On considére le systéme (G) homologue du systéme (M) et constitué du
matériau rigide-plastique G. v
Il résulte de (4.5) que I'ensemble K des chargements licites pour (G) a la
propriété:
Kg C K, = K, . ' (4.6)

M

On démontre le théoréme suivant:
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tout chargement limite pour le systéme (M) n’est pas intérieur 3 K-

Ainsi le chargements limites du systéme (M) se trouvent nécessairement dans la
“couronne” située entre K; etKg, frontiéres comprises.

Le systéme (G) étant un systéme standard, la détermination de sa frontiére
d’écoulement, frontiére de K, peut se faire par les méthodes statique et
cinématique de la théorie classique. ,

Puisque la frontiere de K; constitue une limite intérieure pour Pensemble des
chargements limites de (M), il convient de 'approcher elle-méme par lintérieur si
Pon désire étre certain de conserver le caractére intérieur de P’approximation
proposée pour la borne des chargements limites de (M).

On a donc ainsi un théoréme statique et une méthode statique pour le systéme
(M): :
tout chargement stable pour le systéme (G) est stable pour le systéme (M).

Fig. 2 — Méthode statique

4.4. Remarques sur lapplication de ce théoréme

* Ainsi qu’on I'a dit au § 4.1, il n’y a pas unicité de la fonction g intervenant
dans la définition de la loi de comportement de (M). Le théoréme énoncé ci-dessus
est valable quelle que soit g. Il est évident que le résultat obtenu sera d’autant plus
puissant que le domaine K, sera le plus étendu.

* Les domaines K correspondant aux diverses fonctions g possibles ne sont
pas nécessaircment emboités: (4.6) étant valable quelle que soit g, il convient
d’écrire le théoréme sous la forme:

(4.7) UK,C K, =K
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et les chargements limites pour (M) sont extérieurs 3 Ld K-

4.5. Une variante possible

Le théoréme énoncé, et les conditions imposées 4 g pour sa démonstration, sont
indépendants de la nature du systéme étudié et du processus de chargement qu’il
subit; partant d’une propriété de la loi de comportement de M, on a énoncé un
théoreme général pour tout systéme (M) constitué de ce matériau. soumis 2
n'importe quel processus de chargement.

De Josselin de Jong (1964, 1973), reprenant la démonstration du théoréme,
remarque que dans chaque cas, pour chaque probléme étudié, les conditions sur-g
sont moins restrictives:

en effet, on peut démontrer qu’un chargement limite Q, pour (M) n’est pas 3
Pintérieur de K »dés que la fonction g vérifie (4.3), et en particulier la derniére
inégalité, pour un champ g d’une solution d’équilibre limite correspondant 3 Q,.
On obtient donc ainsi un théoréme plus fin que le précédent puisque la fonction ga
faire intervenir, qui peut varier A Iintérieur du systéme, est soumise i une condition
plus large que (4.3).

L’application de ce théoréme sous cette forme est évidemment impossible
puisqu’elle suppose connus les chargements limites et les solutions correspondantes.
Par contre, une forme intermédiaire entre le théoréme du § 4.3 et celui énoncé
ci-dessus, consisterait a essayer d’estimer 3 I’avance, en chaque point du systéme, le
domaine dans lequel risque de se trouver la contrainte g pour Péquilibre limite dans
une sollicitation d’une type donné, et a imposer 4 g de vérifier (4.3) pour les 6 dans
ce domaine. B

4.6. Exemples de tels matériaux non-standards

En Mécanique des Sols, les matériaux non-standards rencontrés sont es-
sentiellement des matériaux de Coulomb, ¢ # 0. Avec les régles d’écoulement
proposées au chapitre 1, basées sur la notion d’angle de dilatance, ces matériaux
ressortissent au type du § 4.1. On a alors pour f un critére de Coulomb d’angle ¢
et pour g un potentiel plastique de Coulomb d’angle 0 < » < ¢ .

Ainsi le matériau F et le matériau G sont dans ce cas deux matériaux de
Coulomb standards, d’angles de frottement interne ¢ et »

Si on applique le théoréme sous sa forme générale avec les hypothéses du  §
5.1, on prendra pour G la cohésion:
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(4.8) Cg = Ctgvitgy

en désignant par C la cohésion du matériau M; en effet la fonction g qui correspond
au plus grand K, sans tenir compte des particularités du probléme, est telle que les
deux matériaux aient méme pression de cohésion H = C cotg ¢ = C, cotgv.

On remarque que si la déformation plastique s’effectue sans variation de
volume, » = 0, ceci conduit pour le matériau G au comportement d’un liquide:

La limite inférieure ainsi obtenue pour les chargements limites de (M) n’offrira dans
ce cas pas grand intérét. On comprend alors pourquoi la seconde variante proposée
au § 4.5 est, lorsqu’il est possible de Pappliquer, de la plus grande importance.

En ce qui concerne les interfaces, & propos desquels on trouvera une discussion
détaillée dans I'ouvrage cité de Pauteur, Pinterface lisse est standard, 'interface 3
frottement sec quelconque ne l’est pas (ceci revient 3 définir la “meilleure” fonction
g par une propriété d’enveloppe, comme indiqué par Palmer).

5. SOLUTIONS POSSIBLES

On parvient pour certains problémes, pour un systéme non-standard, a
construire des “solutions d’équilibre limite possibles”, c’est & dire un champ de
contrainte g licite

un champ de vitesse ¥ licite
et associés pour la loi de comportement non-standard.

Dans ce cas, on peut dire que le chargement Q correspondant 4 cette solution,
est un chargement limite possible. En particulier, si 'on a affaire 3 un matériau du
type étudié au § 5., cela signifie que Q est dans la couronne comprise entre K , et
K. frontiéres comprises.

Mais, conformément 3 ce que 'on a dit au § 3, on n’est pas assuré qu’il n’existe
pas pour ce méme chargement des solutions d’équilibre surabondant (c’est a dire ol
le champ v associé ne puisse étre que nul).

3
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EQUILIBRES LIMITES PLANS ET DE REVOLUTION

1. INTRODUCTION

Les problémes d’équilibre limite en déformation plane possédent certaines
propriétés mathématiques qui simplifient énormément leur résolution en particulier
du point de vue numérique (emploi de la méthode des caractéristiques).

C’est d’ailleurs pour cette raison que nombre de problémes fondamentaux de la
Mécanique des Sols ont été ramenés i ce type de problémes qui en permettait ’étude
du point de vue théorique: par exemple; capacité portante des fondations assimilées
i des semelles filantes,. . .

Les problémes de symétrie axiale sous certaines hypothéses (critére de type
courbe intrinséque et hypothése de Haar-Karman) se résolvent de maniére semblable.

Nous ne donnerons pas ici une étude détaillée de ces problémes. On pourra
pour cela se reporter aux ouvrages classiques spécialisés et i Pouvrage déja cité de
'auteur. Nous nous bornerons 3 insister sur les idées directrices et i rappeler les
résultats fondamentaux, dans le cas du matériau isotrope.

2. PROBLEMES DE DEFORMATION PLANE

2.1. Le critére de plasticité dans le plan

* On démontre que si 'on a affaire 3 un matériau standard problémes de
déformation plane, 3 un critére courbe intrinséque dans le plan de la déformation.

* Dans le cas d’un matériau non-standard:

si le critére du matériau est du type courbe intrinséque (par ex.: critére de
Coulomb), le critére de plasticité se raméne dans le plan 4 un critére de type courbe
intrinséque, dés que la loi de comportement implique que le plan de la déformation
contient les contraintes principales extrémes. Il en est ainsi par exemple si la
déformation plastique dérive d’un potentiel de Mises, ou de Tresca ou de Coulomb,
comme indiqué au chapitre 1.

si le critére de plasticité du matériau est quelconque et que la déformation
plastique dérive d’un potentiel de Mises, il en va encore de méme: le critére de
plasticité s’exprime encore dans le plan sous la forme d’un critére courbe
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intrinséque.

2.2. Découplage des problémes en contrainte et en vitesse

Ainsi, dans les cas indiqués ci-dessus, et qui recouvrent presque tous les
problémes pratiques, on a dans les zones plastiques des solutions d’équilibre limite
une relation entre les contraintes dans le plan (x,y) de la déformation, de type
courbe intrinséque, qui exprime la condition de plasticité. -

Compte-tenu d’autre part de lisotrope, les composantes o_, et o, du
tenseur des contraintes sont nulles.

On voit alors que I’on dispose de 3 équations qui ne font intervenir que les trois
composantes de ¢ dans le plan:

le probléme—pour les contraintes dans les zones plastiques est donc séparé de
celui des vitesses. Celuici se résoudra ensuite, une fois déterminé le champ de
contraintes dans les zones plastiques.

Les paragraphes suivants rappellent les résultats obtenus pour les problémes en
contraintes et en vitesses.

2.3. Déformation plane — Matériau non-homogéne — Probléme pour les
contraintes

* Notations:
contraintes principales ¢, > o, dans le plan
p=—(0, +0,)/2, 6= (0x,0,)
R= (0, ~0,)/2
0,= —p+ Rcos2f
y= —Pp—Rcos26
0., = Rsin2 g

Q

» Courbe intrinseque, matériau non—homogéne:

R = R(p, x,y)
OR/0p = sing , o(p, x,y) .
* Lignes caractéristiques:
. m w R
dy tg[6 + (Z + E)] , ligne p

(2.1) <=
dx tg[O—(Zﬂ+§)], ligne a.
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* Relations le long des caractéristiques:

2R o R o
dp + o5y d0 — (pF* + a—xﬁ) dx% = 0, ligne a
(2.2)
2R 8 oR
- - —_ 8 — 3
dp o5 v do — (pF + 6xa) dx? = 0, ligneg.

Ret ¢ fonctions de (p, x, y),

F : force de masse

composantes covariantes et contravariantes dans la base normée tangente aux
lignes caractéristiques.

2.4. Déformation plane — Matériau non-homogéne, standard. Probléme pour les
vitesses ‘
* Notations: _
Vq» Vg composantes covariantes de la vitesse dans la base normée tangente
aux lignes caractéristiques.
+ Lignes caractéristiques pour les vitesses = lignes caractéristiques pour les
contraintes.

* Relations le long des caractéristiques:

1

- _ I AN
Doy = 04V — Vo tg ¥ 9,(0 2) vy vy

v, _ .
oV o aa(e—i) =0, lignea.
(2.3)
Duv, = 0,v, + v —1—8(0+£)+vt¢8(6+£)=0 ligne 8.
8% = %% T Yo cosp 8 2 A ) ’

Les lignes a et § sont lignes d’extension nulle.
* Condition de positivité de X (dP € A3f, A > 0):

- ‘ 12
Dyvg + Dy, = aavﬂ + aﬁva—(va gy + v, c—osTp) 65(0—2) +

. |
+ (v v tg9) (0 + g-) >0.

& cosy
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Cette condition peut &tre vérifiée par construction de ’hodographe et étude de
son orientation.

+ Solution faibles : discontinuité de la vitesse
Lignes de discontinuité = lignes caractéristiques.
Franchissement d’une ligne « :

(2.5) { 0%l >o0

[ Dy [v] =0.
Franchissement d’une ligne 8 :

[ L] =0

(2.6) 1 Iyl =0

. Dﬁ Evﬁﬂ = O .

3. PROBLEMES EN SYMETRIE AXIALE

3.1. Hypothése de Haar-Karman

Soient r, w, z les coordonnées cyl@ndriques.

On considére les problémes d’écoulement plastique libre pour lesquels la
distribution des contraintes a les propriétés suivantes:

* symétrie axiale autour de Oz : ¢ indépendent de w

*0,, = contrainte principale. -

Le matériau constitutif du systéme est isotrope, obéit a un critére de plasticité
du type courbe intrinséque, éventuellement non-homogéne en r et z mais
indépendent de w.

L’hypothése de Haar-Karman consiste 4 poser que le régime d’écoulement en
zone plastique est un régime d’aréte, o . ¢tant égale a I'une des contraintes
principales dans le plan éridien. Les motivations de cette hypothése ont été exposées
par Shield (1955), Cox, Eason et Hopkins (1961).

L’intérét pratique en est que le probléme pour les contraintes dans les zones
plastiques peut alors, comme dans le cas plan, étre résolu indépendamment de celui
des vitesses; le champ des vitesses étant ensuite déterminé une fois les contraintes

o
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connues.

Les paragraphes suivants rappellent les principaux résultats relatifs i ces deux
problémes.

3.2. Symétrie axiale — Matériau non-homogéne — Probléme pour les con-
traintes

* Notations

contraintes principales dans le plan méridien:

p=— (o + 03)/2
R = (0, -0,)/2
6 = (Or,0,)

* Hypthése de Haar-Karman:

o, = 0, et: o, = o, ou g, = o,
0= —p+ Rcos280
0, = — p — R cos 20
o, = Rsin 20
o, = —p-eR €e=-—1 correspondff\ o, =0,
€ =+ 1 correspond 2 0, =0,
* Courbe intrinséque, matériau non-homogene:
R = R(p, r, 2)
dR/dp = sinp(p,r, 2)
* Lignes caractéristiques:
1r
tg[0 + (Z + -g)] , ligne g
z
e (3.1)

wgl6 — (7 + %)) , ligne a.
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* Relations le long des caractéristiques:

dp + 2—— df —.{pFa+ g%ﬂ_rsow [m(e—(z+;§))
— esin (0 + (%’ +-‘2€))]}dx°‘ =0, ligne «
(3.2) A
dp — 2c01:¢ do — {pFf + g% + ris‘p [sm(0+(%+—2‘£))
& —esin(B——(% +22))]}dx’i = 0, ligne B

3.3. Symétrie axiale — Matériau non-homogéne, standard. Probléme pour les
vilesses

.
« Notations:
v,,v,,V, composantes covariantes de la vitesse dans le plan méridien dans la

base tangente aux lignes caractéristiques.

Lignes caractéristiques pour les vitesses =

= lignes caractéristiques pour les
contraintes.

Relations le long des caractéristiques:

v
Dava+'2_;.(1+ esing) = 0, ligne «.
(3.3)
v
Dﬂvﬂ +—2i(1 + €sing) = 0,

ligne B.
* Condition de positivité de N\ et u
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+ Solutions faibles: discontinuité de la vitesse.
Lignes de discontinuité = lignes caractéristiques
Franchissement d’une ligne o :

l[”ﬁ]] =0
[v] =0

D, [v,] =- % [vo]  cos(6 — (% + ). (1 + esing)

.NIg

de méme au franchissement d’une ligne 3.

4. PROBLEME POUR LES VITESSES POUR LE MATERIAU NON-STANDARD

Les résultats donnés aux § 2.4 et 3.3 dans le cas du matériau standard
permettent aussi de résoudre le probléme de la détermination des vitesses pour les
systémes constitués de certains matériaux non-standards.

C’est en particulier le cas pour les matériaux de Coulomb ( ¢ ) dont la regle
d’écoulement dérive d’un potentiel plastique, de Coulomb également (v ).

On procédera de la fagon suivante:

le champ de contraintes dans les zones plastiques étant déterminé en utilisant
les résultats des  § 2.3 ou 3.2, on passera au probléme pour les vitesses.

Dans le cas de la déformation plane par exemple, on remarque que

d’apres la loi de comportement, les directions principales de d sont connues
(= cellesde o) B

et 'on doit avoir:

& = N1 + siny), d) = — N1 -sinv), A= 0,
ce qui signifie que d doit admettre pour directions d’extension nulle les lignes v et
8 inclinées 3 (1rf4_+ v/2) sur o,.

On a donc ainsi les deux familles de lignes y et 8 connues dans les zones
plastiques, le long desquelles ont lieu les relations homologues de (2.3) ot I'on doit
remplacer & , B par v , & et ¢ par v . Ceci permet donc de déterminer le
champ des vitesses. La condition X > 0, de la relation de comportement (4.1),
conduit de méme i I'inégalité homologue de (2.4) par la méme substitution o, 8,9 =
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= v,8,v.

5. SIGNIFICATION DES SOLUTIONS AINSI CONSTRUITES

S’agissant du matériau rigide plastique, les solutions construites en déformation
plane ou en symétrie axiale en s’appuyant sur les propriétés indiquées ci-dessus,
doivent &tre interprétées dans le cadre de la théorie des charges limites, qui seule
permet d’en dégager la signification. Le travail de Bishop (1953) est i notre
connaissance un des premiers ol ce probléme ait été clairement posé.

5.1. Cas du matériau standard
a) La majorité des solutions proposées pour les problémes plans consiste
en:
un champ de contrainte g en équilibre et 4 la limite d’écoulement déterminé

dans un partie P du systéme étudié

un champ de vitesse cinématiquement et plastiquement admissible, déterminé
dans tout le systéme, associé 3 g par la loi de comportement dans P, et pour lequel
P’extérieur de P ne subit que des mouvements rigidifiants.

Une telle solution est dite incompléte au sens de Bishop, ressortit a 'approche
cinématique, et on démontre que les équations de Kotter, (2.2) permettent une
application commode de la méthode cinématique.

b) Certaines solutions en déformation plane, et bon nombre en symétrie axiale,
ne fournissent que le champ de contrainte g ci dessus dans une zone P, sans champ
de vitesse associé.

Ces solutions ne sont en toute rigueur pas interprétables, et ne peuvent fournir
que des indications “sentimentales”.

c) Les résultats des § 2.3 ou 3.2 peuvent étre utilisés pour la construction de
solutions purement statiques, fournissant un champ de contraintes licite a la limite
d’écoulement dans un partie du systéme et un prolongement licite de ce champ dans
le reste du systéme. Le chargement correspondant est un chargement licite.

d) Les résultats du § 2.4 peuvent &tre utilisés pour la construction des
solutions purement cinématiques, indépendamment de la construction de champs de
containtes associés aux champs de vitesses..

Ces solutions seront interprétées au moyen du théoréme cinématique sous
forme classique.

e) Enfin, certaines solutions proposées fournissent i la fois un champ de
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contraintes licite dans tout le systéme et un champ de vitesses licite associé. Ce sont
des solutions complétes.
Une telle solution correspond donc 3 un chargement limite.

5.2. Cas du matériau non-standard o

a) La majorité des solutions construites dans le cas du matériau non-standard
correspond au casb) du § 5.1. C’est dire qu’elles sont, en toute rigueur, impossibles
a interpréter. ‘

- Clest en particulier le cas pour les solutions construites’en Mécanique des Sols
pour le matériau de Coulomb. Les rares auteurs qui n’ajent pas fait le silence sur le
probléme de la signification du résultat fourni par une telle solution, ont le plus
souvent proposé de faire 'interprétation en se référant i la solution homologue pour
le matériau de Tresca.

| b) Beaucoup des solutions ci-dessus peuvent en fait étre associées ciné-
matiquement 3 un champ de vitesse licite pour le matériau Standard F cor-
respondant. On se trouve donc alors dans le cas de l'application du théoréme
cinématique pour le matériau non standard.

c) On posséde aussi pour certains problémes des solutions fournissant un
champ de contrainte licite pour le matériau non-standard M. Les théorémes de
analyse limite dans le cas des matériaux non-standards ne permettent pas
d’interpréter ce type de solutions: on peut seulement affirmer que les chargements
correspondants sont licites pour le matériau F.

d) Enfin quelques solutions ont été proposées qui associent un champ de
contraintes licite dans une zone P 4 un champ de vitesses licite dans tout le systéme,
pour le matériau non-standard. Ces solutions ay,arentées aux solutions incomplétes
du  §5.1 (a), ne peuvent, pas plus que celles des § 5.1 (b) et 5.2 (a), recevoir une
interprétation autre que ‘“‘sentimentale”.

e) Des solutions statiques pour le matériau G peuvent &tre construites et
correspondent alors  I’approche statique pour le matériau non-standard.

I résulte de ce qui précéde qu’en fait les calculs faits dans le cas du matériau de
Coulomb par le mécanicien des sols, méme lorsque le probléme des vitesses n’est pas
évoqué, reposent sur I’hypothése implicite que ’on travaille avec le matériau
standard F: on se place dans le cas 5.2 (b), admettant, sans le construire, que le
champ de vitesses associé existe comme dans le cas du matériau de Tresca standard.

Le matériau de Coulomb standard est l'outil de travail implicite employé pour
nombre de calculs de capacités portantes par exemple. Il convient de signaler que
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Davis et Booker (1971) ont procédé i la construction de solutions du type 5.2 (d),
pour un probléme de capacité portante —sous réserve d’une vérification
éventuellement plus approfondie de la condition N > 0 de (4.1)—: les capacités

portantes obtenues ne subissaient que des variations trés peu sensibles suivant les
valeursde v , (0 < v < ¢).
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EXEMPLES D’APPLICATION

Ce chapitre présente quelques exemples d’application des méthodes de calcul
pour le matériau rigide plastique, standard ou non-standard évoquées précédemment.

1. UN CALCUL DE CAPACITE PORTANTE

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont extraits d’un travail réalisé par
P. Florentin et Y. Gabriel sous la direction de I’auteur.

On désire calculer la capacité portante d’une fondation filante superficielle sur
un sol de Coulomb non homogene: angle de frottement interne ¢ et cohésion
variable linéairement avec la prondeur, C.

On utilise la méthode de calcul classique basée sur la théorie des équilibres
limites plans, considérée uniquement du point de vue des contraintes. La solution en
contraintes dans la zone plastique est construite par la méthode des caractéristiques.

(En fait, sans que cela ait été vérifié, il est vraisemblable qu’il est possible
d’associer un champ de vitesses 4 ce champ de contraintes en faisant ’hypothése du
matériau standard = approche cinématique pour le matériau non-standard).

L’analyse préliminaire précise du probléme montre qu’il est possible de grouper
entre eux les divers paramétres intervenant dans ce probléme (utilisation de I’analyse
dimensionnelle, du théoréme des états correspondants, et examen des équations); on
réduit ainsi le nombre de paramétres et le probléme se trouve ramené i celui de la
capacité portante d’une fondation sur sol homogene, (fig. 2).

Fo = puirx B B (R i o
SRR ENY. Z lllHlHl‘HHx
b
‘}’o C=Co-gz

Fig. 1 — Capacité portante d’une fondation sur sol non-homogene
(notations)
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F=p,,*B F q=q,+ C,cotg ¢
Luuu%&éiuuul

[

‘ y=7, +gcotg ® .

Poe = Pa + Cocotg & C=0

ult

Fig. 2

Pour celui-ci, renongant a la méthode dite “‘de superposition”, et 4 la formule
linéaire qui lui correspond on a procédé i la construction de la solution globale, au
moyen des équations de ’équilibre limite plan. On obtient ainsi pour chaque valeur
de ¢ une courbe:

Yo + gcoty
g, T C,cotgy

o B
P+ C, cotgy = (p, *+ C, cotgy) * N( e @)

ult

qui inclut Peffet de tous les paramétres. (Le calcul a été mené dans le cas de la
fondation parfaitement rugueuse).
Les coefficients classiques N_ et N, , correspondent ici a:

N, (¢) = N(O,¢)

; 2 B
N = dm = NG

YB/2q—> ¢ 4B 2q 9

en retrouve pour N (¢ ) la valeur explicite classique, pour N, (¢ ) la valeur.

obtenue par le calcul direct (v # 0,C =q =0) par la méthode “du tir”.

En utilisant, pour représenter N(yB /2q , ¢ ), des coordonnées réduites
faisant intervenir N (¢ ) et N_ ( ¢), on obtient le résultat tracé i la figure 4, ou il
est remarquable que toutes les courbes pour 4° < ¢ < 40° peuvent pratiquement
étre assimilées 2 une méme courbe (3 1% ou 2% prés), ce qui rend l'utilisation de
ces résultats pratiquement aussi aisée que celle de la formule de superposition. La
figure 3 montre un exemple de réseau de caractéristiques correspondant a un tel

-
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2. UN EXEMPLE D’ANALYSE LIMITE POUR LE MATERIAU STANDARD
Le probléme étudié est celui de la butée d’une paroi lisse sur un coin
rectangulaire constitué d’un matériau de Tresca standard. Il y a deux paramétres de

chargement indiqués sur la figure 5 ainsi que les paramétres de déformation associés.

Cission Iimite k

Fig. 5

On a utilisé pour déterminer la frontiére d’écoulement de ce systéme standard
les approches statique et cinématique: diverses solutions statiques, incomplétes,

cinématiques, et méme complétes ont été obtenues, d’ol les résultats, représentés i
la figure 6, pour la frontiére d’écoulement.

J
M/a’k

1 ¢ 3 a 5 N /ak
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T | COMPLETE
|
2a
o ‘W
X
CINEMATIQUE

CINEMATIQUE

®

®

2a 2a
. I A o Q womlh A
X X
STATIQUE CINEMATIQUE
® ®

Fig. 7

La figure 7 schématise les solutions correspondant aux divers arcs obtenus.

: solution compléte pour w > 0et x( ) > 0.(force excentrée i gauche du
milieu de la paroi). Il y a décollement sous QA.

: solution compléte pour w < 0 et x( £ ) > 1.584 a (force excentrée a
droite du milieu de la paroi: e > .792a). Il y a décollement sous §2 O.

@: solution incompléte pour w < 0 et x( £ ) < 1.584a 1l y a décollement
sous 2 Osix( £)>0.

: solution cinématique par cercles de glissement. Résultats numériques.
L’approximation par I'extérieur obtenue ainsi est meilleure que celle de @ pour
3.3 < N/ak < 4.0. v

@: solution statique utilisant les prolongements des champs de Prandtl par la
méthode de Bishop. Résultats numériques. (Des explications détaillées concernant

@ , @ , @ , @ se trouvent dans les articles de I'auteur (1972, 1974)).
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@: solution cinématique utilisant la méthode des éléments finis (Frémond,
Pecker et Salencon, 1974), mise en oeuvre pour w < 0,x( ) = Oet x( 2 ) = a.
Résultat remarquable obtenu pour x(§2 )= a. Le modéle d’éléments finis employé
admet des discontinuités de la vitesse le long de lignes.

Cet exemple nous parait parfaitement illustrer la puissance de la formulation de
la théorie des charges limites dans le cas d’un systéme soumis 4 un processus de
chargement & plusieurs paramétres. On voit que par l'utilisation des divers types de
solutions suivant les possibilités, la frontiére d’écoulement du systéme est, soit
connue exactement, soit trés bien approchée. Insistons un instant sur ’emploi de la
méthode des éléments finis, nouveau i notre connaissance sous cette forme, qui
montre que les calculs en analyse limite peuvent bénéficier des progres faits dans
d’autres disciplines. Signalons l'intérét qui s’attache & la mise en évidence d’une
bonne solution statique comme cela est le cas pour ce probléme.

3. CHARGE LIMITE D’UN SYSTEME NON-STANDARD — CONTRE-EXEMPLE
POUR LA THEORIE CLASSIQUE

Ce paragraphe expose briévement un contre-exemple d a l'auteur (1972a,
1972b) dans lapplication des théorémes limites classiques a un systéme non-
-standard.

Le probléme étudié est celui de la capacité portante d’une semelle filante peu
profonde chargée axialement. Le sol est un matériau de Tresca standard (cission
limite k) et la condition de frottement au contact entre sol et fondation est celle de
Coulomb de coefficient tgy >0.39. Le systéme est donc non-standard. Le matériau
est supposé non pesant pour le calcul du terme de cohésion dans la capacité
portante. _

La figure 8 (droite) montre du champ de contrainte licite pour ce probléme (la
méthode de prolongement 3 Dinfini utilisée est celle de Shield). La condition au
contact sol-fondation est respectée. Ce champ correspond pour la capacité portante

by

a:
F (h/a) = 2ak(m + 2 + h/a) .

La moitié gauche de la figure 8 présente un mécanisme de ruine dépendant du

paramétre «. Pour un tel mécanisme on calcule sans ambiguité la puissance

|
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u%&m

dissipée:

en chaque point = puissance dans le champ de vitesses d’un tenseur des
contraintes qui lui correspond par la régle d’écoulement:

- bien définie dans le matériau de Tresca standard;

* nulle sur AA’ car pas de mouvement relatif;

* nulle sur A’B’ car il y a décollement.

L’application du théoréme cinématique classique ne présente donc pas de
difficulté et conduit pour la force portante a:

3n h /2 1
F (ha,a) = 2ak(1 + 20 + Bl - :{__cos(3/4ﬂ—°‘)

dont le minimum en & pour chaque valeur de h/a est inférieur 3 F_(h/a).

Ce paradoxe apparent, dfi au caractére non-standard du systéme, montre bien
quil y a lieu de prendre garde malgré leur aspect intuitif aux conditions
d’applications des théorémes du calcul 3 la rupture.
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4. €+ . 1T PORTANTE D UNE +OND 10N ~¢R SOL NON-STANDARD
¢ . phe présente rapideiucut e 1. .. : ats obtenus par Davis et Booker

(1971). qui ~nt étudié la capacité port.nte d'uin. fondation superficielle sur un sol
de Cc ilomb, standard ou non-standard en s’attachant a construire des solutions
analogues aux solutions incomplétes pour le matériau standard.

Le sol homogeéne est défini par un critére de plasticité de Coulomb- a, et un
angle de dilatation correspondant a un potentiel plastique de Coulomb, » .

Pour la construction de la solution on utilise les propriétés indiquées au
chapitre VI a propos des lignes caractéristiques pour les contraintes et des lignes
d’extension nulle. Cette construction est néanmoins plus délicate que dans le cas du
matériau standard puisqu’il y a lieu de travailler au début avec les lignes
caractéristiqueas des containtes, puis avec les caractéristiques des vitesses. Davis et
Booker ayant construit la solution globale —couplage de ¥ et de q — pour diverses
valeurs de ¢ , affirment que la condition de positivité de A dans la loi de
comportement est toujours vérifiée. Ce point vaudrait d’étre examiné de plus pres
car il est contredit par le travail de Drescher (1971, 1972) dans le cas particulier
Y = 0.
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Du point de vue numérique, Davis et Booker ont trouvé que la capacité
portante ainsi calculée variait peu quand » variait entre 0 et ¢ . Ainsi le
coefficient N, prend les valeurs suivantes:

@ = 30°: v = 30° N = 14.96
v = 20° N_y = 14.94
v = 10° N,y = 1492
v = 0° N_ = 14,80 .

2
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