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PREFACE

Le titre de cet ouvrage définit son but : dégager
la signification des procédés de calculs utilisés en
mécanique des sols a la lumiére des développements
récents de la théorie de la Plasticité. Nous pensons
que ceci répond a un besoin actuel.

La M¢écanique des Sols a connu deux époques.
Avant TERZAGHI les ingénieurs se préoccupaient sur-
tout de I’équilibre limite des terres. La théorie de
la Poussée des terres fut développée par COULOMB,
RANKINE, RESAL, CAQUOT, en vue de préciser les
limites ultimes de stabilité des ouvrages. Paralle-
lement, mais séparément, se développait la théorie
de la Plasticité du métal.

Vint TERZAGHY, qui souligna I’extréme complexité
du comportement des sols. Il attira I’attention sur
la nécessité d’étudier leurs propriétés physiques,
sur le réole essentiel de I’eau incluse dans les vides,
sur les problémes de tassement, etc. Cette optique
nouvelle a peut-étre quelque peu détourné les méca-
niciens du sol de la théorie des équilibres limites
dont les hypothéses de base peuvent paraitre un peu
simplistes.

Cependant cette théorie reste d’une utilité indis-
cutable et il se trouve que, maintenant, par le rap-
prochement avec la théorie de la Plasticité du métal,
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nous sommes a méme de mieux apprécier la signi-
fication et la validité de ses méthodes de calcul.
C’est ce que J. SALENCON s’est proposé de montrer,
suivant en cela la voie ouverte dans mon enseignement
de I’Ecole des Mines, dont le présent ouvrage est
sur bien des points un fidéle reflet. Des notions
maintenant bien éclaircies en plasticité du métal se
retrouvent en mécanique des sols, et le rapprochement
est fructueux. Exemples : cercles de FELLENIUS et
méthode cinématique de la théorie des charges
limites, équilibres surabondants (CAQUOT) et méthode
statique, équations de KOTTER et méthode des carac-
téristiques.

Toutes les questions abordées sont traitées a
fond dans le présent ouvrage, avec précision et
rigueur. Ce livre, a la fois clair et solide, permettra
aux ingénieurs de juger en connaissance de cause de
la portée de leurs calculs.

J. MANDEL

Ingénieur général des Mines
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PRESENTATION

Le présent ouvrage correspond au cours donné
a ’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, depuis
maintenant prés de quatre ans, par M. SALENCON,
Maitre de Conférences a I’Ecole, dans le cadre de
mon Enseignement de Mécanique des Sols.

Ce cours, qui se place au niveau des Enseigne-
ments d’OPTION, s’adresse & un petit groupe d’éleves
volontaires désireux d’approfondir, pendant cette
période, certains aspects particuliers de la Méca-
nique des Sols.

La plasticité constitue aujourd’hui une théorie
bien établie rendant compte d’un type de compor-
tement des matériaux. Elle sert également de base
a certaines méthodes modernes de calcul de struc-
tures, et fait ’objet, & ce titre, d’un Enseignement
Spécialis¢ de ’Ecole.

En Mécanique des Sols, la plasticité trouve des
applications importantes dans la méthode des
caractéristiques qui demeure 1’une des principales
méthodes théoriques de calcul & la rupture. Elle
constitue en fait, malgré les limitations que lui
imposent des hypotheses dont la validité doit Etre
vérifiée dans chaque cas, en relation avec la nature
du sol et le type de probléme a résoudre, une des
voies d’approche dont dispose le Mécanicien des
Sols pour I’étude du comportement réel des sols en
place.
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Le présent cours n’a pas pour objet d’exposer
dans son ensemble la théorie de la plasticité. Il n’est
pas davantage un nouveau traité de la méthode des
caractéristiques. Son originalité réside dans le fait
qu’il présente dans leur généralité, et de facon
rigoureuse et assez compléte les apports de la
théorie de la plasticité a la Mécanique des Sols, et
montre les applications qui peuvent en étre déduites.

En approfondissant les méthodes théoriques
de calcul a la rupture, présentées principalement en
Enseignement de TRONC COMMUN, a un stade ou il
est délicat d’en bien faire saisir la signification
profonde et la portée, il constitue un complément
précieux de cet Enseignement.

L’originalité de ce cours, son succes a I’école,
les travaux d’éléves qu’il a suscités, la mise au point
patiente a laquelle I’auteur s’est livrée au cours de
ses quatre années d’Enseignement pour atteindre a
une présentation claire et rigoureuse d’un sujet
difficile, ont conduit & sa publication.

Il m’est agréable, a cette occasion, de remercier
M. SALENGCON du concours qu’il m’apporte dans
mon Enseignement én développant un aspect parti-
culiérement attachant de la Mécanique des Sols.

Cette collaboration n’a été possible que grice &
la bienveillante compréhension du Laboratoire de
Meécanique des solides de 1’Ecole Polytechnique, ol
Pauteur se trouve affecté, compréhension a laquelle
je tiens a rendre hommage en la personne de
M. MANDEL, son Directeur.

Enfin, c’est gridce au coucours financier du
CNRS que cet ouvrage doit de voir le jour. Cela
méritait d’€tre souligné.

J. LEGRAND
Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées
Professeur de Mécanique des Sols
a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées



AVANT-PROPOS

Cet ouvrage correspond 4 un cours d’option dispensé 4 I’E.N.P.C.
dans le cadre de I’enseignement de Mécanique des Sols. Je remercie Mon-
sieur le Professeur Legrand, qui m’en a confié la responsabilité, de m’avoir
ainsi fourni ’occasion de présenter sous une forme didactique une partie
des études et recherches que j’ai effectuées au Laboratoire de Mécanique
des Solides de I’Ecole Polytechnique.

Monsieur le Professeur Mandel, Directeur de ce laboratoire a guidé
mes travaux et mes activités; son enseignement de Science des Matériaux
a I’Ecole des Mines de Paris pour lequel il a bien voulu me choisir comme
assistant, m’a beaucoup aidé dans la rédaction de ce cours ; pour tout cela
et pour avoir accepté d’écrire la préface de ce livre, je tiens a lui exprimer
ma profonde gratitude.

Par les nombreuses conversations amicales que nous avons eues,
Messieurs les Professeurs Habib et Radenkovic m’on fait profiter de leur
expérience tant dans les domaines théorique que pratique; c’est ainsi que
petit & petit certaines idées se sont dégagées que ’on trouvera ici exprimées.
Je les en remercie tout particuliérement.

Enfin, je remercie les secrétaires qui ont assuré avec patience et compé-
tence la dactylographie des divers manuscrits relatifs & cet ouvrage.

Le but que nous avons poursuivi n’est pas de former des spécialistes
de la plasticité mais d’aider le lecteur 4 mieux comprendre les questions
de Mécanique des Sols ol il est fait appel & cette théorie et 2 étre 3 méme
si cela est nécessaire d’apprécier la signification et la validité de certaines
méthodes de calcul qui pourront lui étre proposées.

Nous avons essayé de rassembler tout ce qui de la théorie de la plasticité
peut étre utile en Mécanique des Sols dans 1’état actuel de cette discipline ;
ces domaines ont été traités dans toute leur généralité, les autres tels que le
phénoméne d’adaptation plastique et les problémes dynamiques n’ont pas
été abordés.

Le livre comprend cing grands chapitres.
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Le premier chapitre est consacré & 1’exposé des caractéristiques du
comportement plastique des matériaux. Le probléme de la loi de comporte-
ment est étudié de fagon assez détaillée, notamment a la lumiére de recher-
ches récentes.

Le deuxiéme chapitre traite briévement des problémes élastoplastiques
et de leur résolution. Celle-ci est délicate et & part quelques cas ol des
simplifications apparaissent et qui ont pu étre étudiés, elle n’a recu que peu
d’applications dans le domaine qui nous intéresse. Il est toutefois indispen-
sable de bien saisir que le probléme élastoplastique est le probléme de base
dés que I’on introduit la plasticité sans viscosité dans le comportement du
matériau et qu’il est par suite essentiel de voir dans quelles conditions,
sous quelles hypothéses, et pour quels types de problémes, on peut se ramener
au schéma rigide-plastique.

Celui-ci dans sa généralité, fait ’objet du troisiéme chapitre. On y étudie
la facon de poser les problémes d’équilibre limite.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude détaillée de la théorie
des équilibres limites plans dont les applications en Mécanique des Sols
sont trés nombreuses. Un exemple illustratif est donné.

Enfin le cinquiéme chapitre traite de la théorie des charges limites en
général, qui seule permet une compréhension parfaite des procédés de calculs
utilisés pour le matériau rigide-plastique.

Les chapitres III, IV et V sont suivis chacun d’une ou plusieurs annexes
dans lesquelles sont donnés des développements, souvent originaux, qui
auraient par trop alourdi le texte des chapitres eux-mémes.

Chaque chapitre et chaque annexe comporte une liste de références
a laquelle renvoient des chiffres placés entre crochets dans le texte. Sans
prétendre & une bibliographie compléte cette liste signale des travaux inté-
ressants auxquels le lecteur pourra se reporter.

Signalons enfin, qu’a part les exemples donnés dans un but pédagogique,
on ne trouvera pas dans ce cours les solutions de problémes plus ou moins
classiques de plasticité liés 2 la Mécanique des Sols. Il n’est pas question
en effet pour nous de remplacer les livres bien connus de Solokovski, Hill,
etc. mais plutdt de préparer le lecteur a leur utilisation éventuelle.

NOTATIONS : Selon I'usage de la Mécanique des milieux continus et
a ’inverse de la Mécanique des Sols, les contraintes sont comptées positi-
vement en traction.

Pour des raisons de simplicité typographique, les grandeurs tensorielles
sont indiquées par une lettre soulignée dans les cas ol une ambiguité
risquerait de se présenter.



CHAPITRE PREMIER

GENERALITES
SUR LE COMPORTEMENT PLASTIQUE
DES MATERIAUX

1 — Notions de seuil de plasticité
Critére d’écoulement

Nous supposerons dans toute la suite que les effets de viscosité sont
négligeables, c’est-a-dire qu’il sera question d’élasticité et de plasticité
mais pas de visco-€élasticité ou de viscoplasticité.

La plasticité est caractérisée par ’existence d’un seuil au-dessus duquel
apparaissent des déformations permanentes.

Considérons par exemple, une expérience de traction simple ; on obtient
schématiquement le diagramme de la figure la entre contraintes et défor-
mations supposées homogenes :

oA 5 o4
//
A
O; ~— A /I O; T
q
/l
/ € €

Fic. Lla. Fic. L1b.
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Le long de OA4 le comportement est élastique c’est-a-dire réversible.

Au-dela de 4 (i.e. ¢ > ay), Virréversibilité apparait : si parvenu en B
on effectue une décharge totale de 1’éprouvette, o tombe & zéro, mais la
décharge ne se fait pas suivant le trajet BAO mais suivant le trajet BC,
droite paralléle & OA (si les propriétés élastiques linéaires du matériau ne
sont pas modifiées par la déformation plastique); il reste aprés décharge
une déformation OC : c’est la déformation permanente, &P.

g, est le seuil de plasticité initial.

Si on recharge 1’éprouvette, cette nouvelle charge est réversible et
s’effectue selon BC tant que o < oy, et devient irréversible pour o > o5.

o est le seuil de plasticité actuel.

La figure la représente le cas ol g5 est une fonction de &? : on dit
qu’il y a écrouissage.

Sur Ia figure 1b, oy est une constante : on dit que le matériau est par-
Jfaitement plastique.

1l importe de bien remarquer que ce n’est pas la non linéarité de la
courbe (o, &) une fois franchi le point A qui traduit I’apparition de la plas-
ticité (’élasticité peut &tre non linéaire !) mais Dirréversibilité.

D’une fagon plus générale, pour un petit élément (macroscopique)
de matiére, sous une sollicitation quelconque définie par le tenseur des
contraintes agissant sur lui, I’expérience montre que la notion de seuil
de plasticité correspondant au cas unidimensionnel est remplacée par
celle de critére d’écoulement ou critére de plasticité du matériau :

3 £, fonction 4 valeur scalaire, de ’état de contraintes de I’é1ément telle que :
f(g) < 0 corresponde au domaine d’élasticité du matériau,

f(g) = 0 & lapparition des déformations irréversibles (*).

C’est en général 3 1’égalité :
fl@=0 M

que 'on donne le nom de critére de plasticité ou critére d’écoulement;
la fonction f est souvent appelée fonction de charge, et la surface f(g) = 0
dans ’espace {o} est la surface de charge (?).

(1) En toute rigueur, cette représentation classique du critére de plasticité en fonction
du tenseur des contraintes d’Euler s est incorrecte (elle ne respecte pas le principe d’objec-
tivité) sauf dans le cas particulier du matériau isotrope, cf. [13] p. 716. Nous conservons
toutefois cette forme car, dans la suite, seul le cas des matériaux isotropes sera envisageé.

(2) Par glissement de sens, on appellera également f critére de plasticité.
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Dans les cas du matériau parfaitement plastique, la fonction de charge
ne varie pas; la surface de charge est une surface fixe et les déformations
plastiques se produisent si o est sur cette surface et y reste.

Dans le cas du matériau écrouissable, la fonction de charge change
au fur et & mesure du développement des déformations permanentes. On
doit distinguer la surface de charge initiale et la surface de charge actuelle.
De nouvelles déformations plastiques n’apparaissent que si ¢ est sur la
surface de charge et se déplace vers I’extérieur de celle-ci; alors la surface
de charge est entrainée par ¢ comme cela est représenté symboliquement
sur la figure 2.

A
Gj
B
L
o
Fie. 1.2. 0 / 1 >

Pour tenir compte de I’écrouissage on notera le critére de’ plasticité
sous la forme :

flo, E) =0 @

ou E symbolise ’ensemble des paramétres d’écrouissage.

Ceux-ci sont par définition, les paramétres supplémentaires qui, si
Pon connait 1’état des contraintes actuel permettent de déterminer le
« comportement » plastique du matériau. On peut dire, en toute généralité,
que ces paramétres dépendent de I’histoire des contraintes, ou de fagon
équivalente, de P’histoire des déformations.

Diverses théories ont été proposées pour préciser ces paramétres :
citons entre autres, I’hypothése d’un paramétre unique qui correspondrait
au travail dépensé dans la déformation plastique (¢f. [8]); et la théorie
de Mandel [12].
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2 — Forme des critéres de plasticité

2.1. Convexité

On verra au § 5 A propos de I’étude de 1a loi de comportement, qu’une
hypothése couramment admise pour les métaux et certains autres matériaux
— le principe du travail maximal — implique que la fonction de charge
est une fonction convexe de g. :

Nous pensons que la convexité de la fonction de charge (') peut &tre
considérée comme une propriété plus générale, valable pour les matériaux
usuels, y compris ceux pour lesquels le principe du travail maximal, n’est
ni démontrable, ni méme acceptable.

11 suffit en effet pour qu’il en soit ainsi, que les mécanismes élémentaires
permettant I’écoulement plastique d’un petit élément macroscopique cor-
respondent chacun & une condition convexe sur ¢ : le domaine d’élasticité
de 1’élément sera l'intersection des domaines de sécurité de chaque méca-
nisme et sera donc convexe.

2.2. Respect des symétries de la matiére

1l est possible de préciser la forme des critéres de plasticité dans le
cas ol le matériau posséde certaines symétries : en effet le critére doit
respecter ces symétries.

Ainsi, dans le cas du matériau initialement isotrope, f dans (1) ne
dépend que des invariants du tenseur g, [25], ou encore se met sous la
forme d’une fonction symétrique des contraintes principales 6, G5, 03.

Si ’écrouissage conserve I’isotropie (?), f dans (2) ne dépend aussi
que des invariants de ¢ mais son expression évolue au fur et & mesure de
la charge. Cette hypothése de 1’écrouissage isotrope est une vue de 1’esprit,
acceptable tant que les déformations ne sont pas trop importantes.

Nous étudierons dans la suite, les principaux critéres de plasticité
utilisés pour le matériau isotrope.

(1) On dira aussi «du critére de plasticité ».

(2) C’est en particulier le cas de « ’écrouissage isotrope de Taylor », qui ne dépend
que d’un paramétre scalaire.
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2.3. Critére de Von Misés
Pour les matériaux ductiles (capables d’allongement plastique par

traction simple), I’expérience montre que, si I’on décompose le tenseur o
en mettant en évidence son déviateur s sous la forme :

Gy
0;j = Sij+'3—5ij, 3

f ne dépend que de s : ’addition d’un état de contrainte isotrope quelconque
ne modifie en rien le comportement du matériau.

Pour un corps ductile isotrope, f ne dépend que des invariants de s :

Ji =0, J,=(1/2) 8;3Sijs J3 = (1/3) 8358 ik ki (1)-

Le plus simple des critéres de ce type s’écrit :

Jy—k* =0 )

ou k2% est une constante.
C’est le critére de Von Misés.

On vérifiera, 2 titre d’exercice, que dans I’espace ¢4, 05, 03, la surface
de charge est un cylindre de révolution paralléle a (1, 1, 1).

2.4. Critére de Tresca

Le critére de Tresca est aussi un critére valable pour les matériaux
isotropes et ductiles.

La formulation en est simple en fonction des contraintes principales
supposées ordonnées selon o) > o5 = o4y -

Le critére est :
oy—0oy = 2k &)

ol la contrainte principale intermédiaire o; ne joue aucun role.

(1) Sauf mention expresse du contraire, nous adoptons la convention de soroma-
tion sur les indices répétés.
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En fonction des contraintes principales o4, 0,, 03 non ordonnées,
la fonction de charge a la forme symétrique :

f(@) =Sup  {o;,—0;—2k} (©)

3
s

wWw

On vérifiera que dans ’espace 7,, 6,, 03 la surface de charge est un
prisme hexagonal paralléle & I’axe (1, 1, 1).

Notons que conformément au résultat général la fonction de charge
peut s’exprimer au moyen des invariants de ¢ (et méme ici de s); dans
le cas présent, cela est délicat (absence de forme fermée ou de forme simple
analogue a (6)) et ne présente aucun intérét pratique ; signalons seulement
que I’expression polynomiale en J,, J; donnée dans [19] n’est pas correcte
(au lieu du prisme hexagonal indiqué plus haut, la surface de charge serait
composée des six plans indéfinis qui le limitent).

2.5. Courbe intrinséque (Mohr, Caquot)

Pour un matériau isotrope, Mohr puis Caquot ont proposé une géné-
ralisation du critére de Tresca sous la forme :

6,—03 = g (6, +03) @]

en supposant les contraintes principales o;, ¢,, o3 ordonnées selon
g, = 0, = o5 (aucune ambiguité n’étant & craindre, nous ne maintenons
pas la distinction entre indices romains et arabes) (1).

La fonction g est & déterminer expérimentalement. On trouve que g
posséde les propriétés suivantes :

g \si (o1 +03) /7 ; elle s’annule pour une valeur positive de (6, +03) :
(01+03)/2 est alors la résistance a la traction isotrope; et il semble que
si (0,+03)\ —o0, g tend vers une limite de sorte que ’on retrouve
asymptotiquement le critére de Tresca (¢f. [13]).

La caractéristique de ce type de critére de plasticité est que la contrainte
principale intermédiaire n’intervient pas.

. . oy o, .
La relation (7) est une relation entre le rayon — s , et 1’abscisse

01—-2‘_03 du centre du cercle de Mohr relatif a 1’état de contraintes au point

(1) L’expression de f (o) en fonction des contraintes principales non ordonnées
est analogue a (6).
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Courbe intrinséque

m\ o

s \J9/ 3%

Fie. 1.3.

étudié. Cela prouve que les cercles de Mohr représentant tous les états
limites ont une enveloppe : cette enveloppe s’appelle la courbe intrinséque.

Adoptant les notations de Hill nous posons :
—p = (0,+03)/2.

La figure 3 montre dans la représentation des contraintes due 3 Mohr,
les cercles de Mohr correspondant & divers états d’équilibre limite et la
courbe intrinséque enveloppe de ces cercles. Soit :

Izl = k(o) ®

P’équation de cette courbe, en désignant par ¢ et t les composantes normale
et tangentielle de la contrainte sur une facette.

Alors pour un matériau dont le critére de plasticité est de la forme (7),
on peut énoncer :

Pour que I’état de contraintes en un point M ne viole pas le critére
de plasticité, c’est-a-dire satisfasse f(o) < 0, il faut et suffit que le cercle
de Mohr correspondant ne coupe pas la courbe intrinséque, c’est-3-dire
que pour toutes les facettes passant par M on- vérifie :

Izl < (o). ©)

Si et seulement si le critére de plasticité est atteint, il existe deux
facettes sur lesquelles |t} = A(o) (*). Ces facettes sont symétriques 1’une

(1) Nous supposons la relation © = k(o) réelle, c’est-a-dire que la famille de cercles
a une enveloppe réelle. (8) représente deux arcs symétriques par rapport a Oc, dont ’en-
semble constitue la courbe intrinseque.

La question de la forme de la courbe intrinséque au voisinage de son sommet a été
débattue (sommet « plat » ou sommet « pointu ») ; nous pensons qu’il n’y a pas 1a de
difficulté réelle. Il ne faut d’ailleurs pas perdre de vue que le plus souvent le phénoméne
physique correspondant au voisinage du sommet de la courbe intrinséque est d’une nature
différente : on voit apparaitre la rupture fragile sans plastification.
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de I’autre par rapport aux plans sur lesquels s’exercent les contraintes
principales extrémes.

2.6. Critére de Coulomb

Pour les sols on utilise trés couramment le critére de plasticité de
Coulomb : critére de type « courbe intrinséque», pour lequel la courbe
intrinséque est constituée de deux droites symétriques inclinées a 1’angle ¢
sur 1’axe des contraintes normales.

Avec les notations habituelles, H = C cotg ¢, (7) devient :

(6,—03) = —sin ¢ (o, +0;—2H) | (10)

-

et (9) devient :

lt| < C—otgop | () (11)

On se reportera & [11] pour les compléments sur ce sujet.

2.7. Plasticité et rupture

Comme nous ’avons déja remarqué au § 2.5, il est utile dans cette
étude des critéres de plasticité de mentionner le phénoméne de la rupture.
Il n’est pas de notre propos de nous étendre sur ce sujet en plein dévelop-
pement actuellement.

D’une fagon générale, la rupture — c’est-a-dire la séparation d’un
corps en plusieurs morceaux — peut intervenir :

— soit sans qu’il y ait eu auparavant déformation plastique : C’est
la rupture fragile qui se produit par fracturation perpendiculairement a
la direction des plus grandes contraintes;

— soit aprés déformation plastique : c’est la rupture ductile.

Dans une vision simple, et méme simpliste, on peut concevoir le
domaine d’élasticité du matériau comme intersection de deux domaines
(vraisemblablement convexes) correspondant l'un a la sécurité vis-a-vis
de la rupture fragile, ’autre a la « sécurité » vis-a-vis de ’apparition des
déformations plastiques.

(1) Le signe moins, peu habituel, est d0 & la convention de signes adoptée. Nous
avons choisi d’utiliser les conventions et notations de Hill qui sont, nous a-t-il semblé,
les plus courantes, afin de faciliter les lectures ultérieures.
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La surface de charge est la frontiére de ce domaine et apparait-donc
composée de la zone sommitale (si elle existe) correspondant & la rupture
fragile, d’une zone de transition ol les deux phénomeénes peuvent &tre
melés, et de la frontiére de plasticité.

L’expérience semble en effet montrer que pour tous les corps. lorsque
la partie sphérique du tenseur des contraintes est une pression isotrope
suffisante, on quitte le domaine de la rupture fragile et il y a rupture
ductile.

D’autre part, toujours d’aprés les résultats expérimentaux, il apparait
que pour les matériaux composés d’une seule phase (cela exclut les maté-
riaux poreux ou frittés, ¢f. [16, 17]) lorsque 1’état de contrainte est une
pression isotrope si grande soit-elle, il n’y a jamais plastification : la surface
de charge est donc ouverte (au sens usuel du terme) dans la direction
des pressions isotropes (1).

Pour les matériaux ductiles il n’y a pas de rupture fragile, pas de
zone sommitale et la surface de charge est ouverte dans les deux directions
correspondant aux pressions et aux tractions isotropes.

2.8. Matériaux anisotropes

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté les principaux
critéres de plasticité dans le cas de ’isotropie. En fait, il est connu que les
matériaux sont souvent anisotropes (métaux, sols ou roches ; ¢f. par exemple
pour ces deux derniers types de matériaux [1] et [24]).

Divers auteurs ont abordé I’étude de la plasticité anisotrope. Citons :
les travaux de Hill [8] qui a obtenu des résultats trés intéressants pour un
probléme de métallurgie; la notion de tenseur d’anisotropie introduite
par Caquot et Kérisel [4]; ainsi que [2], [3], etc. (D).

3 — La déformation plastique

Comme nous I’avons dit au § 1, le franchissement du seuil de plasticité
(ou de la surface de charge), correspond a P’apparition des déformations
permanentes.

(1) Pour les matériaux poreux ou {rittés le domaine d’¢lasticité est fermé dans toutes
les directions. L’utilisation pour les sols, matériaux grenus, du critére de plasticité de
Coulomb ou d’autres critéres du type courbe intrinséque « ouverts », correspond a une
approximation parfaitement justifié¢e dans la gamme des contraintes rencontrées dans la
pratique.

(2) Les fonctions de charge proposées par ces auteurs sont exprimées en contraintes
d’Euler ce qui, nous I’avons dit, ne peut étre qu’approximatif.
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Définissons la déformation plastique :

Dans les cas usuels ou I’élasticité du matériau étudié est lindaire et
n’est pas modifiée par la déformation plastique, la déformation plastique
est la déformation permanente aprés décharge compléte du matériau si
celle-ci est élastique; il peut se faire en effet que, i partir d’un certain
degré d’écrouissage, la décharge totale réelle ne puisse étre totalement
élastique, le chargement nul n’appartenant plus au domaine d’élasticité
actuel de I’élément : dans ce cas, la déformation plastique est la déformation
permanente obtenue aprés une décharge totale virtuelle entiérement élastique
(figure 4 dans le cas d’une sollicitation uniaxiale).

Fic. 14.

La définition précise de la déformation plastique, valable dans tous
les cas, se fait a4 partir des vitesses de déformation :

\

Nous désignons par v le tenseur vitesse de déformation; & chaque
instant da trajet de charge on connait la vitesse de déformation totale v;;
(résultat de Dexpérience), et la vitesse de déformation élastique of; (il
suffit de faire une décharge infinitésimale), la vitesse de déformation
plastique est la différence des deux précédentes, on a:

v;; = vy + v (12)

La déformation plastique est I'intégrale de vf; le long du trajet de charge (*).

(1) Signalons que en toute rigueur il y aurait lieu dans cette définition d’utiliser
le tenseur de déformation de Green ; d’autre part la notion d’état relaché ou d’état neutre,
y intervient de maniére fondamentale, le choix de cette configuration de référence, étudié
dans [10, 23, 18] dans le cas d’isotropie, a été précisé par Mandel [14] dans les cas plus
généraux.
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4 — Origine de la déformation plastique
(d’apres [13])

Dans Ie solide, assemblage de grains cristallins, la déformation plastique
peut avoir deux origines :

a) le mouvement relatif des grains eux-mémes : c’est le cas des terres,
et c’est alors le frottement entre les grains qui explique I’irréversibilité
du mouvement ;

b) les déformations permanentes des grains : c’est le cas des métaux.
Celles-ci se produisent par des glissements dans le réseau cristallin du
grain, suivant des plans atomiques, expliqués par la théorie des dislo-
cations (¢f. par exemple [5]).

S — Loi de comportement

Les figures 1 et 4 montrent clairement que la loi de comportement
ne saurait étre (comme c’est le cas en élasticité) une relation biunivoque
entre I’état de contraintes actuel et la déformation actuelle (ainsi les points
O et C correspondent au méme état de charge et & des déformations
différentes). La déformation actuelle dépend du trajet de charge suivi
pour atteindre 1’état de charge actuel (%).

Si I’on connait I’état de contrainte actuel et 1’état d’écrouissage,
c’est-a-dire la valeur actuelle des paramétres d’écrouissage, qui repré-
sentent l'intervention de I’histoire du chargement, alors la donnée de

(1) Elle ne dépend pas de I’horaire car nous avons exclu les phénomenes de viscosité.
Le temps que I’on a coutume de faire intervenir en plasticité statique ou quasi statique
n’est donc qu’un paramétre cinématique dont on peut modifier 1’échelle comme on le
désire. Ceci entraine que dans (14 et 15) le temps ne puisse pas intervenir dans Asj, .

En fait les déformations irréversibles des matériaux contiennent toujours une partie
visqueuse et le temps physique intervient dans la loi de comportement, mais aussi dés la
notion de seuil de plasticité qui dépend de la vitesse de charge, (c’est en particulier ce
qu’indique pour les métaux la théorie des dislocations [26]). L’étude de 1a viscoplasticité,
aprés une approche purement phénoménologique dont les résultats restaient limités,
semble maintenant aboutir & une théorie plus fondamentale (cf. [15] ou 1’on trouvera
¢également des références aux études antérieurement effectuées sur le sujet).

Il va de soi que I'utilisation du modgle de comportement plastique sans viscosité
sera justifiée pour les phénoménes ol I’aspect visqueux n’a pas le role prépondérant.
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Paccroissement de contrainte do détermine 1’accroissement de défor-
mation. (Dans le cas unidimensionnel des figures la et 4, ¢ joue le role
de paramétre d’écrouissage (1)). :

Une telle loi de comportement est dite de type incrémental.

On aura donc :
de = B(g, E, do)

indépendant de ¢ d’aprés la remarque sur P’absence de viscosité, et qui
est nécessairement de la forme différentielle :

de = B(g, E)do

de;; = Byj (0, E) doy, (13)
(ou encore : v = $B(a, E, 6) qui doit tre homogéne par rapport au temps,
d’ou: v = B(g, E) 9). '

Dans la décomposition du § 3, (de®);; suit par définition la loi de com-
portement élastique :

e

de® = Adg
posant : B=A+4
on a:
(de?);; = Aij, m (o, E) doy, (14)
ou en passant aux vitesses :
v = 4ij, m (¢, E) op, ). (15)

Le comportement du matériau étant différent a la « charge» et la
«décharge » (irréversibilité caractéristique de la plasticité) A;; ., aura
deux expressions différentes suivant qu’on sera dans I’'un ou l'autre cas.

Nous allons maintenant chercher a préciser ces expressions.
D’aprés les résultats des expériences indiquées au §1:

— La déformation plastique d’un élément écrouissable n’a lieu que

(1) Pour le matériau parfaitement plastique (fig. 18), pour ¢ = o4 et do = 0, de est
indéterminé. On peut dire qu’en fait tous les matériaux présentent un certain écrouissage,
si faible soit-il, ce qui fait disparaitre ce résultat peu physique. Cet écrouissage sera,
dans certains cas, suffisamment faible pour pouvoir étre négligé dans des problémes ol
cette hypothése apporte une simplification.

(2) En toute rigueuril y a lieu dans les formules (14, 15) de prendre pour do et 6
des définitions objectives (dérivées de Truesdell par ex., cf. [13]).
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si, le critére de plasticité étant satisfait, la charge de cet élément se poursuit
(fig- 5) ().
En posant :

_ o
dpf = %;dahk (16)

(« différentielle de f a écrouissage constant »),

cette condition, simple dans le cas du chargement & un seul paramétre,
se traduit ici par :
dgf> 0.
Alors :
(deP);; # O est donné par (14)
ou. 4 # 0.

Ojl\

f(0,E)=0

O

p

FiG. 1.5.

— Si Pon reste sur la surface de charge actuelle c’est-a-dire si:
dgf=0
la déformation plastique est nulle :
(de?);; = 0.
— Enfin si 'on procéde a une décharge, c’est-a-dire si:
dgf <0,
il n’y a pas de déformation plastique :

(de”);; =0 @

(1) Et on sait que dans ce cas, par définition méme de 1’écrouissage, la surface
de charge est entrainée par le point de charge d’ou f(c+do, E4dE) = 0.
(2) Et la surface de charge n’est pas modifiée.
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De plus le passage est continu d’un cas & l'autre ¢’est-d-dire que :
si dgf\0, on a (de”);; — 0.

Chaque forme linéaire (de?);; en doy,, (14), s’annule donc quand la
forme linéaire dzf en do,,, (16), s’annule.

Il y a donc dépendance de ces formes et :

defj = Hy;(g, E) def (17

Ainsi ’accroissement do du fenseur o n’intervient dans de? que par
le scalaire dgf.

Cela entraine que les directions principales de l’accroissement de la
déformation plastique et les rapports des valeurs principales ne dépendent
pas des accroissements de contraintes; ce point a été vérifié par les expé-
riences de Morrisson et Shepherd (1950) sur la traction-torsion de fils
métalliques.

Dans le cas ol le matériau est isotrope a écrouissage isotrope, H
est par rapport 4 ¢ une fonction tensorielle isotrope, et a donc les mémes
directions principales que celui-ci. de” et ¢ ont mémes directions principales
(proposition formulée par Saint-Venant en 1870 et vérifiée expérimenta-
lement par Taylor et Quinney en 1931).

En résumé, pour le matériau écrouissable, les raisonnements généraux

permettent de préciser la loi de comportement pour la déformation
plastique, sous la forme :

f(o'hlw E) =0
of .
(dap),-j = Hij (_q, E) do'hk S1
ao'hk af do_ > 0
30’hk he =
(de");; = O dans les autres cas.

C’est tout ce que ’on peut dire sur Ia loi de comportement sans faire
d’hypothése complémentaire.

Pour le matériau parfaitement plastique, la loi de comportement
est simplement :

of
06y

(de?);; # 0 ou =0 si f(o;;) =0 et do;; =0

(de”);; = 0 dans les autres cas.
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De plus, si le matériau est isotrope, les tenseurs v” et ¢ ont mémes
directions principales.

6 — Principe du travail maximal

On fait souvent I’hypothése que les matériaux obéissent au principe
du travail maximal de Hill (1950) que I’on peut énoncer :

Soit pour un élément, un tenseur contrainte ¢ & la limite d’écoulement,
J(0) = 0, et vP un tenseur vitesse de déformation plastique correspondant ;
o* un tenseur tel que f(o%) < 0, alors :

(0;;—05)v5 >0 (18)
(@—o™)v® > 0.
Géométriquement 1’inégalité (18) indique que si I'on représente »?
et ¢ par des vecteurs d’un espace & 6 dimensions (¢f. [12]), le produit

—> >
scalaire o*c -0 est = 0 si o est sur la surface f(6) = O et si 6* n’est pas

a Pextérieur.

034

Fic. 1.6.

Cela implique la convexité de la surface de charge
et vP est dirigé suivant une normale extérieure 3 cette surface au point ¢ :

si la surface est réguliére au point ¢ (1) :

=1L xo0 (19)
o

(1) La figure 6 ci-dessus a été tracée, pour plus de simplicité, dansle cas ou il y a
isotropie.
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ou pour comprendre aussi le cas d’un point conique :
vveldf(e) Az=0(H (20)

f est donc potentiel plastique.

Si le matériau est écrouissable on peut faire I’hypothése du principe
du travail maximal & chaque stade de 1’écrouissage.

Remarquons que dans le cas des métaux, les glissements le long des
plans atomiques sont gouvernés par la loi de Schmid : le glissement a lieu
si Ia cission sur le plan dans la direction du glissement atteint une cission
critique ; le principe du travail maximal peut alors étre démontré comme
conséquence de la loi de Schmid (¢f. [13], p. 720).

7 — Conséquence pour la loi de comportement

Si I’on fait ’hypothése que le principe du travail maximal est satisfait,
(équivalente a dire que la fonction de charge, convexe, est aussi potentiel
plastique), la loi de comportement se trouve précisée.

— Dans le cas de ’écrouissage on a :

P
vp=_:!'_._’££_(af o"hk) st f=0 et iahk>0

aahk 50’hk

(21)
v}; = 0 dans les autres cas

M est le module d’écrouissage qui, a priori, dépend de I’histoire du
chargement.

- §’%l n’y a pas d’écrouissage :

of
Jo

. of .
si f=0 et -a—&;a,,k_o

v =4
ij
.. .. 22
A = 0, facteur positif arbitraire (22)

vf; = 0 dans les autres cas.

(M 9f(o) : sous-différentiel au point o.
20f(s), A = 0, est le cone des normales extérieures a f en ce point.
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8 — Validité du principe du travail maximal
Cas des sols

D’aprés les résultats expérimentaux, le principe du travail maximal
semble vérifié pour les matériaux dont le critére de plasticité est indépendant
de la pression moyenne (c;;/3). C’est le cas pour les métaux ductiles et
aussi pour les argiles & ¢ = 0 (sol non drainé). La déformation plastique
s’effectue alors sans variation de volume.

Pour un sol obéissant au critére de Coulomb (10), le principe du
travail maximal conduirait a la loi de comportement plastique :

v! = A(l+sin ¢)

3 =0

v} = —A(1—sin ¢) 23)
Az=0

d’ou une variation de volume dans la déformation plastique égale a:

6 =vP40vl =21sin¢g = |:1—tg2 (%_%>J v? = sin ¢ (v — ).

Une telle variation de volume n’est pas en accord avec l’expérience :
il s’agit d’une dilatation qui est trop importante. Le principe du travail
maximal n’est donc pas acceptable pour les sols de Coulomb (¢ # 0).

Certains auteurs (cf. par exemple [6]) ont adopté pour les sols I’hypo-
thése selon laquelle la déformation plastique s’effectue sans variation de
volume : v§ = 0. Le matérian étant isotrope les tenseurs v¥ et ¢ doivent
avoir mémes directions principales. En particulier la loi de comportement
du matériau de Tresca standard (i.e. obéissant au principe du travail
maximal) semble convenir dans ce cas:

v =1
v5 =0
v = -2 @4
i=0

D’aprés [9] cette hypothése est acceptable pour un sol de Coulomb
s’il est & I’indice des vides critique.
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Suivant Bent Hansen [7] la loi de comportement pourrait étre du type :

v =  A(l+sinv)

=0

v = —A(l—sinv) (25)
=0

ou I’angle v est appelé angle de dilatation de 1’élément (v est positif s’il y a
dilatation).

En fait I’angle v varie au fur et & mesure de la déformation plastique
de I’élément, ce qui rend la loi de comportement (25) difficilement utilisable.
Toutefois d’aprés [9], des résultats satisfaisants sont obtenus en considérant
une idéalisation du matériau avec v, constant 0 < v < ¢, comme cela avait
été proposé dans [7], [20], et utilisé dans [22].

Le sol est donc traité comme ayant une fonction de charge de Coulomb
(angle ¢) et un potentiel plastique de Coulomb (angle v # ¢) différent
de la fouction de charge.

9 — Remarque finale

11 est important de souligner que la définition du comportement plas-
tique d’un matériau comprend deux parties :

a) seuil de plasticité - critére de plasticité,

b) loi de comportement.

Le critére de plasticité (ou plus exactement la fonction de charge)
n’intervient dans la loi de comportement d’une fagon générale que pour le
matériau écrouissable en tant qu’il sert & « mesurer » ’intensité de la charge
subie par 1’élément de matiére.

Ce n’est que lorsque 1’on fait ’hypothése du principe du travail maximal,
que le critére de plasticité définit aussi la loi de comportement.

Ces deux aspects n’ont pas toujours été bien distingués, notamment
comme le signale Roscoe [21] & propos du « critére de rupture de Mohr-
Coulomb ». Nous aurons 1’occasion de revenir sur ce point lors de 1’étude
des écoulements plans.
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CHAPITRE 11

APERCU SUR LES PROBLEMES
D’ELASTO-PLASTICITE

1 — Introduction

On appellera problémes d’élasto-plasticité, les problémes dans lesquels
la loi de comportement adoptée pour les matériaux, est du type indiqué
au chapitre I, faisant intervenir dans la déformation, une partie élastique
et une partie plastique.

A titre d’exemple, dans le cas du matériau isotrope, élastique linéaire,
obéissant au critére de plasticité de Misés avec écrouissage, et au principe
du travail maximal, ce sera :

1+v . v ?
vij = TO‘,-J- - —E115”+IIISU

si J, >0etJ, =Kk*E)

I, =04
S i 1
ou l// - g(JZa Jsa E)JZ = 0
v = }; 6ij — —EY,— éijj; dans les autres cas

dite loi de Prandtl- Reuss.

Ces problémes sont donc les problémes de base a considérer dés que
Pintroduction de la plasticité (sans viscosité) dans le comportement des
matériaux est nécessaire.

Comme nous le verrons ces problémes sont difficiles et pour cette raison
méme on n’a su résoudre qu’un petit nombre d’entre eux. Nous n’entrerons
donc pas dans les détails et nous nous bornerons a examiner la facon dont
ils se posent et a exposer certaines considérations générales & leur sujet
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(on se reportera aux traités classiques, et en particulier a [4] pour une pré-
sentation plus détaillée : théorémes d’unicité de la solution, principes
de minimum, etc.).

2 — Position du probléeme. Méthode de résolution

On se propose de déterminer 1’état actuel de contraintes et de déforma-
tions d’un systéme élasto-plastique soumis & un certain chargement.

La résolution se fait de proche en proche en suivant le trajet de charge.
Ce caracteére différentiel est imposé par le type méme de la loi de comporte-
ment (incrémental) dii & la présence des irréversibilités (charge et décharge).
En régle générale, I’état de contraintes et de déformation du systéme dépend
du trajet de charge suivi pour atteindre le chargement actuel.

On procéde donc pas & pas en suivant [’histoire du chargement :
3 ’instant ¢ on connait le champ de contraintes et le champ de déplacements ;
on détermine en utilisant les équations d’équilibre, les équations de compor-
tement — (1) par exemple — & partir des conditions aux limites sur les vites-
ses de forces appliquées (de surface et de masse) et les vitesses de déplace-
ment imposées, les champs de vitesses de contraintes ¢;; et de vitesses de
déplacements u; dans tout le solide. Ceci permet alors de passer a I'instant
(t+d¢) ol ’'on connait & nouveau les champs de contraintes et de déplace-
ments.

11 est 4 souligner qu’a chaque pas les limites entre zones élastiques et

2

zones €lasto-plastiques varient et doivent &tre 4 nouveau déterminées :

— des points situés en zones élastiques (f{o) < 0) 4 1’étape précédente
appartiennent maintenant aux zones élasto-plastiques : «ils entrent en
plasticité »,

— des points situés en zones élasto-plastiques 4 1’étape précédente
(f(o) = 0), appartiennent maintenant aux zones €lastiques : phénomeéne
de « décharge locale ».

Ceci est la principale source de difficultés pratiques.

Seuls quelques problémes dans lesquels des considérations de symétrie
apportaient de grosses simplifications ont pu étre résolus sans faire appel
au calcul numérique. En utilisant des techniques d’analyse numérique
(fondées sur les principes de minimum), comme la méthode des éléments
finis, (cf. par ex. [3]) on peut résoudre des problémes plus compliqués
mais encore relativement simplifiés ; toutefois ces procédés restent lents et
cofiteux.
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3 — Comportement d’un systéme
soumis a un processus de chargement

3.1. Chargement dépendant d’un parameétre

Considérons un systéme élasto-plastique (solide ou ensemble de solides)
soumis 2 un chargement dépendant d’un seul paramétre O, et partons
de I’état naturel (contraintes initiales nulles) pour lequel Q@ = 0.

Si on néglige les changements de géométrie, on passe, au cours du pro-
cessus de chargement (Q croissant) par les phases suivantes :

— D’abord tant que Q reste inférieur A une certaine valeur Q,, il
n’y a pas de zones élasto-plastiques, on a :

f(e) < 0 partout.

— Pour Q = Q,, des zones élasto-plastiques apparaissent : le critere
de plasticité est atteint en un point (ou plusieurs points simultanément).
0, est la limite d’élasticité initiale du systéme.

— Q croissant au-dela de Q,, les zones élasto-plastiques se dévelop-
pent. Il y a possibilité dans ces zones, de déformations pastiques mais celles-
ci sont contenues par les déformations des zones élastiques.

— Puis quand Q atteint une valeur @, les zones élasto-plastiques sont
suffisamment développées pour qu’apparaisse la possibilité d’écoulement
plastique libre c’est-3-dire de déformations plastiques qui ne sont plus
contenues par les zones élastiques.

Soit par exemple, le probléme plan d’une pression uniforme d’intensité
variable Q appliquée a la surface d’un demi-plan sur une largeur 2a dans
le cas d’un matériau de Tresca (1); on a :

0, = 7k (fig. 1a), la zone élasto-plastique est alors le demi-cercle de
diamétre A4’ (ou le critére est atteint en tous les points simultanément) ;

~——— -

fco
Fig. 1l.1a. Fic. H.1b.

(1) Matériau supposé, de plus, homogéne et a élasticité linéaire isotrope. .
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0, = (n+2)k (fig. 1), la zone élasto-plastique ayant I’allure indiquée
et permettant 1’écoulement du matériau sous le poingon jusqu’a la surface
de part et d’autre. .

— La suite du phénoméne est alors différente suivant que le matériau
constitutif est écrouissable ou parfaitement plastique :

Dans le cas du matériau parfaitement plastique :

On voit que si I’on continuait & négliger les changements de géométrie
au-dela de Q = Q,, la déformation du systéme se poursuivrait sous charge
constante égale & Q,, conduisant & la ruine. (figure 15 : enfoncement du
poingon et refoulement du matériau sur les cotés).

En fait les changements de géométrie ne peuvent plus étre négligés,
une fois le stade de 1’écoulement libre atteint. La poursuite de la déformation
du systéme ne se fera donc pas sous charge constante égale 3 Q,, jusqu’a
la ruine, mais Q, correspond toutefois pratiquement 2 la charge de ruine
(f. [7D (1. Q, est la charge limite du systéme.

Dans le cas du matériau écrouissable :

0O, ne présente plus le méme intérét. En effet, en supposant encore
négligeables les changements de géométrie aprés I’apparition de I’écoule-
ment plastique libre (Q = Q,), la déformation de la structure ne se poursuit
plus sous charge constante par suite de 1’écrouissage des éléments.

Pour le matériau écrouissable, la ruine de la structure se produit en
général par phénoméne d’instabilité qui doit &tre étudié dans chaque cas.

3.2. Chargement dépendant de plusieurs paramétres

Dans le cas d’un chargement dépendant d’un nombre fini de paramétres
() les notions du § 3.1 se transposent ainsi :

......

par la frontiére d’élasticité initiale, lieu des points Q,. Cette surface, convexe
(dans 'hypothése d’une fonction de charge convexe et de 1élasticité linéaire),
est indépendante du trajet de charge suivi depuis 1’état naturel, pour I’at-
teindre (réversibilité des déformations élastiques).

(1) Ilexiste certains problémes ot des changements importants de géométrie peuvent
étre tolérés, ces derniers produisent un « écrouissage géométrique » considérable et la
charge de ruine est trés différente de Q.

(2) Par exemple soumis & r forces ou pressions actives d’intensité ;. La notion
de paramétres de chargement sera définie avec précision au chapitre III de fagcon a
couvrir certains cas de conditions aux limites plus difficiles.



APERCU SUR LES PROBLEMES D’ELASTOPLASTICITE 25

— Si’on poursuit le chargement au-dela de cette frontiére, la frontiére
d’élasticité actuelle du systéme évolue, étant entrainée par le point de charge
Q : c’est « ’écrouissage du systéme », dil & ’écrouissage propre des éléments
plastiques du systéme et & I’incompatibilité des déformations plastiques
(cf. [5]). Cette frontiére dépend du trajet suivi pour I’atteindre.

— L’écoulement libre du systéme est atteint lorsque, suivant le trajet
de charge choisi, le chargement atteint la valeur Q;.

Le licu des points Q, correspondant 3 tous les trajets de charge est
1a frontiere d’écoulement du systéme.

L’étude des propriétés des chargements Q, et de la frontiére d’écoule-
ment du systéme est ’objet de la théorie des charges limites exposée au
Chapitre V : on démontre sous certaines hypothéses que la frontiére d’écou-
lement du systéme est une surface convexe, indépendante du trajet de charge
et aussi des propriétés élastiques du matérian.

La figure 2b extraite de [5] montre 2 titre d’exemple pour la structure
représentée en 2a, les différentes frontiéres.

@
FiG. 11.24 Fic. 1L.2b.

4 — Etude de deux exemples simples

4.1. L’expérience de traction simple

Considérons par exemple ’expérience de traction simple, (¢f- [4]),
sur une éprouvette métallique (figure 3, dans la zone de contraintes homo-

génes).
A F

I\

Fic. IL.3.
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Si le matériau constitutif est écrouissable, I’écrouissage entraine que
dans chaque fibre la contrainte ¢ doit augmenter pour que la déformation
se poursuive.

La force appliquée F, produit de la contrainte ¢ par la section actuelle,
peut donc croitre jusqu’a ce que les changements de géométrie (rétrécis-
sement de la section) viennent contrebalancer [’écrouissage : il existe un
maximum de la force qui se traduit dans la pratique par un phénoméne
d’instabilité ; il y a localisation de la déformation : ¢’est la striction.

Si la matériau constitutif est parfaitement plastique, la charge Q, est
la charge pour laquelle la plastification du corps de I’éprouvette est atteinte.
C’est la charge limite comme nous I’avons définie au § I1.3.

Il est clair d’ailleurs que dans ce cas le phénoméne d’instabilité se pro-
duit également et précisément pour Q = @, puisque la contrainte dans
les fibres reste constante tandis que la section décroit.

4.2. Une structure simple

Le systéme étudié est la structure de la figure 1a : ¢’est un cadre avec
ses diagonales. En 4, B, C, D, sont des articulations. Les barres sont élas-
tiques parfaitement plastiques, ont la méme section, les mémes propriétés
élastiques et plastiques, de plus leur limite de plasticité est la méme en
traction et en compression, + L.

B Cc Q
Q— 1/

A 5D

/ ' Fic. 114.
-Q

Cette structure est soumise a 1’action des deux forces +Q et —Q en
A et C qui constituent un chargement a un paramétre (fig. 4).

Il s’agit d’un systéme une fois hyperstatique dont on suppose I’état
initial naturel.
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Désignant par 7 la force de traction dans la barre 4C, on a par la sta-
tique, les forces dans les barres.

AC: T, CDetCB: (Q—T)—Z‘@, BD: —(0-T).

En élasticité, on obtient ;

C’est donc dans AC que s’exerce la force la plus grande en valeur abso-

lue, et la limite d’élasticité de la structure est atteinte quand cette force
atteint la limite de plasticité pour une barre; d’ou : Q, = L\[Z.

Si Q croit au-dessus de Q,, la force reste fixée dans AC, égale & L :
T = L ; les forces dans les autres barres sont donc connues : CD et CB :
(Q-L) \/ 2/2, BD : —(@—L). Ces barres ont des déformations purement
élastiques connues.

Dans AC, la déformation est la somme de I’allongement élastique et
Pallongement plastique qui par son arbitraire permet la compatibilité.
Les déformations plastiques sont contenues en ce sens que la déformation
de la structure totale est celle de la structure élastique composée des cing
barres (4B, BC, CD, DA, BD), soumise aux forces (Q—L) et —(Q—L);
cette structure posséde un degré d’hyperstaticité de moins que la structure
initiale : elle est isostatique.

Cela est valable jusqu’a ce que la limite de plasticité soit atteinte dans
une autre barre. C’est dans BD que la limite de plasticité est atteinte en
premier, en compression cette fois, pour Q = 2L.

Alors c’est I’écoulement libre : I’allongement de AC et le raccourcis-
sement de BD ne sont pas limités par les déformations du reste de la structure.
La structure est devenue un mécanisme. Si on continuait de négliger les
changements de géométrie (variations d’angles) I’écoulement se produirait
sous charge constante Q; = 2L qui est la charge limite.

11 faut remarquer :

1) Le r6le essentiel de 1’absence d’écrouissage : 1a force dans une barre
en équilibre limite reste constante malgré 1’accroissement de déformation.

2) On a négligé les changements de géométrie jusqu’a ’apparition de
I’écoulement plastique libre. Cela est légitime car les déformations élastiques
de (4BCD, BD), restent petites, si le matériau a un module d’Young assez
élevé (par rapport a L). :

Nous reviendrons plus tard sur certains problémes ol cette hypothése
se révéle inexacte.
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S — Importance des changements de géométrie

Pour beaucoup de problémes, si on effectue la résolution élastoplastique
en négligeant les changements de géométrie indiquée au § 3.1, on trouve
que I’écoulement libre n’est atteint que pour une déformation trés grande
ou méme infinie. Il n’est donc pas 1égitime de négliger les changements de
géométrie jusqu’a 1’apparition de I’écoulement libre, qui a lieu sous cette
hypothése a la charge Q;.

Pourtant cette charge Q; conserve souvent un intérét pratique pour
ces problémes, lorsque I’on trouve que Q, est atteinte rapidement c’est-a-
dire que pour des déformations de 1’ordre de 2 & 5 fois celles obtenues a la
limite d’élasticité de la structure — et donc encore négligeables (}) —Ia
charge Q est déja trés voisine de @, (par exemple : 0,95 Q,).

On peut penser en effet que dans ces cas, si la résolution exacte en tenant
compte des changements de géométrie était effectuée, elle ne différerait
de fagon sensible de la précédente qu’a partir de valeurs de Q voisines de
0, et qu’en conséquence la charge pour laquelle des déformations impor-
tantes entrainant la ruine pratique de la structure apparaissent est proche
de Q,. Le probléme de la flexion élastoplastique d’une poutre & section
rectangulaire (voir [4], [1]) fournit un exemple simple de ce cas.

Il n’en est pas toujours ainsi. Par exemple dans le cas d’une enveloppe
sphérique soumise & une pression intérieure [4], on trouve par la résolution
élastoplastique sans changements de géométrie, que la déformation corres-
pondant a un méme pourcentage de Q,, rapportée a celle obtenue 2 la limite
d’élasticité, augmente considérablement au fur et & mesure que I’enveloppe
devient épaisse. Il n’est plus possible de donner un sens 4 Q, pour I’envelop-
pe épaisse.

Il est évident que seule 1a résolution élasto-plastique exacte (i.e. en
tenant compte des changements de géométrie) permet de décider si la charge
limite @, définie au § 3.1, a ou non un sens pratiquement. En fait cette étude
rigoureuse n’a pu étre effectuée qu’exceptionnellement :

On trouve suivant les cas, soit que la charge passe par maximum avant
P’écoulement libre, soit que la charge croit jusqu’a I’apparition de I’écoule-
ment libre ; la charge correspondant & I’écoulement libre étant différente

(1) Dans I’hypothése ol les déformations obtenues a la limite d’élasticité de la
structure sont elles-mémes négligeables, ce qui correspond & la remarque du § 4&

(2) Pour un tel probléme le comportement du systéme au cours du processus de
chargement n’est plus celui décrit au § 3.1. La résolution élasto-plastique exacte met encore
en évidence Qo, mais au lieu d’une charge d’apparition de I’écoulement plastique libre,
on trouve un chargement critique d’instabilité (lorsque les déformations deviennent
négligeables — enveloppe mince — ce chargement critique devient égal 3 Q).
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de Q, obtenue plus haut. (Pour un méme probléme on obtient souvent I’un
ou I’autre de ces deux résultats suivant le sens de la sollicitation : sphére
creuse avec pression intérieure ou extérieure).

La puissance des méthodes utilisables pour la détermination de Q,
que nous verrons au chapitre V, comparée aux difficultés de la résolution
élastoplastique exacte ou méme simplifiée est la raison méme de I’impor-
tance de la théorie des charges limites et de 1’utilisation du schéma rigide
plastique qui lui est associé.

Nous pensons toutefois qu’il est indispensable d’étre conscient des
limites d’application de cette théorie (cf. [6]).

Signalons enfin que deux problémes d’élastoplasticité présentant un
intérét en Mécanique des Sols ont pu étre étudiés :

— Celui de I’expansion d’une cavité sphérique ou cylindrique soumise
4 une pression interne, dans un milieu élastique plastique (avec ou sans
écrouissage) infini (c’est en particulier une schématisation du probléme du
pressiométre). Grice & ses symétries ce probléme peut étre résolu. A noter
qu’il est indispensable dans cette résolution de tenir compte des change-
ments de géométrie avant ’apparition de 1’écoulement libre.

On met en évidence une pression limite finie atteinte asymptotiquement,
[4], [8], tandis que le-rayon intérieur de la cavité tend vers ’infini et le rayon
de la frontiére entre zone plastique (couronne autour de la cavité) et zone
élastique également.

— Celui de 1a contraction d’une cavité dans les mémes conditions [9]
dont la solution peut étre utilisée dans ’étude des tunnels & grande pro-
fondeur (¢f. [2]).

REFERENCES — CHAPITRE 11

{1] 3. CourBon (1965). — Compléments de Résistance des Matériaux. Plasticité. Cours
E.N.P.C., Paris.

[2] P. Hasis (1971). — Cours de Mécanique des Sols. Ecole du Génie Rural et des Eaux
et Foréts. Paris.

[3] S. Kosavasur et C.H. Lzg (1970). — Elastoplastic analysis of plane strain and axy-
symmetric flat punch indentation. Int. J. Mech. Sc. 12, pp. 349-370.

[4] J. MANDEL (1966). — Cours de Mécanique des milieux continus. Tome II, Ann. XX,
Gauthier-Villars, Paris.

[5] J. MANDEL (1964). — Contribution théorique a I’étude de Iécrouissage et des lois de
Iécoulement plastique. C.R. 11¢ Congr. int. Mec. appl., Munich, pp. 502-509.

[6] D. RADENKOVIC et J. SALENGON (1971). — Egquilibre limite et rupture en Mécanigue
des Sols. Journées Frangaises de Mécanique des Sols, Paris, mai 1971.



30 PLASTICITE ET MECANIQUE DES SOLS

[7] J. SALENCON (1969). — La théorie des charges limites dans la résolution des problémes
de plasticité en déformation plane. Thése Doct. Sc., Paris.

[81 J. SarLengoN (1966). — Expansion d’une cavité... dans un milieu élastoplastique.
Ann. Pts. Ch., 1966, 3, pp. 175-187.

[9] J. SALENGON (1969). — Contraction d’une cavité... dans un milieu élastoplastique.
Ann. Pts. Ch., 1969, 4, pp. 231-236.

J. MANDEL (1969). — Cours de Science des Matériaux. Ecole Nationale Supérieure des
Mines de Paris.

P.V. MARrcAL et LP. KiNG (1967). — Elastic-plastic analysis of two-dimensional stress
systems by the finite element method Int. J1. Mech. Sc., vol. 9, pp. 143-155.



CHAPITRE I

LES PROBLEMES
D’ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE,
ET L’ETUDE
DU « SCHEMA RIGIDE-PLASTIQUE »

1 — Définition du matériau rigide-plastique

Le matériau rigide-plastique est un matériau qui n’a pas d’élasticité
(modules d’élasticité infinis).

Pour ce matériau la vitesse de déformation se réduit a la vitesse de
~déformation plastique :

v = V. @

C’est cette schématisation du comportement, a priori trés éloignée
de la réaiité, que ’on utilise le plus fréquemment dans 1’étude des problémes
de plasticité et nous allons d’abord essayer d’en voir les raisons.

2 — Le matériau rigide plastique
dans I’étude des problémes d’écoulement libre

Revenons sur 'exemple de la structure traité au chapitre précédent.

Pour la détermination de la limite d’élasticité, Q, = L~/2, intervien-
nent : A ’

a) les contraintes initiales : qui dans le cas présent sont nulles ;

b) les propriétés élastiques du matériau (bien que cela n’apparaisse pas
explicitement sur le résultat car le fait que ces propriétés soient les mémes
pour toutes les barres entraine des simplifications et masque cet aspect).

Pour la détermination de la limite d’écoulement de la structure, ni les
contraintes initiales, ni les propriétés élastiques n’interviennent : en effet
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pour T = L dans AC, —L dans BD la valeur Q, = 2L est obtenue simple-

ment par la statique, la contrainte dans CB est égale & L —23 et donc accep-

table ; et la structure isostatique pour Q < Q,, est transformée en un méca-
nisme pour Q = Q.

Puisque les propriétés élastiques du matériau n’interviennent pas pour
la détermination de la charge limite, on peut en particulier calculer cette
valeur en faisant tendre les modules d’élasticité vers l’infini (). D’ou
Putilisation du schéma rigide-plastique qui conduit & des calculs simples
pour la détermination des charges limites.

Mais il faut remarquer que ces résultats concernant la charge limite
de 1a structure ne sont valables que parce que I’on a pu négliger les change-
ments de géométrie jusqu’a 1’apparition de I’écoulement plastique libre.

Ceci est général. Le schéma rigide-plastique ne doit pas €tre employé
sans discernement : ¢’est ainsi en particulier que ['utilisation de ce schéma
pour la recherche de la pression limite d’écoulement pour le probléme de
I’expansion d’upe cavité dans un milieu rigide parfaitement plastique infini,
conduirait au résultat, d’une pression limite infinie, alors que comme nous
I’avons dit au chapitre précédent, la solution exacte montre I’existence d’une
pression finie atteinte asymptotiquement, que nous proposons d’appeler
pression critique.

Dans la suite, nous réserverons le nom de charge limite (ou chargement
limite dans le cas de plusieurs paramétres) a une charge correspondant a
Papparition de ’écoulement plastique libre dans un systéme en matériau
rigide plastique. D’aprés ce que nous avons dit, cette caractérisation plus
commode, est équivalente a la définition donnée au chapitre II (§ 3.1., 3.2).

La question des conditions sous lesquelles cette charge a une signifi-
cation pratique pour un systéme en matériau élastoplastique ne sera plus
évoquée mais il est entendu qu’elle resterait a examiner dans chaque cas.

3 — Position du probléme
pour un systéme rigide-plastique

Considérons maintenant dans toute sa généralité le probléme du char-
gement d’un systéme constitué d’un matériau rigide-plastique.

Il est clair que pour un tel systéme on ne peut avoir des déformations
non nulles que lorsqu’il y a écoulement plastique libre (*).

(1) La démonstration générale de ce résultat est donnée au chapitre V.

(2) Dans bien des cas I’écoulement libre correspond au fait que les zones plastiques
sont suffisamment étendues pour que I’ensemble des points appartenant aux zones
rigides et aux parois rigides ne soit plus connexe; mais cela ne saurait &tre considéré
comme une régle générale comme le montre I’exemple de la figure la au chapitre II.
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L’utilisation du schéma rigide-plastique ne débouche donc que sur
I’étude des problémes d’écoulement libre.

Cette étude se fera & partir de 1’apparition de 1’écoulement libre, pas
a pas pour prendre en compte 1’écrouissage — si le matériau est écrouis-
sable — et les changements de géométrie au fur et & mesure des déforma-
tions ; en effet ’écoulement étant libre, les déformations ne sont plus infi-
niment petites.

Les inconnues du probléme sont non plus les vitesses de contraintes
et les vitesses de déplacement comme au- chapitre II pour les problémes
élastoplastiques, mais les contraintes et les vitesses de déplacement.

On montre (¢f. [4], p. 758) que le probléme ainsi posé est bien posé.

Cette différence de points de vue d’un probléme a ’autre peut s’expli-
quer :

Pour le systéme rigide-plastique on effectue la résolution pas & pas a
partir de Iapparition de I’écoulement libre. On doit donc & cet instant,
dans lequel 1’état d’écrouissage est connu (il est nul puisqu’il n’y a encore
eu aucune déformation), déterminer les vitesses de déplacement (puisque
les déplacements actuels sont connus : ils sont nuls) et les contraintes.

L’état d’écrouissage est déterminé pour Pinstant ultérieur : en effet
les vitesses des paramétres d’écrouissage sont des fonctions, des valeurs
actuelles des paramétres et des vitesses de déplacement qui sont connues.

On peut alors recommencer a ’instant ultérieur la déterminations des
contraintes et des vitesses de déplacement et ainsi de suite.

Comme nous ’avons dit il faut tenir compte des changements de géo-
métrie, au cours de la résolution. Cela est difficile.

Le probléme se simplifie dans deux cas ol la géométrie d’une part,
et I’état d’écrouissage de chaque élément d’autre part, sont connus :

a) I'étude de P’écoulement libre commengant pour un systéme par-
faitement plastique ou écrouissable (1), qui conduit 4 la charge limite telle
que nous P’avons définie. On dit que le systéme est en équilibre limite. '

b) P’étude de ’écoulement libre permanent d’un syst¢me parfaitement
plastique, dont les exemples sont nombreux : écoulement a travers une filiére
ou une trémie, etc.; on détermine alors une charge qui apparait comme

(1) A noter que I’étude de I’écoulement libre commencant sur le systéme rigide-
plastique ne correspondra avec celle sur le systéme élasto-plastique que si, outre les
conditions déja indiquées, 1’écrouissage peut &tre considéré comme nul en tout point
du systéme élasto-plastique jusqu’d I’apparition de 1’écoulement libre, car sinon I’état
d’écrouissage ne serait pas le méme, au moment de I’écoulement libre commengant
dans le systéme élasto-plastique et dans le systdme rigide-plastique. Cette condition
est évidemment vérifiée dans le cas du matériau- parfaitement plastique. On pourra
trouver dans [6] des réflexions complémentaires sur le cas de matériaux a écrouissage
rapide et limité.
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la charge limite du systéme dans I’état qui correspond au régime permanent.
Il n’y a donc pas de différence essentielle entre les deux cas.

Ces deux types de problémes sont de loin les plus étudiés dans la prati-
que. Il convient toutefois de signaler que I’examen de certains régimes transi-
toires entre 1’écoulement libre commengant et 1’écoulement permanent est
parfois utile (problémes analogues a celui de la formation d’un copeau);
une telle étude se raméne d’ailleurs & une succession de déterminations de
chargements limites.

Nous verrons au paragraphe 5 les conséquences de cela sur la fagon
de poser les conditions & la limite.

4 — Equations du probléme

On est amené 3 distinguer dans le systéme deux types de régions, olt
les équations dont on dispose sont différentes.

a) les régions en équilibre limite : ou, par hypothése, le critére est satis-
fait en tout point. On a alors les équations :

f(o-ij’ o) =0 ) critére de plasticité ol les ax sont les
n paramétres d’écrouissage (s’il y a liew),

00;; . (e

— 4 pX, = 3 équations d’équilibre,

0x;

, 0 .
v;; = A , A=20 @) loi de comportement,
Jdo ij
& = hk (ab Ui) (5) évolution des paramétres d’écrouissage.

b) les régions rigides : ot par hypothése, il n’y a pas de déformation.

Les équations y sont :

v; =0 (6)
f(o'ij) <0 U]
00;; _

x. + pX; = 0. 3)

J

On voit que dans les zones plastiques, on dispose du nombre exact
d’équations pour déterminer les inconnues o5, u;, Oy

Par contre dans les zones rigides, il manque trois équations pour déter-
miner le champ de contraintes, (*) tandis que le champ de vitesses correspond
3 un mouvement sans déformation (mouvement de solide rigide).

(1) Cela ne doit pas surprendre puisque dans ces régions la loi de comportement
ne fait pas intervenir les contraintes [6].
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Les zones plastiques a) sont les régions du systéme qui peuvent étre
déformées.

Les zones rigides b) sont les régions qui ne sont pas déformées.

La distinction entre ces deux types de régions peut ne pas paraitre
entiérement logique ; elle tient & certaines particularités de la méthode de
résolution des problémes d’écoulement libre pour le matériau rigide-plas-
tique que nous allons esquisser ici :

La difficulté du probléme tient au fait que I’on ne connait pas a I’avance
les régions en équilibre limite dans le systéme et celles qui ne le sont pas,
alors que les équations applicables dans ces deux domaines sont essentiel-
lement différentes.

Comme on le verra en détails, au chapitre IV dans le cas particulier
de la déformation plane, on procéde en général comme suit :

On construit des « solutions » en se donnant a priori les zones déforma-
bles (a), le reste du systéme étant supposé indéformé (b) ; ensuite certains
théorémes (chapitre V) permettent de préciser le sens de ces « solutions »
et de distinguer parmi elles la solution du probléme.

5 — Les conditions a la limite

5.1. Présentation classique

Comme nous I’avons dit, le schéma rigide-plastique ne permet de traiter
que les problémes d’écoulement libre. Les conditions a la limite (i.e. les
données au contour) doivent tenir compte de ce fait, ¢’est-a-dire étre compa-
tibles avec I’écoulement libre. D’ou la notion introduite par Mandel [4]
de conditions a la limite cohérentes.

En fait, nous I’avons dit, le probléme se raméne toujours a un probléme
de charge limite et se pose de la fagon suivante :

le systéme étant soumis & une sollicitation d’un certain type on cherche
pour quelle valeur de cette sollicitation il y a écoulement libre.

D’une fagon générale les conditions & la limite consistent en données
en contraintes et données en vitesses :

en chaque point de la surface du solide, donnée de trois composantes
orthogonales entre elles pour I’ensemble des deux vecteurs contrainte appli-
quée T et vitesse de déplacement #, comme cela est classique.

Mais ici ces conditions ne peuvent &tre quelconques. Il est clair par
exemple qu’elles ne sauraient consister en la donnée de toutes les contraintes
au contour.
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Les conditions dynamiques doivent avoir un caractére variable comme
indiqué plus haut.

11 y aura donc nécessairement des données a la limite en contraintes
et des données a la limite en vitesses ; ce sont les variables duales de ces
vitesses dans I’expression de la puissance des forces extérieures qui corres-
pondent aux conditions dynamiques variables.

Le probléme, étant ainsi posé avec de telles données a la limite en
vitesses, aura nécessairement pour solution I’écoulement libre et 1’on obtien-
dra bien ainsi la valeur de la sollicitation correspondante.

Voyons un exemple :

Soit le probléme du poingonnement d’un demi-plan rigide parfaitement
plastique par un poin¢on indéformable lisse en translation verticale (fig. 1)
Les données a la limite sont :

Ay

W

¥

Fic. HIL1.

Conditions 4 I’c0 @ u, = u, = 0.

conditions & la surface : y = 0 : |x| > a, 0, = 7,, = 0.

x| <a, z

vy = 0, u, = u

Les conditions dynamiques variables sont donc : la distribution des
contraintes normales le long de AA4’.

5.2. Critique de cette présentation

Cette présentation des conditions & la limite sous la forme :

« donnée en chaque point de trois composantes orthogonales entre
elles, pour ’ensemble des deux vecteurs T et u»

est classique en Mécanique des milieux continus : élasticité, visco-¢lasticité,
élasto-plasticité, etc. Elle a été également adoptée par de nombreux auteurs
(par ex. [4], [3]) pour les problémes concernant le matériau rigide-plastique.
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Toutefois elle n’est pas toujours bien adaptée dans ce cas, car la fagon
dont les conditions dynamiques présentent, dans les problémes pratiques,
leur caractére variable, s’accommode souvent mal de la distinction entre
données en contraintes ou données en vitesses.

Prenons des exemples de problémes plans voisins de celui du § 5.1 :
Soit le probléme d’une pression uniforme d’intensité variable @ appli-

quée 2 la surface d’un demi-plan sur le segment 4'A4 : on cherche la valeur
limite de @ (fig. 2) ; la condition sur 4’4 dans la direction Oy n’est pas une

A

donnée en contrainte car @ n’est pas connue, et ce n’est pas non plus une
donnée en vitesse.
Aussi le probléme du poingonnement du demi-plan par un poingon

rigide lisse sous ’action d’une force verticale axiale F : on cherche la valeur
limite de F (fig. 3); la condition sur 4’4 dans la direction Oy n’est ni une

A // \OF//%A x

donnée en contraintes ni une donnée en vitesses : on sait que la distribution
de u, est celle correspondant 4 un mouvement rigide, et que la distribution
de 0, a une résultante axiale.

11 est évident que, sauf au prix de transformations artificielles et qui
nuisent & la clarté, il n’est pas possible de faire rentrer ces conditions a la
limite dans le cadre classique du § 5.1.
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En fait toutes les conditions & la limite rencontrées dans les problémes
pratiques s’expriment commodément au moyen de paramétres de char-
gement en nombre fini (1).

Par exemple dans le cas de la figure 2, les conditions a la limite dépen-
dent du seul paramétre ‘

0, =0;
dans le cas de la figure 3, F est paramétre de chargement.

Nous donnons en annexe une présentation compléte de la notion de
paramétres de chargement ou forces généralisées ().

Résumons ici 1’essentiel :

Les conditions & la limite sont composées de conditions dynamiques
et de conditions cinématiques, qui laissent le caractére variable requis
aux données dynamiques.

Pour tout champ de contraintes ¢ statiquement admissible satisfaisant
les conditions 3 la limite dynamiques,

pour tout champ de vitesses de déformation v cinématiquement admis-
sible satisfaisant les conditions a la limite cinématiques,

le théoréme des puissances virtuelles permet d’écrire
f (_o_‘-g)deJv T-udS+Jv pF-udv. (8)
14 S 14

la formulation classique suppose que 1’on peut effectuer la décompo-
sition :

JT-udS:j TfuidS—kJ T, ut dS )
s ST S

(en désignant par T¢ et u¢, les valeurs données des composantes de la
contrainte ou de la vitesse sur S), ce qui n’est pas toujours possible;

(1) Pour cette raison nous n’insisterons pas sur les principes de Minimum pour
les contraintes et pour les vitesses dans lesquels les conditions & la limite doivent étre
mises sous la forme du § 5.1. ; d’ailleurs, méme lorsque cela est possible, ces « principes »
malgré leur apparente généralité ne sont pratiquement exploitables que dans le cas
d’un nombre fini de paramétres de chargement et ils se réduisent alors aux théorémes
de la théorie des charges limites, cela rejoint une remarque de Hill [2].

(2) Noter que dans [1] les Q: désignent les contraintes généralisées, c’est-a-dire
les paramétres de chargement d’un élément du systéme.
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la formulation en terme de paramétres de chargement suppose quel’on
peut écrire : :

fT-u ds + ij udV =Y 0,(0) ¢,(v) (10)
i=1
les correspondances :
o —> Q(0)e R
v —> qv) e R"

étant linéaires.

Ceci est toujours possible dans les cas pratiques. Les Q,(c) composan-
tes de Q(o) sont les parameétres de chargement du systéme. Nous proposons
d’appeler vitesse de déformation du systéme le vecteur ¢(v) (*).

Le probléme consiste alors & rechercher les valeurs limites du vecteur Q,
ainsi que les champs de contraintes et les champs de vitesses correspondants.

6 — Théoréme d’unicité du champ de contraintes

Nous allons maintenant donner un théoréme d’unicité pour la solution
du probléme d’écoulement libre, valable dans I’hypothése du matériau
standard et A fonction de charge convexe (i.e. obéissant au principe de travail
maximal).

6.1. Inégalité fondamentale

Les démonstrations sont fondées sur I’inégalité du principe du travail
maximal (chap. L, § 6) :
(Gij_o-;kj)”ij =0 1
ou encore :
(e—a*v = 0.

Rappelons que cette inégalité implique la convexité de 1a fonction de
charge qui est aussi potentiel plastique.

L’inégalité (11) n’est pas stricte et il est important pour la suite d’étudier
dans quelles circonstances il y a égalité :

(g—c®v =0. (12)

(1) Ceci afin de rappeler que si le champ de vitesses # correspond 4 un mouvement
solidifiant, on a g(v) = 0.
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Pour qu’il y ait égalité, il faut que g et o* appartiennent tous deux a la
surface de charge : en effet o est situé sur la surface par hypothése et ¢*
ne peut étre intérieur car la surface est convexe et v est dirigé suivant une
normale extérieure en ¢. La convexité entraine alors que le segment gg*
est entiérement a Dintérieur de ou sur la surface de charge.

D’autre part d’aprés (12), le segment co* appartient & un plan
extérieur ou tangent a la surface de charge. Il s’ensuit que le segment
oo* fait nécessairement partie de la surface de charge.

Pour que (12) soit vérifiée, il faut que ¢ et o* appartiennent tous deux
3 une méme variété linéaire appartenant & la surface de charge; il est
évident que si celle-ci est strictement convexe, on a: ¢ = ¢*.

6.2. Théoréme d’unicité

Le théoréme d’unicité du champ des contraintes Hill [2], est établi
classiquement dans I’hypothése de données au contour du type du § 5.1,
pour lesquelles la décomposition (9) est possible.

Nous verrons aussi qu’un théoréme analogue est valable dans le cas
de conditions 2 la limite exprimées au moyen de paramétres de chargement.

6.2.1. Enoncé classique.

Pour des données au contour du type du § 5.1, cohérentes, on peut avoir
plusieurs solutions, mais il y a unicité du champ de contraintes dans la réunion
des zones déformées de ces diverses solutions (sous certaines hypothéses).

6.2.2. Enoncé dans le cas d’un chargement & n parameéfires.

Pour des conditions a la limite du type du § 5.2, correspondant & un sys-
téme soumis & un chargement dépendani d’un nombre fini de paramétres Q,,
soit Q un chargement pour lequel il y a écoulement libre,

resp. soit ¢ une vitesse de déformation du systéme a I’écoulement libre ),
4 q

il peut y avoir plusieurs solutions pour une méme valeur de Q (resp. )
mais il y a unicité du champ de contraintes dans la réunion des zones déformées
de ces diverses solutions (sous certaines hypothéses).

6.2.3. Démonstration.

Considérons dans chacun des cas des énoncés précédents deux solutions
1 1 2 2
(c', vY), (o7, v?).



PROBLEMES D’ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE 41

L’application du principe des puissances virtuelles aux champs (¢* — %)
et(v*—v?) donne :
— dans le cas du §6.2.1:
[ @-ore-mar=| a-mu-was
14 JST
+ | (T -TH) Wi—u)ds

LY SM
~

+ | p(F=F)@'—u®dv
14

]
=

— dans le cas du §6.2.2.:
[ @0t -mav = £ @-anai-m- @@= -0

car Q! = Q? (resp. ¢! = ¢*) par hypothése.
La suite de la démonstration est alors la méme dans les deux cas.

On a ainsi :

f (€' -a) @' —v)dV =0 (13)
14 .

d’ol1 par application de (11):
@ —¢*) @ —2v*) =0 (14)
en tout point de (V).
Or le premier membre de (14) est nul dans les cas suivants :
a) si v! = v? = 0, c’est-2-dire dans les zones rigides a la fois dans
les deux solutions,

b) dans les zones qui sont déformées dans au moins une solution
(c’est-a-dire dans la réunion des zones déformées dans chaque solution) :

-— si un seul tenseur p est différent de zéro, soit pour fixer les idées
vl, (14) devient alors :

(@ —g)v' =0

qui n’est autre que (12) étudié¢ au §6.1;
— si les deux tenseurs sont différents de zéro (14) et (12) entrainent :

(gl _22) 21 =0 et (g.z_gl) 22 — 0,

c’est-a-dire 4 nouveau (12) étudié au §6.1.
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Des conclusions du § 6.1, on déduit alors que : ¢' et o2 appartiennent
tous les deux a la surface de charge

fleh) = fe® = 0.

De plus le segment o'c? appartient 4 la surface de charge et il appar-
tient donc aussi 4 un plan tangent a cette surface en o et un plan tangent
en o2 ; ceux-ci sont nécessairement confondus (*); si la surface est régu-
liére en o' et o2 (i.e. un seul plan tangent en chaque point), v* et v? sont
colinéaires.

En désignant par D la réunion des zones déformées correspondant
a chaque solution, on peut ainsi affirmer que :

1° Dans toutes les solutions, tout le domaine D est en équilibre limite.

2° Si la surface de charge est réguliére il y a en chaque point de D
proportionnalité entre les vitesses de déformation dans les diverses solu-
tions (en particulier les directions principales sont les mémes).

S’il y a isotropie cela entraine la coincidence des directions principales
des contraintes.

3° Si f est une fonction strictement convexe de o, le champ de con
traintes est déterminé de maniére unique en tout point de D.

4° Si f est une fonction strictement convexe du déviateur s (critére
de Misés par exemple), s est déterminé de maniére unique en tout point
de D (car la variété linéaire o'o? est une génératrice du cylindre). o est
déterminé de maniére unique dans D si la contrainte normale est connue
en au moins un point de la frontiére de D.

Dans le cas des critéres de Tresca ou de Coulomb, a la place de 2°
ona:

le régime d’écoulement en un point de D est le méme dans toutes les
solutions (méme face ou méme aréte).

Dans le cas du régime de face il y a proportionnalité entre les vitesses
de déformation dans les diverses solutions (en particulier elles ont mémes
directions principales).

Les énoncés correspondant a 3° et a 4° sont compliqués (¢f. [5]).

7 — Remarques

La lecture des paragraphes qui précédent peut faire douter quelque
peu de lintérét présenté par Iutilisation du matériau rigide-plastique.
En effet, la schématisation du milieu réel élastoplastique par le milieu

(1) Une surface convexe est toute entiére, d’un méme c6té de chacun de ses plans
tangents.
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rigide-plastique apporte apparemment bien des complications : ¢f. le § 5
par exemple.

Nous allons voir dans les deux chapitres suivants que le « schéma
rigide-plastique » a permis de résoudre, plus ou moins parfaitement, un
certain nombre de probléme que se posaient les ingénieurs.

Il ne faut pas perdre de vue aussi, que la schématisation adoptée
doit étre adaptée aux problémes étudiés et aux moyens de calcul dont
on dispose.

Ainsi, il se peut que dans avenir le matériau élastoplastique devienne
a son tour le schéma le plus fécond par suite de I’apparition de nouveaux
moyens de calcul.
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ANNEXE AU CHAPITRE III

DEFINITION GENERALE
DES PARAMETRES DE CHARGEMENT
D’UN SYSTEME

1 — Chargements possibles

1.1. Données au contour

Soit un corps déformable de volume (V) et de contour oV = S.

Les données au contour du corps portent sur l’ensemble des deux
vecteurs contrainte T et vitesse u.

On se donne :

en chaque point du contour trois composantes orthogonales entre
elles pour ’ensemble de ces deux vecteurs,

et les forces de masse & I'intérieur du corps.

En chaque point M de (S), soient Mx; (i = 1, 2, 3), les axes ortho-
gonaux dont les directions sont celles des données sur T et wu.

On s’intéresse d’une fagon générale aux problémes d’équilibre du
corps déformable (déformation quasi statique) et on considére tous les
chargements de (V), compatibles avec 1’équilibre, pour lesquels les axes
Mx; sont les mémes (V i) ainsi que la nature, T ou u, de la donnée selon MXx;.

Ces chargements seront appelés les chargements possibles de (V).
On désigne par : ’
S, la portion de S sur laquelle la composante T; est donnée,

S,, la portion de S sur laquelle la composante u; est donnée ;
on a évidemment :

Yi Sp,nS,=9, Spus,=S
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1.2. Définitions

Cela étant on appelle :
— jeu de données dynamiques possible, J,; :

T; sur Sp, (i=1,2,3)

des données { F (forces de masse) en tout point de V

(telles que ’équilibre des forces extérieures totales soit possible).
— jeu de données cinématiques possible, J,
des données { u; sur S, (i =1,2,3)

— jeu de données possible, J :

la réunion d’un jeu de données dynamiques possible et d’un jeu de
données cinématiques possible : -

J=J,0J,.

I est évident que les ensembles des jeux de données dynamiques
possibles, jeux de données cinématiques possibles, jeux de données possibles,
ont des structures d’espaces vectoriels sur R. On désigne par D et C les
deux premiers de ces espaces, en général de dimensions infinies.

— champ de contraintes statiquement admissible :

un champ de contraintes ¢ est dit statiquement admissible associé
a un jeu de données dynamiques possible :

o S.A. ass. J;,€D

s’il satisfait pour ce jeu de données :

— les équations d’équilibre (prises au sens des distributions),

— les données aux limites sur les contraintes.

— champ de vitesses de déformation cinématiquement admissible :

un champ de vitesses de déformation v est dit cinématiquement
admissible associé 3 un jeu de données cinématiques possible :

v CA. ass. J,e C

_1f 0y + ou;
=3 ox; = 0x;

s’il dérive :
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au sens des distributions d’un champ de vitesses u satisfaisant les données
aux limites pour les vitesses dans ce jeu de données.

1.3. Théoréme des puissances virtuelles

Il s’énonce :
Vo S.A. ass. J;, J;€D,

Vv CA. ass. J,, J,eC,

posant en chaque point de § g'n =T,
et désignant par u le champ de vitesse dont dérive v, on a:

fT-udS+I pF-udV=j (c-0)dV = 5@, v) (%)
S 14 14

¥ (0, v) est une forme bilinéaire (fonctionnelle) de o et v.

2 — Processus de chargement
dépendant d’un nombre fini de parameétres

2.1. Définitions

Considérant maintenant parmi les chargements possibles du § 1 ceux
qui sont effectivement réalisables (nous dirons aussi « permis») dans le
cadre d’un certain processus de chargement, on dira que le corps est soumis
4 un processus de chargement dépendant d’un nombre fini de paramétres

Q,; si:
1) ’ensemble des jeux de données dynamiques permis est un sous-
espace vectoriel D, = D;

2) Pensemble des jeux de données cinématiques permis est un sous-
espace vectoriel C, = C;

3) on peut définir :
une application linéaire qui
VJ;€D, et Vo S.A. ass. J, fait correspondre

o > Q(0) = [0:1(0), ..., Qu(0)] € R

(1) Nous notons : (5° v) = 64015
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et une autre application linéaire :
VJ.eC, Vv CA. ass. J,

v — q‘(v) = [(h(”), vers q,,(v)] e R"

et telles que :

¥(o, v) = Q(0)-4(v) = ~leQi(ff)éii(v)-
Les Qo) sont les paramétres de chargement du corps.

2.2. Propriétés

— Les vecteurs (o) correspondant a tous les champs de contraintes
g S.A. associés & tous les jeux de données dynamiques réalisables forment
un espace vectoriel a n dimensions {Q}.

Un vecteur Q(o) sera appelé chargement du corps.

— De méme les vecteurs ¢(v) correspondant a tous les champs de
vitesses de déformation associés a tous les jeux de données cinématiques
réalisables, forment un espace vectoriel a n dimensions {4}.

— {0} et {4} sont duaux.
2.3. Remarques

— Etant donné J; € D, il lui correspond en général plusieurs champs
auxquels correspondent en général plusieurs vecteurs Q(o).

En effet, soit : oy S.A. ass. J,€ D,
o, S.A. ass. J,eD,
alors 6,—0, est S.A. ass. 0e D,

mais on n’a pas nécessairement Q(g,) = Q(c,).

— Propri€té analogue pour J, € C,, v, 4(v).
— Un méme vecteur Q peut correspondre 2 plusieurs champs o S.A.
mais ceux-ci sont associés au méme J; € D,

— Propriété analogue pour ¢4, v, (les J, sont alors identiques a un
déplacement d’ensemble prés).

Un vecteur §(v) sera appelé vitesse de déformation du corps (1).

(1) Nous proposons cette dénomination pour rappeler que si le champ de vitesses
u est celui d’'un mouvement solidifiant, on a: g@) = 0.
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— On suppose au § 2.1 dans la définition, que D, et C, sont des
sous-espaces vectoriels ; cela implique que dans le processus de chargement
il n’y a pas d’autres données constantes que celles qui sont nulles.

En fait dans le cas ou il y aurait des données constantes (par exemple
pour les données dynamiques : forces de masse, surcharge sur une partie
de la surface) on considérera ces données comme variables et on les fixera
finalement & leurs valeurs prescrites.

On pourrait aussi opérer en prenant pour D, et C, des sous-espaces
affines de D et C afin d’éviter ’artifice indiqué ci-dessus. Cette méthode
aurait, nous le pensons, plus d’inconvénients que d’avantages.

3 — Cas d’un systéme. Conditions de frottement

Ce qui a été dit aux § 1 et 2 concerne le cas d’un corps au contour
duquel les données sont du type indiqué au § 1.1.

Quelques précisions complémentaires sont nécessaires pour l’appli-
cation au cas d’un cas d’un corps, ou d’un systéme de corps, pour lesquels
interviennent des conditions de frottement (contacts non lisses).

Dans le cas d’un corps ayant un contact avec frottement sur une
partie de sa surface on définira les paramétres de chargement pour un
systéme plus vaste incluant le corps et 'interface de frottement (la frontiére
du systéme passe 3 I’extérieur de cet interface); la condition de frottement
n’intervient ensuite que comme une loi de comportement (plastique) a
Pintérieur du systéme. De méme pour un systéme comprenant plusieurs
corps en contact avec frottement.

4 — Exemple

Poingonnement d’un demi-plan par une plaque rigide, lisse, dans le
cas d’une surcharge de surface.

Y

RN/ e

‘><

Fic. A.IIL1.
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00 18, tu =0

S, tu, =0
x'Ad" et Ax : S Ty =0

Sy, : T, = —p p arbitraire
A4 Sy, : Ty =0

Sy, tu = —-U+Qx U, Q arbitraires
d’ou : Q; = p, g = U, g3 = Q

et :
q‘l = -——J\ uzdx —J‘ uzdx, Q2 = Na Q3 = M'

= a

(N : résultante des forces appliquées par le poingon, comptée positive-
ment dans le sens —Oy; M moment par rapport & 0).



CHAPITRE IV

PROBLEMES D’ECOULEMENT LIBRE
EN DEFORMATION PLANE

1 — Généralités

Ce chapitre est consacré 4 1’étude d’une classe de problémes d’écou-
lement libre dont la résolution présente d’importantes particularités sim-
plificatrices. Il s’agit des problémes de déformation plane auxquels, pour
cette raison on a ramené beaucoup de problémes fondamentaux de la
Mécanique des sols.

Nous en ferons un examen trés détaillé car il s’agit d’une question
assez délicate, principalement dans sa démarche logique qui n’est pas
toujours évidente.

Les problémes de symétrie axiale sous certaines hypothéses (critére
de type courbe intrinséque, hypothése de Haar-Karman) se résolvent
de maniére semblable. Ces problémes sont bri¢vement évoqués en annexe
et nous renvoyons. A [1, 6, 8, 14, 21, 25] le lecteur désireux d’informations
plus complétes sur le sujet.

Seul le cas du matériau isotrope sera traité, certains types d’aniso-
tropies ont été étudiés en déformation plane [10, 11, 2].

2 — Expression du critére de plasticité
Par définition la déformation plane effectuée perpendiculairement a
I’axe Oz correspond aux conditions suivantes :
u, et u, indépendantes de z et u, =0 {1

d’ou : Uy, = Uy, = Uy = 0. 2
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Dans les zones déformées, zones plastiques ol le facteur A est # 0,
(2) représente trois équations qui permettent en général d’exprimer o,
Tyz Ty €N fonction de oy, oy, 7,

Le critére de plasticité, qui est satisfait dans ces régions, peut donc
étre écrit en fonction de ces trois contraintes (relatives au plan (x, y))
uniquement :

F(O'x, Oys Oz Txys Txzs Tyz) = f(o-xa () ’ny) =0 (1) (3)

Plus précisément, en ne considérant que le cas du matériau isotrope
seul envisagé dans toute la suite, le critére de plasticité s’exprime en fonction
des contraintes principales :

F(oy, 05, 03) = 0. @

Dans I’hypothése de la déformation plane, Oz étant direction prin-
cipale de p est aussi principale pour ¢ (?); posons :

o, = o3 (contraintes principales non ordonnées)

(2) s’écrit :
U3 = O. (5)

Faisons maintenant ’hypothése du matériau obéissant au principe
du travail maximal (matériau dit standard); de (5) on déduit :

—=20 ©)

(4) et (6) définissent donc le critére de plasticité en déformation plane :

F(O';l’ 02 03) =0 (4)
oF
50; =0 (6)

(1) Nous n’indiquons pas la dépendance éventuelle de F et fen x, y si le matériau
n’est pas homogéne (homogéne selon Oz uniquement) ; les résultats des § 2, 3, 4, sont
également valables dans ce cas.

(2) Nous avons dit au chapitre I que dans le cas de I’isotropie v et ¢ ont néces-
sairement mémes directions principales. On trouvera dans [11] une discussion trés fouillée

Do
de ce résultat di, rappelons-le, au fait que la loi de comportement lie v, ¢ et YS la

Do
relation étant linéaire entre v et TS (Cf. aussi [2, 12]).
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On voit que ce critére exprimé en fonction des deux contraintes
principales dans le plan Oxy, o, et o,

flo,0,) =0 @

n’est autre, d’aprés la convexité de F, que I’équation de la projection du
contour apparent de la surface F = 0 dans ’espace des contraintes, parallé-
lement & o5, sur le plan 40, ; il s’agit d’une courbe réelle symétrique par
rapport a la bissectrice (o, = 0,, 03 = 0).

S est symétrique en o4, 0,, et peut aussi se mettre sous la forme :

gl:0'1+0'2 l0'1_0'2i]=0 (8)

2 7 2

c’est-3-dire d’un critére courbe intrinséque dans le plan (x, y) :
Avec les notations du chapitre I:

g(=p, R) =0 )

R étant le rayon du cercle de Mohr dont I’abscisse du centre est —p. On
fera dans la suite I’hypothése que la courbe intrinséque est réelle.

On a donc le théoréme :

Pour le matériau isotrope, rigide-plastique, obéissant au principe du
travail maximal, tout critére de plasticité se raméne en déformation plane @
un critére du type courbe intrinséque dans le plan de la déformation.

En particulier, pour les critéres qui ne dépendent que du déviateur s

(matériaux ductiles), on obtient toujours le critére de Tresca a deux

dimensions.
lo;—0,] = 2k. (10)

3 — Remarque sur le cas du matériau non standard

Pour un matériau isotrope dont le critére de plasticité est du type
courbe intrinséque, ce qui est le cas des sols obéissant au critére de Coulomb,
il n’est pas indispensable de faire appel au principe du travail maximal
pour aboutir aux formules (8) ou (9) : il suffit que o,, contrainte principale
comme ci-dessus, soit contrainte principale intermédiaire.

Cela pourra étre une conséquence de I’hypothése de déformation
plane et de la loi de comportement sans que celle-ci soit nécessairement
celle du matériau standard. Il en est ainsi par exemple si ’on utilise une
loi de comportement comme (25) proposée au chapitre I, ou encore si
I’on adopte la loi de comportement du matériau de Von Misés standard.
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Il en va de méme pour un matériau isotrope dont le critére de plasticité
est de la forme générale F(o,, 0,, 63) = 0 (F symétrique convexe), et dont
la déformation plastique s’effectue suivant la régle d’écoulement du matériau
de Mises standard. On montre encore que dans le plan de la déformation
le critére est représenté par une courbe réelle symétrique par rapport a
la bissectrice (64 = 0,5, 03 = 0), critére de type courbe intrinséque, et
on fera dans la suite ’hypothése que I’enveloppe des cercles de Mohr
est réelle.

Dans ces conditions les résultats relatifs au champ de contraintes
que nous allons développer, sont donc valables pour ces matériaux.

4 — Equations pour les contraintes

Dans les conditions de validité de (8) ou (9) indiquées plus haut, on
dispose dans les zones plastiques de trois équations pour les trois con-
traintes inconnues, indépendamment des vitesses.

S (05 0y, T1y) = 0 €)
06, 0Ty _
ot PX =0 (11)
ot,, , Oo, _

C’est cette circonstance qui fait Pintérét particulier des problémes
de déformation plane :

si les conditions a la limite s’y prétent on va pouvoir procéder en deux
étapes et commencer par déterminer le champ de contraintes dans les
zones plastiques sans faire intervenir les vitesses. La détermination du
champ de vitesses se fera ensuite. En fait, on verra que les choses sont
un peu plus compliquées que nous ne I’indiquons ici, et que 1’on devra
souvent faire intervenir les vitesses deés le stade de la détermination du
champ des contraintes, par exemple pour choisir entre deux solutions
possibles ; il n’en reste pas moins que cette possibilité de traiter d’abord
un probléme pour les contraintes puis un probléme pour les vitesses sim-
plifie considérablement le travail.

Remarquons encore que le systéme (3, 11, 12) et les conclusions qui
s’en déduisent sont valables d’une fagon générale dans les zones ol o,
est contrainte principale intermédiaire et qui sont en équilibre limite,
dans le cas d’un matériau dont le critére de plasticité est du type courbe
intrinséque.
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C’est ainsi que les résultats de la partie A qui va suivre sont appli-
cables dans les problémes d’élastoplasticité dans les zones en équilibre
limite (f'= 0), ol o, est contrainte principale intermédiaire, pour un
matériau dont le critére est du type courbe intrinséque.

Dans les zones rigides (dites de type b au chapitre III), il manque
trois équations pour déterminer le champ de contraintes si I’on fait I’hypo-
thése que o, y est contrainte principale, il y manque en particulier une
équation pour déterminer les trois contraintes o,, 0, T, le critére de
plasticité ne fournissant plus qu’une inégalité.

A. LE PROBLEME POUR LES CONTRAINTES

5 — Transformation des équations

L’approche que nous donnons est due & Mandel [16].

Ordonnant les contraintes principales o, et o, dans le plan (Oxy) suivant
6, = 0,, nous introduisons une nouvelle variable : 1’angle § = (Ox, o{),
angle de la direction de la plus grande traction avec Ox.

0., 0y, Ty, S’expriment en fonction des trois variables R, p, 0 :

AT

vq

FiG. 1V.1.

d’aprés la figure 1:

o, = —p+Rcos20
—p— R cos 20 13)
R sin 26

y

il

Txy

Nous considérons dans la suite que le matériau est homogene. Le
cas du matériau non homogéne dans le plan de la déformation (f fonction
de x et y) est étudié en annexe.
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Le critére de plasticité indépendant de x et y est satisfait en tout point
de la zone plastique et se résout en :

R = R(p) (14
(résolution de (9)).
D’aprés (13) on a:
do,  Op dR dp . a6
x = ‘H -+ "H 'EC“ cos 260 —2R sin 20 —a; (15)
et de méme :
0ty 07y, oo,
ox’ dy et ay

%{_, dérivée de (14) s’évalue aisément sur la figure 2, ol ¢ désigne
P

I’angle fait avec Ox par la tangente & la courbe intrinséque en son point
de contact avec le cercle de Mohr de centre —p.

Il vient :
dR/dp = sin ¢. (16)

v Q

Fic. IV.2.

Le systéme d’équations pour les contraintes valable en zone plastique
est ainsi transformé par I’introduction des nouvelles variables; 1’équation
(3) est équivalente a (13) et (14); et (11) et (12) deviennent :

dp . . 8 ., dp .
~ (1—sin ¢ cos 20) — 2R sin 20 P + sin ¢ 3y sin 20

+2Rcos29%+pX=O an
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op . . 00 dp .
+ 75 Sin ¢ sin 20+ 2R cos 20 7 dy (1+sin ¢ cos 26)

+ 2R sin20§—f)+pY =0 (18)

C’est un systéme de deux équations aux dérivées partielles du 1°* ordre,
quasi linéaire, pour les fonctions inconnues p et 8 des deux variables x et y.

L’étude de ce systéme montre que si I’enveloppe des cercles définis
par (14) est réelle, c’est-a-dire si la courbe intrinséque est entiérement
réelle, (i.e. [sin ¢| < 1), le systéme (17, 18) est toujours hyperbolique :
il y a deux familles de lignes caractéristiques réelles.

6 — Lignes caractéristiques

En effectuant la recherche des lignes caractéristiques, on trouve (1)
que, en chaque point de la zone plastique, ces lignes ont pour pente :

dyjdx = tg [9 + (% + :31)] 19)

Elles font donc ’angle + (% + %) avec la direction de la plus grande

traction.

On convient de désigner par « la caractéristique inclinée & — (% + %)

sur oy, et f§ Vautre (fig. 3).

AT

Tl

Fic. IV.3.

(1) Par exemple, en écrivant que le long d’une caractéristique le probléme de
Cauchy est impossible ou indéterminé.
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En M le cercle de Mohr est tangent & la courbe intrinséque puisqu’on
est en état d’équilibre limite (zone plastique). La formule (19) montre
que les facettes caractéristiques en M correspondent aux points de contact
du cercle de Mohr avec la courbe intrinséque : Ce sont les deux facettes
sur lesquelles : |t} = A(6) (¢f. chapitre I, § 2).

7 — Relations le long des caractéristiques

.On sait que le long de chaque caractéristique, la solution du probléme
(p, 0) doit satisfaire une relation différentielle; celle-ci- exprime que le
probléme de Cauchy le long de la caractéristique, avec les données (p, 6)
égales a la solution, est indéterminé et non impossible. .

On peut établir ces relations assez simplement.

Plagons ’axe Ox suivant la tangente en M & Mu, inclinée & — <% + %—)
sur o, (fig. 3); (17) et (18) deviennent :

W, s 0 . ap o
~a—}—c—(1+sm ) 2Rcos¢ﬁ—+sm¢ﬁcos¢ 2Rsm¢7y—+pX—O
(20)

ap . . 00 2, Op 00 _
o s1n¢cosq5—2Rsm¢§ cos ¢W+2Rcos¢5—y—+pY—0 (21)

en multipliant (20) par cos ¢ et (21) par sin ¢ et en additionnant on obtient
une relation dans laquelle ne figurent que les dérivées partielles par rapport
ax: )

dp 06 . _
- Ty cos ¢—2R—67+chos ¢+pYsing =90 22)

C’est la relation différentielle le long de la caractéristique « :

2R )
—dp—-mde‘l'P(X‘l'Ytg‘ﬁ)dsa_o (23)

X+Ytg¢p = A est la composante oblique parallélement a 8 de la force
de masse suivant la direction «, d’ou :

2R
- — == . 2
dp + ooy 5 40— pA ds, = 0 (24)
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et de méme le long de la caractéristique S :

2R _ .

Les équations (24, 25) dues & Mandel [16] dans le cas d’un matériau
homogéne de courbe intrinséque quelconque se réduisent aux équations
de Kotter si le matériau obéit au critére de Coulomb.

On pourra se reporter a I’annexe du chapitre V consacrée au théoréme
de Bonneau, ou les équations de Kotter sont obtenues par des considé-
rations qui mettent bien en évidence leur signification du point de vue
mécanique.

8 — Procédé de calcul de la soiution

Les propriétés mathématiques décrites aux § 5, 6, 7, sont d’un grand
intérét pratique car elles permettent de calculer commodément la solution
du probléme pour les contraintes dans les zones plastiques.

En effet, le probléme étant hyperbolique on peut utiliser pour cons-
truire la solution, la méthode des caractéristiques qui est classique pour ce
type de problémes.

Supposons connues les valeurs des fonctions p et 6 le long d’un arc
de courbe AB non caractéristique.

La solution continue de (17, 18) est déterminée de fagon unique de
chaque coté de AB dans le triangle curviligne limité par AB et les carac-
téristiques intérieures issues de 4 et B, appelé domaine de dépendance
de 4B. (Résultat classique de la théorie des équations aux dérivées partielles,
dont la méthode des caractéristiques fournit d’ailleurs une ébauche de
démonstration).

La méthode des caractéristiques permet de calculer numériquement
cette solution par discrétisation.

On divise AB par n points 1, 2, 3, ..., n (fig. 4); en chacun de ces
points les pentes des caractéristiques « et § sont connues par (19). Assimilant
ces caractéristiques a leur tangente en 1, 2, ..., n, ce qui est d’autant mieux
acceptable que la division de 4B est plus fine, on obtient les points (1, 2),

(1) On trouvera dans I’annexe consacrée au matériau non homogéne dont les
résultats sont évidemment applicables au cas du matériau homogéne, les formules (24)
et (25) écrites avec les notations tensorielles classiques.
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©,3),(3, 4, ..., (n—1, n), approximant les nceuds du réseau des carac-
téristiques o et B qui s’appuient sur 1, 2, 3, ..., n. En ces points, on peut
calculer p et 8 : en effet, en chaque point (k, k+1), les relations nécessai-
rement vérifiées par la solution le long des caractéristiques o, [k+1,
k, k+1)] et B, [k, (k, k+1)], fournissent par passage aux différences
finies, deux équations linéaires pour les deux inconnues.

Fic. IV 4.

Le processus peut alors étre réutilisé en faisant jouer aux points
(k, k+1), (en nombre n—1), le role des points k du stade précédent.

On calcule ainsi la solution en suivant les caractéristiques, d’out le
résultat annoncé sur le domaine de dépendance.

Il est clair que l’approximation de la solution ainsi obtenue est
d’autant plus précise que le maillage est plus fin.

La méthode peut étre aussi utilisée pour construire la solution & partir
de la donnée de p et 8 sur deux arcs de caractéristiques concourants, et
dans d’autres cas encore (¢f. par exemple [10]).

Il n’est pas de notre propos d’entrer ici dans des détails qui ressor-
tissent & 1’analyse numérique. Nous avons indiqué le principe de la méthode
des caractéristiques en utilisant le schéma aux différences finies le plus
simple. 11 est évident que I’on pourra utiliser des schémas plus élaborés ()
pour la détermination des neeuds du réseau ainsi que pour discrétiser les
relations le long des caractéristiques. Le point essentiel est que la résolution
se fait en utilisant les caractéristiques et les relations le long de ces lignes.

La méthode des caractéristiques est I’outil de base pour la résolution
des problémes d’écoulement plan. Celle-ci s’effectue le plus souvent, numé-
riquement et ce n’est qu’exceptionnellement que 1’on peut mettre en évidence

(1) Rappelons que le raffinement du maillage et le raffinement du schéma de
discrétisation interviennent tous deux dans I’amélioration de la précision d’une solution
obtenue par une méthode numérique.
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des solutions analytiques comme nous le ferons sur un exemple classique
dans la suite.

Elle a été beaucoup utilisée par Sokolovski et est souvent associée,
en mécanique des sols, au nom de cet auteur (¢f. par exemple [22], [23]).
9 — Transformation des équations (24, 25)

9.1. Si les forces de masse sont nulles

Dans le cas o il n’y a pas de forces de masse, (24) et (25) s’écrivent :

2R

dp + md@ =0 le long d’une ligne o
d ——gR—dB = 0 le long d’une ligne B
p cos ¢ - g g .
Posons en suivant Mandel :
1 | cos ¢(p)
Y= —Z | 222 Y 26
2J RGp) 7 | @6)

oll R = R(p) est la relation (14) et ¢ = ¢(p) est la relation entre I’abscisse
du centre d’un cercle de Mohr limite et ’angle de sa tangente au point
de contact avec la courbe intrinséque.

Alors (24) et (25) s’intégrent en :

X—0 =Cte =f lelongd’une ligne o 1)
Z+0 = Cte = a le long d’une ligne f

e Avec le critére de Tresca :
Y = —pf2k

d’olt les relations de Hencky :

p+2k6 = Cte le long d’une ligne « 28)
p—2k0 = Cte le long d’une ligne g

o Avec le critére de Coulomb :

7l =C-otg¢
d’ou R = (H+p)sin ¢ avec H = Ccotg ¢
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d’autre part :
dp = dR/sin ¢ (16)
on en déduit :

_ _cotg ¢ | dR _ cotg ¢
z = ) j_R‘" = 7 LogR
ou encore :
5 Py H ). (29)

2

9.2. Cas du critére de Tresca avec forces de masse dérivant d’un potentiel

Puisqu’il s’agit du critére de Tresca, ¢ = 0 et les caractéristiques
forment un réseau de courbes orthogonales.
Si les forces de masse dérivent d’un potentiel ¥, ce qui est le cas le
plus courant on a:
av av

4= B=%

(24) et (25) deviennent alors :

d(p+pV) +2k do = 0, ligne «
(p+pV) g } 30)

d(p+pV)—2kd8 =0, ligne B

d’ou les formules (27) et (28) modifiées en remplagant p par p+pV.

10 — Géométrie du réseau de caractéristiques

10.1.

Les caractéristiques forment un résecau de deux familles de courbes
qui se coupent a P’angle (x, f) = (n/2+¢).

10.2. Théoréme de Hencky

Dans les cas exposés ci-dessus ou les relations le long des caracté-
ristiques s’intégrent sous la forme (27) (ce qui exclut en particulier le cas
des sols de Coulomb pesants), considérons (fig. 5) deux lignes caracté-
ristiques o et deux lignes caractéristiques f, qui se coupent en M, N, P, Q.



p L

(rop. )

62 PLASTICITE ET MECANIQUE DES SOLS

* &

(73 ‘ FiG. IV.5.

Appliquant (27), on a:
Su—0y =Zy—0y
Tp—0p =Zp—0y
Syt 0y=2p+0p
Iy +0y =Zy+ 0,
d’ou

Oy — O = Bp—0p A BN

Cette propriété (31) constitue le théoréme de Hencky.

Dans le cas ol ¢ est indépendant de P (critére de Tresca ou de Cou-
lomb), le théoréme de Hencky conduit & une propriété géométrique simple :
la variation d’angle de la tangente le long d’une caractéristique a« entre
deux caractéristiques B, données, est indépendante de la caractéristique
o considérée (on peut permuter les roles de a et f).

Un réseau possédant cette propriété est appelé réseau de Hencky.

10.3. Conséquences du théoréme de Hencky : quelques champs simples

Champ semi-homogéne : Dans les conditions d’applications du théoréme
de Hencky, on dit que le champ de contraintes est semi-homogéne dans
un domaine, si « (resp. B) des formules (27), est constant dans le domaine.

Reprenant la figure 5 on voit que 6.et X sont constants sur chaque
ligne « (resp. f) dans le domaine;

de plus si-¢-est-indépendant-de-P, les dewsfamillesde caractéristiques

sont rectilignes.

10.4. Propriétés de certains champs semi-homogénes

11 est intéressant de s’arréter un peu plus longuement sur les champs
semi-homogénes dans le cas des réseaux de Hencky, trés utiles dans les
constructions de solutions.
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Les caractéristiques o (resp. ) d’un tel champ sont des segments
d’une famille de droites & un paramétre. (On peut démontrer réciproque-
ment que toute famille de droites & un paramétre convient).

Ces droites ont une enveloppe et on démontre (') que si les segments
de caractéristiques touchent I’enveloppe, ce ne peut étre a intérieur du
solide.

Un cas particulier important est celui ol ’enveloppe est réduite a
un point : c’est ’éventail de Prandtl. Ce point apparait d’ailleurs comme
une caractéristique f (resp. o) dégénérée.

Si le critére est celui de Coulomb, 1’éventail de Prandtl est composé
de spirales logarithmiques et de rayons vecteurs (cercles dans le cas du
critére de Tresca) (fig. 6).

Fic. 1IV.6.
eV

Dans le cas général pour le critére de Tresca, le réseau de caracté-
ristiques étant orthogonal, les caractéristiques B (resp. «) sont les déve-
loppantes de I’enveloppe (E) (fig. 7). Désignons par s I’abscisse sur (E)

E)
Q = M
r ' VB ]
Fic. IV.7.

du point de contact T de chaque droite « avec (E), et par r la distance
TM de ce point de contact au point courant correspondant sur une carac-

- téristique B (fig. 7). On sait que : p = s+r est constant le long de chaque

caractéristique f§ développante de (E).

D’oti la propriété : les segments rectilignes de caractéristiques compris
entre deux caractéristiques de I’autre famille sont tous de méme longueur (?).

(1) Le résultat est un cas particulier du théoréme de Bonneau [3} que nous donnons
en annexe au chapitre V.

(2) Cette propriété était trés utile naguére, lorsque la construction des réseaux
de caractéristiques se faisait graphiquement.
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11 — Raccordement de solutions

Les caractéristiques étant réelles, il est possible (') le long d’une
caractéristique et seulement le long d’une caractéristique de raccorder
deux solutions correspondant aux mémes valeurs de p et 0, qui satisfont
(24) et (25), mais différent par les valeurs des dérivées. On obtient donc
ainsi une solution continue avec dérivées discontinues normalement a la
caractéristique.

Si on se place dans les conditions d’application du théoréme de
Hencky, on voit facilement qu’a un champ homogéne on ne peut raccorder
qu’un champ semi-homogéne, (si le raccordement est effectué le long
d’une ligne o (resp. f), c’est le paramétre « (resp. f) qui est constant
dans le champ semi-homogéne.

Les résultats ci-dessus ont trait au champ des contraintes dans les
zones plastiques. Bien que nous n’en ayons pas terminé avec ce probléme,
nous allons maintenant passer & 1’étude du probléme pour les vitesses.
Nous reviendrons 2 la fin de la partie B (§ 16) sur la question des champs
de contraintes discontinus dans la zone plastique car tout ce qui a été
dit jusqu’a présent concerne uniquement les champs de contraintes continus.

Dans C, nous traiterons un exemple et dans D nous indiquerons
certaines particularités des problémes pour le matériau de Coulomb.

B. LE PROBLEME POUR LES VITESSES

12 — Loi de comportement
12.1.

Nous avons traité aux § 2 et 3 de P’intervention de la loi de compor-
tement.

En particulier il est apparu que pour les matériaux dont le critére
est du type courbe intrinséque, il n’est pas nécessaire que la loi de compor- -
tement soit celle du matériau standard pour que le probléme en contraintes
dans les zomes plastiques se pose de la maniére indiquée.

(1) L’indétermination de la solution du probléme de Cauchy sur un arc de carac-
téristique avec des données caractéristiques, résulte de I’indétermination dans le calcul
des dérivées normales. :
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Ainsi on a pu traiter ce probléme sans que la loi de comportement
ait été entidrement précisée, pourvu qu’elle satisfasse certaines condi-
tions.

11 est évident par contre que pour ’étude du probléme pour les vitesses,
il est indispensable que la loi de comportement soit parfaitement
définie. _

A titre de simplification, nous ne traiterons ici que le cas du matériau
de Tresca standard. On sait que ce schéma de comportement est acceptable
pour le métal et les argiles non drainées (¢ = 0).

En annexe est traité le cas du matériau standard de courbe intrinséque
quelconque; bien que, comme nous I’avons dit au chapitre I, Phypothése
du principe du travail maximal ne corresponde pas i la réalité dans le
cas ¢ # 0, il est utile de traiter le probléme dans cette hypothése car :

d’une part la solution pour le matériau standard peut fournir des
indications sur celle correspondant au matériau réel (cf. au chapitre V,
le théoréeme de Radenkovic [18]);

d’autre part, comme nous lindiquons dans I’annexe, 1’étude du
probléme en vitesses pour le matériau standard de courbe intrinséque
quelconque fournit tous les éléments nécessaires a la construction de solu-
tions pour les matériaux non standards du type de ceux proposés par
Bent Hansen, indiqués au chapitre I (§ 8) (¢f. le travail de Négre [17]).

12.2. Le matériau standard

Dans le cas du matériau standard, la loi de comportement est, en
reprenant les notations du § 2 :

oF
bij = A 00;:

Az0 32
ou F(o,, 6, T,y, 0,) = 0 est le critére d’écoulement;
Sf(ox, 0y, 7,y) =0 est la projection de ce critére dans Ie plan (x, y):

f (ax: O'y,‘ Txy) =F {O'.x, o'y> Txy: O, (O'x, o-y’ Txy)]

la fonction o,(0,, 0, 1,,) étant obtenue par résolution de :
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On a donc:

of OF | oF o0, OF
60'ij - 5o‘ij 60’2 aO'ij - 60'1-]-

pour i,j=1,2 (33)

d’olr :

v..:,zaf A=0  i,j=1,2; (34)

H do;;

ainsi f, «critére dans le plan (x, y)», est aussi potentiel plastique bidi-
mensionnel.

Dans le cas o F ne dépend que du déviateur, on a :

2 2 2
SOyt = EoOL T T (39)

d’ou :
Uyx = A'(Gx'—ay)/z \
v,, = A(0,—0,)2 ) 36
Uy = ATy S )

Az0 /

13 — Lignes caractéristiques.
Relations le long des caractéristiques pour les vitesses

Le probléme en contrainte étant résolu comme indiqué dans A, c’est-
a-dire que ’on connait les contraintes dans la zone plastique, on cherche
maintenant 3 déterminer les vitesses dans le solide.

Les zones dans lesquelles ¢ n’a pas été déterminé sont les zones
supposées a priori non déformées, ol le critére de plasticité n’est donc
pas nécessairement atteint. Le mouvement y est un mouvement de corps
rigide et I’on détermine le champ de vitesses & partir des conditions a la
limite. ’

C’est a la distribution des vitesses dans les zones plastiques de la
solution en contraintes que nous allons nous intéresser.

Puisque nous ne traitons que le cas du matériau de Tresca, les lignes
caractéristiques o, B sont orthogonales.

En un point M de la zone plastique prenons comme axes Mx et My
les tangentes & Mo et Mp (fig. 8).

On a alors en M: o0,= —p = 0y, Ty, = k.
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y p TT

P 2\
N

¢ X |
Fic. 1V.8.
La loi de comportement (36) donne :
ou,, du, ou, 0du,
ox _dy 1 9y ox
= = = = > .
o 5 3 T A=0 37

On en déduit le résultat suivant :

En M, la vitesse de dilatation linéaire est nulle suivant les directions de
Mu et MB. La vitesse de distorsion doit étre positive.

Si on introduit v, et v;, composantes du vecteur vitesse, en chaque
point suivant les directions o et f, (37) s’exprime en écrivant que les pro-
jections sur Mx des vitesses en M et N (infiniment voisins sur Ma) sont
égales (de méme en M et P sur My) d’ou:

dv,—v,dg =0 le long des lignes a (38)
dvg+v,d0 =0 le long des lignes 8

et la condition de possibilité (4 = 0) :

ov, a0 Ovg a0
6sﬂ—vﬁﬁ—s;+—5_s;+v’73s_a>o (39)

Du point de vue mathématique, dans les zones plastiques une fois
le champ de contrainte connu, le probléme en vitesses défini par (36),
est hyperbolique linéaire. (38) montre que les caractéristiques o et f§ pour
les contraintes sont caractéristiques pour les vitesses (1), et les équations
(38), appelées équations de Geiringer sont les relations le long des carac-
téristiques.

(1) Les caractéristiques d’un tel probléme du premier ordre sont les courbes le
long desquelles il existe une relation différentielle pour la solution.
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Remarque sur la signification des équations de Geiringer :

Les équations de Geiringer (38) expriment que la déformation dans
le plan (x, y) s’effectue sans variation de volume, et a pour directions
d’extension nulle (orthogonales) les directions « et § caractéristiques pour
les contraintes.

14 — Exemples

D’une fagon générale, la détermination du champ des vitesses, dans
la zone plastique, s’effectue en utilisant la méthode des caractéristiques.

Dans quelques cas, il est possible de trouver la forme explicite de la
solution. Nous allons donner a titre d’exemple, les champs de vitesses
associés aux champs de contraintes simples rencontrés au § 10.

14.1. Champ de contraintes homogéne

®

Fig. 1v.9.

Les caractéristiques forment un réseau de droites orthogonales que
Pon peut prendre comme lignes de coordonnées cartésiennes v, = u.,
vg = u,, et (38) montre que :

d’ou la forme de la solution générale pour le champ de vitesses dans un
champ de contraintes homogéne :

u, = f(0), uy, =g(x) (40)
et (39) impose

F+9'x) =0 (41)
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14.2, Champ de contraintes semi-homogéne

Nous supposons, pour fixer les idées, que les caractéristiques § sont
des segments rectilignes d’enveloppe (E), (fig. 10).

() &

Fic. IV.10.

Les équations de Geiringer deviennent :

dv,—v,d0 = 0 le long des lignes o
; g g } “2)

dvg = 0 le long des lignes 8

Les caractéristiques « et § peuvent €tre prises comme systéme de coor-
données curvilignes orthogonales, les paramétres correspondants étant alors :
0 constant sur les lignes §, variable sur les lignes «, et p constant surles lignes
B, variable sur les lignes o (cf. § 10.4).

(42) entraine que v, est fonction de 6 uniquement, soit par exemple :

vg = f'(0)
et alors puisque :
v,
a0 ~
ona:
v, = f(B)+9(p) 44

(43) et (44) donnent la forme générale de la solution pour les vitesses
dans un champ de contraintes semi-homogéne.

La condition de possibilité s’écrit (puisque ds; = —dp et ds, = rdf) :

~0@+ T2 L i@ +901 >0 (45)
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15 — Discontinuité de la vitesse

Ce qui a été dit pour le probléme des vitesses concerne les solutions
continues en vitesses dans une zone plastique ol le champ de contraintes
est connu continu.

Nous abordons maintenant le probléme des solutions en vitesse admet-
tant des discontinuités, le champ de contraintes étant, lui, continu. Il s’agit
de solutions faibles en vitesse (1).

Le champ de contraintes étant connu, le réseau de caractéristiques est
fixé. Cela correspond au fait, qu’une fois les contraintes déterminées, le
probléme pour les vitesses, est linéaire.

On sait (¢f. Courant et Hilbert [5] II pages 486 et la suite) que pour un
probléme linéaire hyperbolique, les lignes de discontinuité des solutions
faibles sont nécessairement des caractéristiques; on obtient une condition
de saut et une équation de propagation de la discontinuité le long de la
caractéristique.

Nous en déduisons que :

1° Les lignes de discontinuité de vitesses sont nécessairement des carac-
téristiques. »

2° Le flux de vitesse a travers la ligne de discontinuité devant étre
conservé par suite de Vincompressibilité du matériau, la discontinuité est
nécessairement tangentielle. Ce n’est autre que la condition de saut annoncée
plus haut.

3° Sipour fixer les idées, la ligne de discontinuité de u est une ligne «,
de part et d’autre de cette ligne, au voisinage immédiat, on peut appliquer
I’équation de Geiringer :

dv,—v,d0 = O suivant la ligne o, v, étant continu, on voit que :
dio =0 (3.

C’est ’équation de propagation.
La discontinuité de vitesse est constante le long de la ligne de disconti-
nuité.

(1) La nécessité de prendre en considération comme solutions du probléme
physique les solutions faibles du probléme mathématique apparait dans pratiquement
tous les exemples ; elle est clairement suggérée par ’expérience (localisation de la défor-
mation le long de lignes de glissement).

(2) Le crochet désigne la discontinuité.
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Enfin la condition de possibilité correspondant 2 1 > 0 donne :

si on franchit la ligne « (resp. f) dans le sens de la ligne g (resp. a), la
discontinuité de v, (resp. vy) doit étre positive.

On remarque que les lignes caractéristiques qui sont les lignes de cisail-
lement maximal, apparaissent comme les lignes de glissement possibles.
Cela est conforme a certaines expériences de Mécanique des Sols [2, 9].

3

Fic. IV.11. k ln

16 — Discontinuité du champ de contraintes

Comme nous ’avons annoncé au § 11 nous traitons maintenant des
solutions faibles en contraintes que ’on est conduit A considérer dans la
résolution de certains problémes.

Le probléme en contraintes est quasi-linéaire, et & la forme d’une loi
de conservation. Nous renvoyons & [S]-II, p. 488-490, pour I’étude mathé-
matique dont les résultats sont les suivants :

— les lignes de discontinuité ne sont pas des caractéristiques ;

~— on peut obtenir des solutions faibles, avec discontinuités, méme
si les données sur (C) sont continues;

— on obtient des conditions de saut, qui ici correspondent 3 la conti-
nuité des contraintes appliquées sur la surface de discontinuité, mais celles-ci
ne suffisent pas & déterminer une solution discontinue unique, on doit en
pratique se donner des indications sur la forme de la ligne de disconti-

- nuité.

Du point de vue des vitesses, il ne peut y avoir de discontinuité de
vitesse le long d’une ligne de discontinuité des contraintes. Celle-ci doit étre
considérée comme la limite d’une zone rigide infiniment mince, (cf. [10]
et annexe &, § 7.2, du présent chapitre, ().

(1) C’est ce qui précise la signification des solutions faibles en contraintes vis-3-vis
du probléme physique.
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C. ETUDE D’UN EXEMPLE

17 — Le probléme posé

Nous allons maintenant étudier un exemple afin de voir comment
toutes les notions que nous avons introduites au fil des paragraphes précé-
dents interviennent.

Nous considérons le probléme de la butée d’une paroi rigide lisse sur
un massif plastique non pesant, obéissant au critére de Tresca.

Les conditions & la limite sont les suivantes (fig. 12).

q
o] 4 3 4 b 3
D
w
M
S
AN
Qd{/\ ?
»/ﬂ Xpg
I
X
Fic. 1V.12.

a Pinfini les vitesses sont nulles :

sur0Y : o=—q, 7=20
s>0:1=0, u,=Q(a+ys)
sur OX :
§s<0:7=0, =0

IM = a-+ts

18 — Construction de la solution

On cherche & construire une solution correspondant a un écoulement
du sol vers le haut, c’est-a-dire ol la zone plastique aille de 40 a OY.

Partons alors de OY :

Appliquant la méthode du § 8, on voit que dans I’angle (OC, 0Y) = n/4
on a nécessairement un champ homogéne puisque T = Oet g = Cte sur OY.
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Deux tels équilibres sont possibles qui correspondent i ce que OC soit
caractéristique a ou . (Deux cercles de Mohr possibles). Ici il est nécessaire
de faire intervenir les vitesses (et donc la loi de comportement) : le mouve-
ment du matériau devant s’effectuer a partir de OA4 vers la surface 0%,
il faut que ¢ qui est contrainte principale, soit la plus grande traction;
OC est donc une ligne g (). '

A ce champ homogéne on ne peut raccorder qu’un champ semi-homo-
géne, dans lequel les caractéristiques seront les droites ; toute ligne f de ce
champ semi-homogéne, qui rencontre A0 doit faire avec 40 un angle
de n/4, (t = 0 sur A0) : ces lignes sont donc des droites paralléles. On a sous
AO un autre champ homogéne OAB.

Reste I’angle BOC ot nous devons raccorder les deux champs homo-
geénes. Si on fait I’hypothése d’un raccordement continu (ceci afin d’obtenir
une solution continue), cela se fait avec un éventail de Prandtl de sommet O
(?), d’ouverture .

On obtient alors facilement la contrainte sur OA; elle est normale
uniforme. Sa valeur se calcule en utilisant la relation le long des caractéris-
tiquesa de OY a OX :

sur OY,ona:p= —o,+k=g+k

d’ousur OA4 : p = (g+k)+2kw
et la pression sur OA est :

—0, = p+k = q+2k(1 +w) 46)

19 — Calcul des vitesses

Au-dessous de ABCD, le massif, réputé rigide, est donc immobile
d’aprés les conditions 3 Pinfini.

Les équations de Geiringer (38) montrent que v, est constant le long
de chaque ligne §.

(1) Ce raisonnement n’est pas parfaitement rigoureux et fait appel & P’intuition ;
mais il n’est pas indispensable. On peut laisser en suspens la question des noms des
caractéristiques (& ou ) et étudier les deux équilibres possibles qui fournissent deux
valeurs distinctes pour la pression sur OA4 ; cette question se régle lorsque 1’on considére
le probléme pour les vitesses : il faut que (39) soit vérifiée en tout point et cela se révéle
possible pour un choix des noms «, B (au plus car il se peut en effet qu’aucun choix ne
permette de satisfaire (39) partout).

(2) O n’est pas a l’intérieur du domaine plastique, il est 4 la frontiére en accord
avec le § 10.
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D’autre part, v, est continu 2 la traversée des lignes « en particulier
de la ligne ABCD. Comme vy = 0, au-dessous de ABCD, vy, = 0 aussi sur
ABCD en zone plastique. On en déduit que v; = 0 dans toute la zone plas-
tique.

Pour calculer v,, on part de OA4.

Dans OAB : v, = Cte le long de chaque ligne « (38). Sur O4, on a
u, = Qa+s); puisque vy = 0, il y a glissement du sol sous 04 (ce qui est
admissible puisque O4 est lisse), de 4 vers O, et : ‘

v, = Qa+5)/2 (47)
avec les notations du § 14.1 (fig. 13).

v, = Qa/2+2y) = f(¥) de (40)

et on vérifie que f'(y) = 0.

Dans OBC, v, = Cte le long de chaque ligne « d’aprés (38) et la conti-
nuité de v, a la traversée de OB en fixe la valeur.

0

s Y
A
/ Fic. IV.13.

d’olt v, = Q(a\/é+ 2(R—r)) = g(p) = g(r) avec les notations du § 14.2.
On vérifie que g(p)—rg’ (p) = 0.
Dans OCD, le champ est le méme que dans OA4B.

Enfin, il y a discontinuité de la vitesse le long de ABCD :

[v] = Qa \/ 2, qui est positive quand on franchit 4BCD dans le sens
des lignes f.

20 — Cas particulier

La figure 14 représente le cas particulier ot @ = /2, g = 0, et T est 2
I’infini, ¢’est-a-dire que la paroi est animée d’un mouvement de translation
vertical. L’écoulement peut se faire aussi bien a droite de 4’, qu’a gauche
de A puisque 7 est a I’infini.
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X

Fic. IV.14.

On trouve pour la pression la valeur :

—~0, = (n+2)k.

De plus cette solution est valable quel que soit le frottement sous la paroi :
c’est la symétrie qui impose que 1’équilibre sous la paroi soit homogéne.
(S’il y a du frottement, la distribution de vitesses est nécessairement la dis-
tribution symétrique ; alors que s’il n’y en a pas, la distribution de vitesses
dépend d’une fonction non décroissante arbitraire de y : la vitesse de glis-
sement du sol sous la paroi).

Comparaison avec 1’expérience :

Ce probléme schématise le test de dureté, et donne la relation A = 2,57 T
entre la dureté et la résistance a la traction.

Les calculs ont pu étre faits dans le cas de la symétrie de révolution,
ce qui approche mieux le probléme pratique et donnent :

A = 2,85 T dans le cas du poingon lisse;

A = 3 T dans le cas du poingon parfaitement rugueux.

L’expérience donne pour la dureté Brinell : A = 2,92 T, ce qui montre
I'intérét des solutions données par la théorie du matériau rigide plastique.

21 — Remarques sur la solution obtenue

Revenant au cas général du § 19, la solution ne peut étre valable que
si g n’est pas trop grand. En effet si g devient trop grand, il est intuitif que
le matériau a tendance & s’écouler a gauche de 4 vers AX.

La solution présentée est-elle compléte ? Pas tout a fait. Nous n’avons
pas considéré la zone réputée rigide sous 4BCD du point de vue des
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contraintes : il reste, pour pouvoir dire que le probléme est résolu, & y déter-
miner le champ des contraintes qui doit satisfaire :

— les équations d’équilibre,

— les conditions & la limite sur les contraintes et ne pas violer le
critére de plasticité; il suffit méme d’ailleurs de prouver qu’il est possible
de trouver un tel champ (qui dans la suite sera appelé champ de contraintes
licite) (Y).

La théorie des charges limites que nous exposerons au chapitre suivant
permettra précisément d’interpréter clairement les résultats ainsi obtenus.

22 — Cas du matériau de Coulomb

Nous étudierons le méme probléme dans le cas du matériau de Coulomb
non pesant.

Conformément aux § 2, 3, nous ne considérons que le point de vue du
champ des contraintes, qui ne nécessite pas d’avoir totalement précisé la
loi de comportement. (L annexe a de ce chapitre contient tous les éléments
permettant une étude en contraintes et en vitesses). A noter que dans les
ouvrages classiques traitant du matériau de Coulomb (comme [22], [23]),
il n’est pas d’usage d’envisager le champ des vitesses.

Nous ne reprenons pas dans le détail les raisonnements faits pour la
construction de la solution. La figure 12 est modifiée (fig. 15). '

SN

Fic. 1V.15.

Les caractéristiques ne sont pas orthogonales.

Comme dans le cas du matériau de Tresca, la contrainte appliquée
sur QA est contrainte principale (de méme la contrainte sur OY). Il reste
3 savoir si cette contrainte est majeure ou mineure (i.e. 6, ou g,).

(1) On peut montrer que ceci est effectivement possible si g n’est pas trop grand [19].
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Au § 17, cette alternative a été levée en faisant intervenir le champ
des vitesses : le probléme posé étant celui dans lequel la plaque « s’enfonce »
dans le sol, la contrainte sur OA est nécessairement o,.

Habituellement dans le cas du matériau de Coulomb (pour lequel la
loi de comportement est laissée imprécise) ce type d’alternative est levé
par référence a la solution du méme probléme pour le matériau de Tresca
(standard); le résultat correspond d’ailleurs ici & celui obtenu en levant
Palternative en faisant intervenir la loi de comportement si celle-ci est du
type indiqué en annexe (matériau de Coulomb non nécessairement standard).

Cela étant, dans OCD le champ est homogéne et 0 = —¢ = ¢, d’ol
(0C, 0Y) = n/4—¢/2; dans OAB, le champ est homogéne et la pression
n sous la paroi est la plus grande pression : n= —o, et

(04, OB) = n/4+¢/2;

C’est Péquilibre de butée.
Le champ OBC est semi-homogeéne (spirales logarithmiques).

La contrainte sur OA est normale uniforme. On la calcule en utilisant
les relations le long des caractéristiques.

EnSsurOY,ona: —p = 0,—R
d’ou : p=q+(H+p)sin ¢
et d’aprés (29) :

tg ¢ Lo H+gq

_ cotg ¢ _ _¢o

2

2S=2R’ GS=0R=6Q+w'

EnPsur OX:
—p = 06,+R
d’olr :
p =n—(H+p)sin ¢
et :
%, = _cotqu H+n

2 © 1+sin ¢
2P=2Q’ 0P=0Q'

En appliquant (27) : Z—6 = Cte le long des lignes a. D’ou :

_ 148in ¢ 2454
(n+H) =(q+H) Tsnd p; e (48)
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pour @ = /2, c’est le probléme de la force portante d’une fondation sur
un sol non pesant on trouve :

_ 1+sind 4
I?max =~H +(Q+H)1——sﬂe (49)

qui contient les termes de surcharge et de cohésion [13].

Ce qui a été dit au § 20, est encore valable ici : il manque, pour avoir
une solution du probléme des contraintes, la mise en évidence d’un champ
de contraintes licite au-dessous de ABCD.

On verra que la théorie des charges limites ne pourra en toute rigueur
donner aucun renseignement pour ce type de solution pour le matériau
de Coulomb et que ’interprétation des résultats obtenus se fait, elle aussi,
par référence a la solution du méme probléme pour le matériau de Tresca.

D. USAGES PARTICULIERS DANS L’ETUDE DU MATERIAU
DE COULOMB

23 — Méthode de superposition.
Théoréme des états correspondants

23.1. Méthode de superposition

Le procédé de résolution que nous avons exposé dans le cas général

(§ 7 et 8) permet d’étudier directement en un seul calcul le probléme du
matériau de Coulomb pesant, cohérent, avec ou sans surcharge de surface.

On préfere habituellement pour les calculs de force portante ou des
coefficients de poussée et butée, effectuer une décomposition du probléme
en appliquant la méthode de superposition [13, 4].

Cherchant par exemple la force portante d’une fondation sur un sol
pesant, ¢ # 0, C = 0 avec une surcharge de surface, on étudie séparément :

a) Le probléme de la force portante pour le matériau pesant sans sur-
charge :

(1) Utilisant les résultats de [20] suivant la méme méthode que dans [19], on peut
montrer que cela est possible si ¢ n’est pas trop grand.
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On met en évidence un champ de contraintes g* qui satisfait les équa-
tions d’équilibre avec la force de masse, les conditions & la limite avec
contraintes imposées nulles a la surface,

f(e') = 0 dans la zone plastique,
(') < 0 en dehors ().

b) Le probléme de la force portante pour le matériau non pesant avec
surcharge :

On met en évidence un champ de contraintes o qui satisfait les équa-
tions d’équilibre sans force de masse, les conditions a la limite avec contrainte
sur la surface égale a la surcharge et f(g?) = 0 dans la zone plastique (qui
peut &tre différente de celle de ') et f(*) < 0 en dehors (*).

Alors le champ de contraintes ¢ = ¢ +o? satisfait : les équations
d’équilibre avec la force de masse.

les conditions & la limite avec surcharge, et par suite de la forme de f:
f(o) = fa*+¢?) < 0 partout.

(le domaine d’élasticité du matériau, f(g) <0, est un cdne convexe
de sommet O). En un point donné on n’a f(c'+o?%) =0 que si
f(e") = f(6*) = 0 et si les deux tenseurs o' et g* ont les mémes directions
principales ordonnées, donc les mémes facettes marginales |t = A(0).

C’est un champ en équilibre surabondant ou limite.

Ainsi la force portante obtenue par superposition est une approximation
de la force portante réelle qui va dans le sens de la sécurité.

A noter que la méthode de superposition est également valable pour
le matériau de Coulomb avec cohésion; dans la démonstration dans ce
cas, le critére f' intervenant pour o' est le critére du matériau pulvérulent
correspondant, sans cohésion, et, pour gz, c’est f, le critére du matériau
avec cohésion. On a alors :

fle) <0et f6) <0  flo'+o®) =f0) <0

1’égalité f(g) = O n’étant obtenue que si f'(c!) = f(¢?) = 0, o* et g* ayant
les mémes directions principales ordonnées.

(1) En fait, ainsi que nous I’avons dit, on n’étudie pas les contraintes en dehors
des zones plastiques ; on fait I’hypothése heuristique que le champ de contraintes peut
étre prolongé dans chaque zone en respectant les équations d’équilibre et les conditions
a la limite 'sans violer le critére de plasticité. Cette lacune est importante mais « ceci
est une autre histoire » sur laquelle nous reviendrons. au chapitre V.
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23.2. Théoréme des états correspondants

Si le matériau posséde une cohésion, on applique le théoréme des états
correspondants {13, 4] qui permet de ramener le probléme a celui d’un maté-
riau pulvérulent avec une pression de confinement au contour égale a H.

En effet, si on introduit le tenseur ¢’ déduit de ¢ par :

o' =g—Hl,
on est ramené pour ce tenseur, & un probléme ol on doit vérifier les mémes
équations d’équilibre avec forces de masse et les conditions aux limites
modifiées par adjonction d’une pression normale égale & H, et le critére
de plasticité est celui de Coulomb sans cohésion.

On tient compte alors de cette surcharge comme d’une surcharge
quelconque.

L’utilisation du théoréme des états correspondants n’est pas indis-
pensable. On peut traiter simultanément sans difficulté le cas de la surcharge
et de la cohésion pour le matériau non pesant (comme nous I’avons fait au
§22).

23.3. Conséquences

Dans le cas de la force portante, on obtient ainsi la classique formule
de Terzaghi :

F 1
pmax='§=qu+CNc+§yBN7" (50)

Disposant des abaques de N,, N, et N, en fonction de ¢, on peut
calculer p,,., pour toute valeur de g, C, vB.

Cette décomposition est avantageuse. En effet, dans le calcul direct les
différents paramétres sont mélés et la formule pour p,,,., est nécessairement
dela forme :

R (Pmax/¥B,  a/7B,  C[yB, ¢) =0

et par application du théoréme des états correspondants

_ ) B 51
Do = 4+(CHq18 ) N<c+qtg¢"”) (s1)

1l serait donc nécessaire de disposer de la courbe représentative de la
fonction N pour chaque valeur de ¢, ce qui est évidemment moins com-
mode pour une utilisation pratique.
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24 — Etude d’un exemple
pour le sol pesant sans cohésion

A titre d’exemple, pour mettre en évidence certaines particularités des
problémes pour le matérian de Coulomb pesant sans cohésion, nous allons
étudier la butée d’une paroi lisse sur un talus (fig. 16).

La surface du sol est libre et inclinée 4 I’angle B sur I’horizontale,
et la paroi a un fruit égal 4 A.

C’est le probléme que I’on doit associer a celui du § 22 dans I’appli-
cation de la méthode de superposition (1).

MO

A X e Fic. 1V.16.

Les conditions a la limite sont :

sur OY:o0 =1 = 0;
surOX:1t=0, o="7

Il n’est pas question en toute rigueur d’imposer des conditions sur les
vitesses puisque le probléme en vitesses ne sera pas abordé, s’agissant du
matériau de Coulomb; toutefois en indiquant qu’il s’agit de 1’équilibre
de butée, nous précisons que le mouvement de la paroi lisse OA se fait vers
la droite.

Nous cherchons une solution analogue & celle des § 18 et 22.
Partonsde OY.

Une particularité se présente immédiatement : on a ¢ = 7 = 0, d’ol
p = 0, et le cercle de Mohr d’équilibre limite a un rayon R nul, le long de
oY.

(1) Dans le cas du §22 Dinclinaison de la surface libre (8 5% 0) n’entrainerait
aucune complication par rapport a la solution proposée.
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On ne connait donc sur OY que la valeur de p = 0, 8 n’étant pas donné.
En fait, on démontre [7] que la valeur de 6 est fixée.

La surface libre est une ligne de points singuliers en lesquels le déter-
minant intervenant dans la résolution du probléme de Cauchy est nul.
Il n’y a de solution au probléme que si une condition est remplie : cette
condition fixe la valeur de 6.

On peut comprendre 'origine de ce résultat de la fagon suivante :

supposant 8 connu sur O Y, on considére deux points P et P/, infiniment
voisins et on cherche & appliquer la méthode des caractéristiques (fig. 16);
les équations (24) et (25) discrétisées en prenant pour R sa valeur a la surface
qui est nulle, conduisent & deux équations linéaires pour une seule inconnue,
la valeur de p en M : il est donc nécessaire qu’elles soient compatibles.

Plus rigoureusement : le long de OY on a : dp = 0, soit :

ap . ap _
a—xsmﬁ+a]cosﬁ =0
de (17) et (18), on tire :

6_p_ 1+sin ¢ cos 26 6p__ysinq.’> sin 26

= —_——

ox cos? ¢ ay cos® ¢
d’otien portant dansdp = 0:
. sin
sin (20—pB) = Snd
On en tire les valeurs possibles pour 6 :

C . a B 1 . sinf
soit ©Ox,0)=0=7+ 3 + 5 Arc sin sin 6 (52)

. n B 1 . sinf8
soit 8= 3 + 573 Arc sin sng (53)

Le choix entre ces deux valeurs possibles correspond a ceux qui ont
déja été faits dans les cas du matériau de Tresca et du matériau de Coulomb
non pesant. La levée de I’indétermination s’effectue comme il a été dit au
§ 22. On aboutit 4 la régle suivante : pour la butée on doit prendre la solution
qui correspond & la force la plus grande sur I’écran 04, c’est ’expression
(52) : dans laquelle o, est la plus proche de la normale 2 la surface libre que
dans (53) qui correspond donc au cas de la poussée. -
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Le champ est alors connu dans le domaine de dépendance de OY :

en effet il y a apparemment indétermination et la valeur de la dérivée

normale de 6 le long de OY semble pouvoir étre choisie arbitrairement puis-
que dans (17) et (18) : g—g et g—;) ont des coefficients nuls.
En fait cette valeur est fixée et est nécessairement nulle : il est commode

pour le démontrer de rapporter (17) et (18) 4 OX et OY : —aa—eY—, —(%7— et les
dérivées d’ordre supérieur en Y sont nulles sur O Y; (17) et (18) doivent étre
vérifiées dans toute la zone en équilibre limite : en écrivant que les équations

tirées de (17) et (18) par dérivation sont vérifiées on obtient :

a0
a—f=0.

Dans ce champ, 6 est constant, les caractéristiques sont des droites,
et les contraintes ne dépendent que de X c’est I’équilibre de Rankine, dans
I’angle (0Y, OC).

Il reste & déterminer la solution dans 1’angle (OC, 0A).

Pour cela on connait les valeurs de p et 6 sur la caractéristique OC
et une relation (connaissance de 6) sur la courbe non caractéristique 04 :

0=n+4i (paroi lisse).
Il est & remarquer que O est nécessairement un point de discontinuité
de la solution : § y a deux valeurs distinctes : (52) et @ = n+ 1.

Pour les matériaux de Tresca et de Coulomb non pesant, cette singula-
rité des conditions 4 la limite, a été satisfaite en introduisant un éventail de
Prandtl au point O dans la solution.

Ici la résolution s’appuie sur une propriété d’invariance par homothétie
de centre O. ‘
En effet, montrons qu’une solution de la forme :
p=yS), 0=0() (5%
convient.
S’agissant du matériau de Coulomb sans cohésion on a en zone plas-
tique :
R =psin¢
d’oti en portant dans (13) :
6, = —p(1— sin ¢ cos 2(0—w))
6, = —p(1+ sin ¢ cos 2(0 —w)) (56)
Ter = P Sin ¢ sin 2(0—w)
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p et 0 ayant la forme (55), les conditions a la limite sur OC et O4 sont
satisfaites car elles sont homothétiques de centre O : 6 est indépendant de
r sur OC et OA, et les contraintes sur OC sont proportionnelles a r (inté-
gration de (24) sur OC).

Les équations d’équilibre en coordonnées polaires s’écrivent :

do 1 0, o,—0,

—+ = +——=4+y =0
6 r
r r Ow r 57)
o, 1 do, 27,0
or Traw Ty tre=0
ou : Y = 7YCOS®
Yo = —7SIN®

On voit que la forme de solution (55) est acceptable : les termes en r
disparaissent et (57) se réduit au systéme (58) de deux équations différentiel-
les du 1°F ordre pour S(w) et 8(w) :

das S sin 2(0 — w) — sin 20— w)

dw cos 2(6 — w) + sin ¢ (58)
df _ —cosw —sin¢ cos(20~w) + S cos® ¢
dw 2S sin ¢ [cos 2(f —w) + sin ¢ ]

(58) est a résoudre avec les données de S(w) et 8(w) sur OC, et de
0(w) sur OA : soit apparemment une donnée excédentaire. En fait comme OC
est une caractéristique et que les données de p et de 0 sur OC sont caracté-
ristiques, Ie systéme (58) est indéterminé au départ de OC avec ces données
et il faut faire intervenir la donnée sur 04 pour déterminer la solution,
(méthode dite du tir).

On obtient ainsi S(w) d’ot p, et 8(w).

La solution ainsi obtenue est I’unique solution continue du probléme.
Elle est homothétique de centre O, et la répartition des contraintes sur
I’écran est triangulaire.

Le réseau de caractéristiques a I’allure indiquée sur la figure 17, homo-
thétique de centre O.

On doit remarquer que 3 la différence du cas du § 22, il n’y a pas d’éven-
tail en O : une seule caractéristique B en O c’est OC, et O est un point de
discontinuité.

Du point de vue de la Mécanique des Sols, la solution de ce probléme
fournit la valeur du coefficient du terme de pesanteur dans le probléme de la
butée.
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Nous ne développerons pas plus ces questions auxquelles de nombreux
traités ont été consacrés.

Y y

Fic, 1V.17.

Des solutions & de nouveaux problémes continuent d’étre publiées :
I’apparition des calculateurs électroniques a en effet ouvert de grandes
possibilités dans ce domaine, car les calculs se faisaient encore, il n’y a pas
si longtemps, au moyen de la machine électrique et de la table 3 dessiner.

On trouvera en particulier dans les ouvrages de Sokolovski [22, 23]
bon nombre de solutions. (Voir aussi les travaux effectués a la Faculté des
Sciences de Grenoble par MM. Kravichenko, Biarez, Auriault, Négre,
Sibille, Stutz...).

REFERENCES — CHAPITRE IV

[11 B.G. BereZANCEW (1952). — Probléme de I’équilibre limite d’un milieu pulvérulent
en symétrie axiale. Ed. litt. tech. théor., Moscou.
[2] J.P. BoeHiEr et A. Sawczuk (1970). — Eguilibre limite des sols anisotropes.
Journal de Mécanique, 9, 1, pp. 5-33.
[3] M. BonNEAU (1947). — Ann. Pts et Ch., sept. oct. 1947, pp. 609-653.
[41 A. Caquot et J. KeriseL (1966). — Traité de Mécanique des Sols. 4¢ édition,
Gauthier-Villars, Paris.
[51 R. Courant et D. HILBERT (1962). — Methods of Mathematical Physics. Vol. 1I,
Inter. Sc. Publ. N.Y.
[6] A.D. Cox, G. Eason, H.G. HopkINs (1961). — Axially symmetric plastic defor-
mations in soils. Phil. Trans. Roy. Soc., London, A, 1036, 254, pp. 1-45.
[71 J. FerraNDON (1951). — Techniques de I'Ingénieur. Construction I, Mécanique
des Sols, p. 220.
8 / [ﬂ] A. HaArR et Th. KARMAN (1909). — Zur Theorie der Spannungszustinde in plas-
tischen und sandartigen Medien. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math. Phys. K.,
pp. 204-218.
[91 P. Hass (1953). — Etude de I’orientation du plan de rupture et de I'angle de frotte-
ment interne de certaines argiles. C.R. 3¢ Cong. Int. Méc. Sols, Ziirich, 1, pp. 28-31.
[10] R. Hur (1950). — The Mathematical theory of plasticity. Clarendon Press, Oxford.



86 PLASTICITE ET MECANIQUE DES SOLS

[11] R. HiL (1949). — The theory of plane plastic strain for anisotropic metals. Proc.
Roy. Soc., A, 198, pp. 428-437.

[12] G. de JosseLiN DE JONG (1959). — Statics and kinematics in the failable zone of
a granular material. Uitgeverij-Delft. )

[13] J. LEGrRAND (1970). — Cours de Mécanique des Sols. EN.P.C.

[14] J. MANDEL et F. Parsy (1961). — Quelques problémes tridimensionnels de la
théorie du corps parfaitement plastique. Sem. Plast. Ec. Polytechnique, P.S.T.,
n° 116, pp. 105-127.

[15] J. MANDEL (1966). — Sur les équations d’écoulement des sols idéaux en défor-
mation plane et le concept de double glissement. J. Mech. Phys. Sol., 14, 6, pp.
303-308.

[16] J. ManNDEL (1942). — Equilibres par tranches planes des Solides a la limite d’écou-
lement. Thése (Louis Jean, Gap), cf. aussi Travaux, juin, juillet, décembre 1943.

[17]1 R. NiGRE (1968). — Contribution a I’étude de I’équilibre limite des sols et des maté-
riaux pulvérulents et cohérents. Thése Doc. és-Sc., Grenoble.

[18] D. Rabpenkovic (1961). — Théorémes limites pour un matériau de Coulomb a dila-
tation non standardisée. C.R. Ac. Sc. Paris, 252, pp. 4103-4104.

[19] J. SaLENGON (1972). — Butée d’une paroi lisse sur un massif plastique : Solutions
statiques. J. Mécanique, vol. 11, n°1, pp. 135-146.

[20] J. SALENGON (1972). — Prolongement des champs de Prandtl dans le cas du matériau
de Coulomb, Axchives of Mechanics, vol. 25, n°® 4, pp. 643-648.

[21] R.T. SuELp (1955). — On the plastic flow of metals under conditions of axial
symmetry. Proc. Roy. Soc., 233 A, nr. 1193, pp. 267-287.

[22] V.V. SokorLovski (1960). — Statics of soil media. Butterworths Sc. Publ. Londres.

[231 V.V. Soxkorovski (1965). — Statics of granular media. Pergamon Press.

[24] A.J.M. SeeNcER (1964). — A theory of the kinematics of ideal soils under plane
strain conditions. J. Mech. Phys. Sol., 12, 5, pp. 337-351.

[25] W. Szczepinskl (1967). — Wstep do analisy procesow obrobki. Inst. Podst. Probl.
Techn. - Ac. Sc. Polon.

[26] G.P. TscHEBOTARIOFF et J.R. BAvLriss (1948). — Determination of the shearing
strength of varved clays and their sensibility to remolding. C.R. 2¢ Congr. Int. Mec.
Sols, Rotterdam, 1, pp. 203-207.

Bent HANSEN. — A theory of plasticity for ideal frictionless material. Thése.

J.R. Bookrr et E.-H. Davis (1972). — A general treatment of plastic anisotropy under
conditions of plane strain. J1 Mech. Phys. Solids, vol. 20, n° 4, pp. 239-250.

A. Caquor et J. KERIiSEL (1953). — Sur le terme de surface dans le calcul des fondations
en milieu pulvérulent. CR. 3¢ Congr. Int. Mec. Sols, Ziirich, vol. 1, pp. 336-337.

I.F. CoLLins (1970). — A slip line field analysis of the deformation at the confluence
of two glacier streams. J1 of Glaciology, vol. 9, n° 56, pp. 169-193.

Y. d’BscaTHA et J. MANDEL (1971). — Profondeur critique d’éboulement d’un souterrain.
C.R. Ac. Sc., Paris, A, 273, pp. 470-473.

R. HiL (1967). — On the vectorial superposition of Hencky-Prandtl nets. J1 Mech.
Phys. Solids, vol. 15, n° 4, pp. 255-262.

. HoN YmM Ko et L.W. DAvVIDSON (1973). — Bearing capacity of footings in plane strain.
J1 Soil Mech. and Found. Div., ASCE, vol. 99, n° SM1, pp. 1-23.



PROBLEMES D’ECOULEMENT LIBRE EN DEFORMATION PLANE 87

H. LuNDGREN et K. MORTENSEN (1953). — Determination by the theory of plasticity
of the bearing capacity of continuous footings on sand. Proc. 3rd Int. Conf. Soil Mech.,
Zigrich, vol. 1, pp. 409-412.

J. MANDEL (1969). — Cours de Science des Matériaux. Ecole Nationale Supérieure des
Mines de Paris.

G. MEYERHOF (1950-1951). — The ultimate bearing capacity of foundation. Géotechnique,
vol. 2, n® 4, pp. 301-332,

A. NaDAL (1950, 1963). — Theory of flow and fracture of solids. Vol. I, I, Mc Graw-
Hill, N.Y.

. NGUYEN CHANH (1968). — Etude expérimentale de la poussée et de la butée des terres.
Ann. des Ponts et Chaussées, n° 3, 1968, pp. 225-236.

V.V. Sokorovskr (1962). — Complete plane problems of plastic flow. J1 Mech. Phys.
Solids, vol. 10, pp. 353-364.

V.V. Sokorovski (1963). — Limit equilibrium of granular medium with variable weight.
JI. Mech. Phys. Solids, vol. 11, n° 6, pp. 395-410.

A. Wmnzer et G.F. CARRIER (1949). — Discontinuities of stress in plane plastic flow.
JI. Appl. Mech., Trans. ASME, vol. 16, pp. 346-348.



ANNEXES AU CHAPITRE IV

A. Problémes d’¢écoulement libre en déformation plane pour le matériauA
plastique isotrope non homogéne.

B. Problémes d’écoulement plastique libre en symétrie axiale pour les
matériaux dont le critére de plasticité est du type « courbe intrinséque ».

A. PROBLEMES D’ECOULEMENT LIBRE EN DEFORMATION
PLANE POUR LE MATERIAU PLASTIQUE ISOTROPE,
NON HOMOGENE

1 — Généralités

Considérant un matériau rigide-plastique isotrope non-homogéne,
nous allons étudier les problémes d’écoulement libre en déformation plane
en supposant qu’il y a homogénéité perpendiculairement au plan de la
déformation.

Comme dans le cas de "homogénéité on démontre que si le matériau
est «standard » (c’est-a-dire vérifie le principe du travail maximal) tout
critére de plasticité se raméne, pour les problémes de déformation plane,
4 un critére courbe intrinséque dans le plan de la déformation.

D’autre part, si le critére du matériau est du type courbe intrinséque,
il suffit que le plan de la déformation contienne les contraintes principales
extrémes pour que la conclusion précédente soit encore valable ; condition
qui peut résulter d’hypothéses relativement larges sur la loi de comporte-
ment plastique.

Nous étudions dans la suite, les problémes de déformation plane dans
le cas des matériaux pour lesquels le critére de plasticité se traduit par un
critére courbe intrinséque dans le plan de la déformation; critére dont ’ex-
pression varie avec le point.
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2 — Le probléme pour les contraintes.
Cas général

2.1. Lignes caractéristiques des contraintes

Pour les contraintes dans la zone plastique on a le systéme :

/f f(o-x’ Oys Txys X5 »=0 (1)
00, Oty _

? 6x+ay +pX =0 @
0ty , 0oy _

Vo Py TR ®

ot le critére f dépend explicitement du point (x, y) (*). On suppose 1’exis-
tence de dérivées premiéres continues de fen x et y.
En introduisant les paramétres R, p, 6, les contraintes o,, g, 7, ont
pour expression :
6, = —p+ Rcos 20
6, = —p—Rcos 20 @)
Ty, = Rsin20
(p = —(0,405)2, R=(0,—0)2, 0= (0x,0y).

Le critére de plasticité, courbe intrinséque dans le plan, se résout
sous la forme :

R= R(P’ X, ¥) (5)

et ’angle ¢ défini sur la figure 1, pour la courbe intrinséque au point (x, »)
permet d’évaluer la dérivée :

%% = sin ¢. (6)

(1) est équivalente a (4) et (5); et (2) et (3) sont transformées en :

ap - . . 8 . ,0p . 00
— - @ op 20 —
o (1 —sin ¢ cos 20) — 2R sin 20 pw + sin ¢ 3 sin 20 + 2R cos 3y
+—6500329'+6—Rsin20+pX=0 @)
0x dy

(1) x, y : systéme de coordonnées orthogonales de référence. X et ¥ sont les com-
posantes sur ces axes de la force de masse F. '
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ap . . 00 op . . 00
+ sin ¢ sin 260 + 2R cos20& —@(1+sm¢» cos 20) + 2R sm2955)-

OR

. R
+Ks1n29—5;cos20+pY—0 (8)

JR R .
R, ¢, o _6}_’ sont des fonctions connues de p, x et y. p et 8 sont des

fonctions inconnues des deux variables x et y.

*Ci

Fic. AIV.a-1.

Le systéme (7, 8) est du méme type et posséde les mémes propriétés
que celui obtenu dans le cas de ’homogénéité.

Les caractéristiques ont encore pour pente :

dy/dx = tg [0 + (% + %)] )

et on désigne par f (resp. «) ces directions, qui correspondent aux points
de contact du cercle de Mohr avec la courbe intrinséque du point (x, ») :
ce sont les facettes sur lesquelles

el = A(o, x, ) (10)

(équation de la courbe intrinséque).

Les relations le long des caractéristiques s’obtiennent de fagon clas-
sique : ainsi pour la ligne «, par exemple en plagant les axes x et y selon Ma
et sa normale et en combinant (7) et (8) :

op _,pd0  OR . _
-g;ccosqﬁ 2Ra+w+p(Xcosqb+Ysm¢)—0 (11)

ou n’interviennent que les dérivées en x des fonctions inconnues p et 0

(5 e come)
—— est connue §.
Oy
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2.2. Systéme de coordonnées lié aux lignes caractéristiques

Introduisons alors un systéme de coordonnées lié aux lignes « et §.

Soient X* et X* des coordonnées dont les lignes o et # sont les lignes

coordonnées (fig. 2), E, et E; en chaque point M, les vecteurs de la base
locale liée a ce systéme :

E, = oM s E; = 6_M_ .
oxX* d

Un vecteur en M s’écrit dM = dX°E,.

ﬂ: cfe

X B: cfe
le long de chaque ;e long de chaque
ligne igne o

Fic. A.IV.a-2.

On considére alors la base normée associée :

€y = u/IEozl’ €p = Eﬁ/IEﬂ‘
et dM = dx®e,. (Les x* sont des coordonnées non holonémes). €%, e est
la base duvale (associée par le produit scalaire euclidien) et :

dM = dx,e* (%).
On pose :

0, = 9 et o = _6_
ox” ox,

(1) Les coordonnées contravariantes dx® dx® sont les coordonnées obliques de

dM sur la base e,, ¢; normée tangente aux lignes «, B; dx,, dxs sont les projections
orthogonales de ce méme vecteur sur cette base.
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2.3. Relations le long des caractéristiques

(11) s’écrit alors :

2R @\ AP
aap +—cas—$—a,9 b [pF +0 R] =0 (12)
2R .. ORY ., .
dp+ s d9—<pF +E>dx =0 | O (13)

est la relation le long de la caractéristique «.
De méme on trouve le long d’une caractéristique f :

2R
dp - cos ¢

do — [pF” + gf ]dx”’ =0 (14)

Ces équations sont, pour le matériau non homogéne de courbe intrin-
séque quelconque, les homologues des équations de Kotter pour le matériau
de Coulomb homogéne.

On voit que ces équations se déduisent de celles obtenues dans le cas
homogéne en remplacant R(p) et ¢(p) par R(p, x, y) et ¢(p, x, ¥) et en ajou-
tant des forces de masse fictives (2).

3 — Cas du matériau de Tresca

Dans le cas d’un matériau de Tresca de ’cission limite variable k£ (x, »),
on obtient (voir aussi [5]) :

ap . Ok Ok m ok . =
OR_E_axCOS(G -‘{)+5}—)—sm<9 —4—>

(1) Les composantes obliques suivant M«, MB d’un vecteur de coordonnées
X, Y suivant des axes Ox, Oy orthogonaux quelconques ont pour expression :

regg] v fo (e - r e (34 9]
oy [rp- (G2 vemfo- (9]

dR R . dR R
d’ott les formules donnant — = 0*R et — = d*R en fonction de — et —.
Ox, Xp dx Oy

(2) Prendre garde a D’intervertion : les forces de volume fictives ne dérivent pas
du potentiel R.
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ok ok m ok n
Bn — -+ = -
R 0xg ox sin (0 4) Jy cos <0 4)'

Les lignes o et B sont orthogonales et dx* = dx,, F* = F,, etc.
Les équations (13) et (14) s’écrivent :

dp+2k(x, y)do — (%I—C—— + pF°‘> dx*=0  ligne «;
B

dp—2k(x, y)d — ( ; : + pF”) dx =0  ligne .

En supposant que les forces de masse dérivent du potentiel V :

F“=Ff=m5—a—li etl’ona :
0x’;
. ok . ..
d(p+pV)+2kdf — —dx" =0, iignea
0xg 1s)
ok

d(p+pV)—2kd0 — — dx* =0, ligne p

@

4 — Cas du matériau de Coulomb

Pour le matériau de Coulomb non homogéne on a :

R(p, x, y) = psin [$(x, »)]+C(x, »)- cos [¢(x, y)]
d’olr :
OR = cos ¢-0C + (p cos ¢— C sin ¢)0¢.
En particulier, si le matériau a un angle de frottement interne constant

et une cohésion variable, le réseau de caractéristiques est isogonal et les
relations (13) et (14) s’écrivent :

2R « oC «_ . .
dp + cos dG—(pF +cos¢a—xﬂ>dx =0, ligne o ;
2R s aC\ . 5 )
dp o5 & do (pF + cos ¢ Bxa,) dx” = 0, ligne B.
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S — Le probiéme pour les vitesses

5.1. Loi de comportement

Le probléme en contraintes peut &tre posé et résolu ainsi que nous
I’avons fait, sans que la loi de comportement soit entiérement précisée
sous réserve qu’elle satisfasse certaines conditions.

Il est évidemment nécessaire maintenant pour poser le probléme en
vitesses que la loi de comportement soit parfaitement définie.

Nous allons traiter le cas du matériau standard et nous verrons ensuite
comment il est possible a partir de cette étude de traiter le cas de certains
matériaux non standards.

Le probléme en contraintes étant supposé résolu dans le cadre general
du § 2, comment se pose le probléme pour les vitesses ?

Le critére de plasticité bidimensionnel dans le plan de la déformation,
apparait aussi comme le potentiel plastique bidimensionnel; on a :

a i
vy = f '
doy
Uiy =10y =0 ( (16)
, of \
Uyp = A —
60'2 |
Az=0 /

L’expression de F en fonction des contraintes principales s’obtient
aisément ; en effet : f = R— R(p) avec les définitions du § 2.1., soit :

oi+0
—R(—— 12 2) 17

vy; = A(1 + sin ¢)
Vi =0y =0

Uyy = —A(l — sin ¢)
Az0

flo, 0) =22

d’ou d’aprés (6) :

(18)

¢ est connu en chaque point (x, y) par la résolution en contraintes effec-
tuée préalablement et le probléme pour les vitesses apparait comme linéaire.
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" 5.2. Caractéristiques des vitesses

Nous utilisons & nouveau les coordonnées x*, x*, définies au § 2.2.

Le tenseur v;; a pour composantes :

r

Uy = A _(1 + sin ¢) cos? (% + l;_) ]
—( —sin¢)sin2<1+7> =0

S

Dy = s = A| (1 + sin ) cos? (% + %)

+ (1 — sin ¢) sin> (ﬁ + —g—) = Acos’ ¢ (19)

i [(1 + sin ¢) cos? (—Z— + %)

Ugg =
— (1 — sin ¢) sin® ( %)] 0
Az0
Soit encore :
Dy, =0
Dgvg =0

(20)
% (Dyvg+Dgv,) = 0

ou les D désignent les dérivées covariantes dont les expressions sont les
suivantes :
2)

- O — _ey_, 1 _
D,v,, = aava U, tg ¢6¢ (0 7 U'g W 0¢ 6

<

|

- ¢ ¢
DﬂUa = (%Ua—va tg (]563(0 —‘—2— COS¢ 0 — ‘7
2y
D,y = 05+, ﬁﬂax <B %) + v tg ¢0, (0 + %)
DpUﬁ = 6,,v,;+v,—coi—¢ aﬁ (0 + %) + Vg tg (}56’,, (6 + ‘%)‘)
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0,0 et 0,0 sont connus (résolution en contraintes), de méme 0,0 et
9p¢ qui se décomposent en deux termes :

0u = 0up- % + %ai ® 22)

(terme de courbe intrinséque+terme de non homogénéite). -

5.3. Interprétation des résultats

D, = 0, signifie que la vitesse d’extension le long de la ligne a,
est nulle.
La ligne o est donc une caractéristique pour les vitesses et

-3 _9y_ 1 _9)\_
Dava = G,Ua—va tg (,‘156“ (0 7 Uﬂm—aa 0 7 =0 (23)

est la relation le long de cette caractéristique.
De méme pour la ligne  avec

1 ¢ ¢
Dﬁvﬁ = aﬁvﬂ_l_vamaﬂ(e-l-?)"‘vp tg ¢3ﬁ<0+—2—> = 0 (24)

Enfin la condition :

DaUﬂ'l'Dﬁva = aﬂva+5avﬂ —_ (Uu tg ¢+Uﬁ "Egi‘qT) 53 (9 —_ %)
1 ¢
+<vam+vﬁtg¢>aa<9+?> = 0

est la condition de positivité (de 1).

(25)

(1) x¢ coordonnées orthogonales fixes dans lesquelles est définie la non homo-
généité :
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Dans le cas du critére de Tresca on reconnait en (23, 24) les relations
de Geiringer, et en (25) la condition de positivité du cas homogéne (la non
homogénéité n’intervient pas, dans ce cas, sur la forme de ces relations).

La détermination du champ de vitesses dans les zones plastiques se fera
en régle générale en utilisant la méthode des caractéristiques (relations (23)
et (24)), la condition (25) étant ensuite & vérifier en chaque point.

5.4. Hodographe

11 est commode de traduire ces résultats en introduisant le plan des
vitesses (méthode développée par A.P. Green [3] dans le cas du matériau
de Tresca homogéne).

Les relations (23, 24) montrent qu’en un point, une ligne « (resp. B)
et son image a (resp. ) sur I’hodographe (réseau image dans le plan Uy, Uy,
du réseau «, §) sont orthogonales. On a donc nécessairement 1’une des quatre
configurations représentées 4 la figure 3 : -

B
Wy A a0 .
; //’b ///'
L -
Vy | //\ [2'¢ //,ﬁ ¥ _
1 =x M ol ¥ . (\/
|
@ i ®
Yo
e 8 ?"
|
-1 g - ;0<
b ’//// l b ///
e « @
L
Fic. 1V.a-3.

-
Soit M +dM un point du premier secteur (o, f), c’est-a-dire tel que dx* > 0,
et dxf > 0.

La condition de positivité (25) donne alors :
(Dyg+ Dgo,)dxdx? > 0 (26)

Or  D,vgdx® = Dug, compte tenu de (24) ; de méme
Dy, dxP = Du,, compte tenu de (23).
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Donc (26) s’écrit :
> > =
Dv,dx*+ Doydx? = Du(dM)-dM > 0 27

—
et on voit aisément que, réciproquement, si (27) est satisfaite Y dM/ dans le
secteur («, f); (25) est vérifie.

Il est clair que si I’on est dans la configuration a), (27) est certainement
vérifiée ; dans ¢), (27) n’est certainement pas vérifiée ; il y a doute dans les
configurations b) et d).

Ainsi la construction de I’hodographe fournit un moyen souvent trés
commode pour vérifier si la condition de positivité est satisfaite (résultat
indiqué par Ewing et Hill [1] dans le cas du matériau de Tresca homogéne).

5.5. Discontinuité de la vitesse

Le probléme en vitesses étant hyperbolique linéaire, les lignes de dis-
continuité de la vitesse sont les caractéristiques du probléme, c’est-d-dire
les lignes o et f.

En écrivant (23, 24, 25) en termes de sauts, on obtient immédiatement :

(23) : Au franchissement d’une ligne § (i.e. en suivant une ligne &), on a :
[b] =0
la discontinuité ne porte que sur v.

(24) : De méme au franchissement d’une ligne o
[vg] =0

la discontinuité ne porte que sur v,
Ce sont les conditions de saut.

Les équations de propagation de la discontinuité s’obtiennent en appli-
quant (23) ou (24) de part et d’autre de la ligne de discontinuité correspon-
dante. Ainsi :

en suivant une ligne « :

Da[va] = aa[va] - [va] tg ¢6a (0 - % =0

SN—’

en suivant une ligne g :
Dylvg] = Oplvp] + [vp] te $0p (9 + %)

qui s’intégrent aisément si ¢ = Cte.

0
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Enfin par (25) on obtient les conditions de positivité :

au franchissement d’une ligne § dans le sens d’une ligne « :
[vﬂ] > 0,
de méme : au franchissement d’une ligne o dans le sens d’une ligne f :

[ve) = 0.

En résumé :

franchissement de ligne « : [vy] = 0
=0, D,Jv]=0"
si ¢ = Cte : o] = [valo exp [(6—00) tg ¢]
franchissement de ligne f: [v,] = 0
[vg] = 0,  Dplvg] =0
si ¢ =Cte : [vg] = [vglo exp [—(6—6o) tg §]

Sur I’hodographe les vecteurs représentant la discontinuité, sont néces-
sairement dirigés suivant Ma ou Mb de la configuration a).

On remarque que ce n’est que dans le cas du matériau de Tresca que
la discontinuité de vitesse est tangente a la ligne de discontinuité.

5.6. Remarque sur Pinterprétation de (23), (24), (25)

Afin de préparer ’étude des matériaux non standards nous ferons
une remarque sur linterprétation de (23), (24) et (25).

(23) et (24) signifient que la vitesse de déformation dans le plan (xy)
a pour directions de vitesse d’extension nulle les lignes « et f faisant entre

7
elles I’angle (3 +¢> et bissectées par les directions principales de o :

La vitesse de déformation p a donc mémes directions principales que o :

elle satisfait a la loi de comportement :

vy = A(l+ sin¢)
v, = —A(1 — sin ¢)

et (24) indique que A est positif : A=0.
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6 — Cas de certains matériaux non standards

Nous envisageons maintenant les matériaux non homogénes et non
standards :

— dont le critere de plasticité est du type courbe intrinséque :
R = R(p, x, ») )

(o : ‘;—ﬁ —sind(x.3) 6);

— dont la loi du comportement est :
v a les mémes directions principales que ¢ et
vy = A(l+sin v(p, x, ¥))
v, 0
v3 = —A(l—sin v(p, x, ¥)) (28)
A=0 ?
v(p, %, ) < ¢(p, X, ¥)

I

(o1 = 05 = 03).
Ces matériaux sont une généralisation de ceux proposés par Bent
Hansen dont nous avons parlé au chapitre I (§ 8).

D’aprés la loi de comportement, le plan de la déformation contient
les contraintes principales extrémes dans les zones plastiques. Ainsi le
probléme pour les contraintes se pose et se résout comme au § 2.

Une fois le champ de contraintes ainsi déterminé dans les zones
plastiques, on doit y résoudre le probléme pour les vitesses.

Dr’aprés la remarque du § 5.7, on voit que :
—- en chaque point, la vitesse de déformation p doit admettre pour

directions d’extension nulle les directions y et § faisant avec g, l’angle

1
T 5 <g + v(p, x, y)) connu 29)

et le facteur A doit étre positif (fig. 4).

Autrement dit le probléme pour les vitesses qui est encore hyperbolique
linéaire admet pour lignes caractéristiques les lignes (y, §) de pentes :

%:tg[@$<%+v>] (30)
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L 0

FiG. A.IV.a-4.

Les relations le long de ces caractéristiques sont :
Dy, =0 le long d’une ligne y @31
Dyw; =0 le long d’une ligne ¢ (32)
La condition de positivité de 4 est:
D,s;+ D, >0 (33)
(31, 32, 33) s’obtiennent a partir de (23, 24, 25) en y remplacant («, 5, ¢)
par (3, 8, v) ().
EXEMPLE : A titre d’exemple, considérons le probléme du poingon-
nement d’un demi-plan en matériau de Coulomb homogéne non pesant,

d’angle de frottement interne ¢ et dont I’angle de dilatation v est nul
(déformation sans variation de volume).

Fic. AIV.a-5.

La figure 5 représente les réseaux de lignes (a, ) et (y, ) :

— le réseau de ligne (o, ) est classique : champs homogénes & carac-
téristiques rectilignes, et éventail de Prandtl (rayons vecteurs et spirales
logarithmiques) ;

(1) Pour l'utilisation de I’hodographe (§5.5) il y a lieu de remplacer (o, 8, (/),
a, b) pa_r (‘Y: 8, v, C, d)' ‘ !
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— le réseau de lignes (y, ) est un réseau de lignes orthogonales :
droites dans AFEF'A', AGH, A'G'H’,
spirales logarithmiques dans AFG et A'F'G’.

Pour la pression sur 4’4 on trouve le résultat usuel :

Powe = —H+ @+ B) [ 8 e
Le champ de vitesses s’obtient par intégration numérique des équa-
tions de Geinringer (ou construction de I’hodographe) dans le domaine
A'EFGHA (et symétrique) ; il resterait a vérifier la positivité (de 1) : cette
vérification serait & faire numériquement car on est dans un cas douteux
de la figure 3 ().

7 — Discontinuité du champ des contraintes

Les solutions considérées au § 2 pour le probléme en contraintes,
sont uniquement des solutions ou le champ de contraintes est continu.
On peut dans certains problémes &tre amené & envisager des solutions
faibles en contraintes, c¢’est-a-dire admettant des discontinuités du champ

des contraintes le long de lignes.
Nous allons examiner ces solutions d’abord du point de vue des
contraintes, puis du point de vue du champ de vitesses de déformation

pour déterminer quelles sont les conditions a satisfaire pour le champ
des vitesses le long d’une ligne de discontinuité de contraintes.

7.1. Conditions pour les contraintes

Le probléme pour les contraintes, défini par (7.8), est hyperbolique
quasi linéaire. On sait que :

1) les lignes de discontinuité des solutions faibles pour un tel probléme
ne sont pas les caractéristiques ;

2) on peut obtenir des solutions faibles, méme & partir de données
continues ;

3) il existe des conditions de saut,- mais celles-ci ne suffisent pas a
déterminer la solution faible, il est nécessaire de faire intervenir une condi-
tion supplémentaire pour localiser la (ou les) discontinuité(s).

(1) Pour v = 0 il y a équivalence entre la condition A > 0 (en général plus res-
trictive) et la condition thermodynamique de non négativité de la puissance dissipée.
DResCHER (1972, 1973) a montré que cette condition n’est ici pas vérifice.
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Conditions de saut :

Les conditions de saut pour le champ de contraintes, s’obtiennent
en écrivant la continuité de la contrainte appliquée & la surface de dis-
continuité.

Ay AR

2
@ \ @ ZGT\’@’

1 \ (on

X
M A \aLA o, .
FiGc. A.IV.a-6a. Fic. A.IV.a-6b.

Placant pour la commodité I’axe Ox suivant la normale en M 3 la
surface de discontinuité, il vient :

—p1 + R(py, X, y) cos 20; = —p, + R(p,, x, y) cos 20, 34
R(ps, %, 7) sin 26, = R(p, x, ) sin 20, )

Dans le cas particulier du matériau de Coulomb (¢ indépendant
de p), (34) conduit a:

sin (0, —0,) [sin ¢ cos (8; —0,) — cos (01 +0,)] = 0 (35)

d’ol en éliminant la solution correspondant au champ continu la relation
entre 0, et 6, dans le cas de la discontinuité :

sin ¢ cos (0, —6,) — cos (6,+8,) =0 (36)
d’otr :
1 —sin
tg 6, = cotg 6, ﬁ

La représentation de la figure 6b montre trés bien que dans le cas
d’une courbe intrinséque (convexe et « ouverte » dans la direction ¢ < 0)
quelconque, les valeurs 6, et 0, solutions de (34) correspondant 2 la dis-
continuité se situent par rapport aux valeurs :

¢1 =P, %) et ¢y = d(py X, ) @37
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comme l’indique le tableau suivant (38):

T T o8| T g, T gy 3 o, T
->0 e —=—=>0 —_——t—= | — - 31 —_—
27 %> 173 e it3 itz 20> 2
6,
k3 T g ki I ™
™ T2 0 _T —\__
5 \ i~ 3 \ \ 4+2 3
o _ T B 1 3 a/
——— T, [— —_
7 3T T ot B
0,
™ gy | ™ g, 3r 2 3r oy
08, < - -2 229 AT T4
<2<4 3 7 2<2< 4+2 4+2<92< T

7.2. Interprétation de la ligne de discontinuité pour les contraintes

On peut considérer la ligne de discontinuité du champ de contraintes
comme la limite d’une zone de transition infiniment mince dans laquelle
se fait le raccord entre deux champs de contraintes continus et 4 la limite

1 Fig. A.IV.a-7a.
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d’écoulement, produisant sur les deux faces de la zone des contraintes
opposées (fig. 7). Dans cette zone le champ de contraintes ne peut &tre
en tout point & la limite d’écoulement : en effet s’il en était ainsi une
famille de lignes caractéristiques des contraintes y aurait nécessairement
une enveloppe comme le schématise la figure 7a et un tel champ ne saurat
exister d’aprés le théoréme de Bonneau (¢f. Annexe du chapitre V).

vy

Fic. A.IV.a-7b.

La zone de transition comporte donc une partie ou le critére n’est
pas atteint. Il s’agit (Hill [4]) d’un noyau central dans lequel se produit
la plus grande partie de la transition; les contraintes 7., et o,, varient
peu 3 la traversée de la zone de transition et le cercle de Mohr représen-
tatif de 1’état de contraintes passe toujours dans un voisinage trés petit
du point (o, ) correspondant 4 la contrainte appliquée sur les faces de
la zone dans les états (1) et (2), (fig. 76) (}).

7.3. Conditions pour les vitesses

7.3.1. Discontinuité de la vitesse Ie long de (C) dans un domaine.

Comme nous 1’avons dit (§ 5), une fois le probléme en contraintes
résolu, le probléme pour les vitesses est hyperbolique linéaire.

(1) C’est bien ainsi d’ailleurs qu’apparaissent les lignes de discontinuité du champ
des contraintes dans les résolutions de quelques problémes élastoplastiques effectuées
pour le matériau de Tresca standard : chargement d’un coin aigu par exemple [6].
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Un théoréme classique permet alors d’affirmer que, dans chaque
domaine ot le champ de contraintes est continu, les lignes de discontinuité
pour les vitesses ne peuvent étre que les caractéristiques du probléme
pour les vitesses.

Soit (C) une ligne de discontinuité du champ de contraintes. D’aprés
ce qui vient d’étre dit, il ne peut y avoir discontinuité de la vitesse le long
de (C) dans le domaine (1) (resp. (2)) que si (C) est une caractéristique
pour les vitesses dans le domaine (1) (resp. (2)).

D’oui:

1) Dans le cas du matériau standard, on sait que les caractéristiques
des vitesses sont identiques aux caractéristiques des contraintes (§ 5.4)
et il s’ensuit d’aprés le § 7.1 que (C) n’est pas caractéristique des vitesses.

Il ne saurait y avoir de discontinuité de la vitesse le long de (C) ni
dans le domaine (1), ni dans le domaine (2).

2) Dans le cas du matériau non standard, nous adoptons une loi de
comportement du type (28).

Le matériau ayant une courbe intrinséque (convexe, ouverte dans la
direction ¢ > 0) quelconque, nous supposons que, outre la condition

v(p, %, 3) < ¢(p, x, )
v est une fonction non croissante de p.
Dans ces conditions, en posant
vi = v(p1, X, ¥)
v2 = (P2, X, ) } |

on peut situer 8, et 0, par rapport & ¢y, ¢,, v;, v, comme I’indique le
tableau (40) :

et (39

£ L T 8 T 6y LY ™
- ——— —_—— —_ - —— -— 8, F———
2>9,>4 3 i 2>91> 4+2v 4+2> > 3
0| = LY T vy T vy T v ™
- — - - —_—— s - —_ [} -—-
370>373 1Tz k>t itz >%>—3

0O\ iTiNaT: N\ o N TEitiN\CIts O\ -3
3 3
o T 5 Sy S eSSy — s

vy T Vv, 3 vy 3I® vy

Z——2—<9:< I+E- —4—+‘i'<0:<7‘

™
0, 0<ez<z—

T 3

LI oy 2y 3m % g
0<62<2_7 ;—?<6,< T+—E 4+2< h <
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D’aprés le § 6, les lignes caractéristiques pour les vitesses ne sont
plus dans ce cas identiques aux caractéristiques pour les contraintes.

(C) sans étre caractéristique pour les contraintes, peut &tre caracté-
ristique pour les vitesses dans le domaine (1) ou dans le domaine (2).
Cela se produit :

domaine (1) : si |0,] = —Z— ——VZL (41
domaine (2) :si 6, = % - VTZ ou 0,= —§4£ + VTZ 42)

(40) montre que (41) et (42) ne peuvent étre réalisées simultanément.

Ainsi dans le cas du matériau non standard du type indiqué, il peut
y avoir discontinuité de la vitesse le long de (C) dans le domaine (1)
(resp. (2)), si le long de (C) (41) (resp. (42)) est satisfaite.

(C) est alors une caractéristique des vitesses dans le domaine (1)
(resp. (2)) et la discontinuité de vitesse est régie par les équations du § 5.6.

7.3.2. Discontinuité de la vitesse d’un domaine 2 Pautre i la traversée
de (C).

Interprétant la ligne de discontinuité pour les contraintes comme
au § 7.2, on cherche A voir si cette zone permet également une transi-

S
tion pour les vitesses correspondant a une discontinuité [«] de la vitesse
du domaine (1) au domaine (2). ‘

Cette transition ne peut avoir lieu que dans les parties plastiques
de la zone, ce qui d’aprés les conclusions du § 7.2. nous raméne au probléme
précédent : c’est-a-dire qu’il s’agit d’une discontinuité de la vitesse le long
de (C) dans le domaine (1) ou dans le domaine (2).

Il n’y a pas de discontinuité de la vitesse d’un domaine a I’autre a
la traversée d’une ligne de discontinuité du champ de contraintes.

7.3.3. Inextensibilité de la ligne de discontinuité du champ de contraintes

>

Ona: [u]=0.
La vitesse étant continue, ses dérivées tangentiellement 2 la ligne de
discontinuité des contraintes sont également continues (relations d’Hada-

mard), soit :
[, ,]1 =0
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D’olt pour le tenseur des vitesses de déformation :
[v,,] = 0. 43)
Conséquences :
Nous adoptons une loi de comportement du type (28).
On a, de part et d’autre de la ligne de discontinuité :

vy, = (vy) sin® 0+ (v,) cos? 6 = A [sin v(p, x, y)—cos 20] 14
A=20 “4)
et (43) devient :

A’l [Sin V(Pl; X, y)—COS 291] = j'2 [Sil'l V(Pz, X, y)—cos 292] 45
: A >0, 2, = 0. “5)

Selon les valeurs de p; et p, (d’ou 0, et 0, par (34)), il sera ou ne sera
pas possible de trouver des valeurs de 1 > 0 telles que (45) soit satisfaite ;
si cela n’est pas possible la seule solution sera 4; = A, = 0, d’our :

W1 =@.=0 (46)
les tenseurs des vitesses de déformation sont nuls de part et d’autre de
la ligne de discontinuité des contraintes, et celle-ci est inextensible.

Examinons d’abord le cas du matériau standard de courbe intrinséque
(convexe) quelconque; on a pour chaque valeur de p:

V(p, X, y) = ¢(P5 X, y)

Il sera possible de trouver des valeurs A, et A, > O si les solutions
0; et 8, de (34) correspondant 4 la discontinuité sont telles que :

cos 20; —sin ¢,

cos 20, — sin ¢, >0 “7)

p(0;, 0,) =

On voit immédiatement d’aprés (38) que I’on a toujours :
p(0, 0;) < O.

Donc la seule solution de (46) est :

d’ou :
1 = (), -

Ainsi, pour le matériau standard de courbe intrinséque (convexe)
quelconque, la ligne de discontinuité de contraintes est inextensible (*).

(1) Ce résultat généralise celui de Geiringer [2].
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Passons maintenant au cas du matériau non standard du type indiqué
au § 7.3.1.

On doit étudier le signe du rapport :

cos 26, — sin v,

cos 20, — sin v, (48)

p(01, 92, Vi, v2) =

En se reportant au tableau (40), on voit que p n’est pas toujours
négatif,

Ainsi, dans le cas du matériau non standard la condition (45) n’équi-
vaut 3 Dinextensibilité de la ligne de discontinuité que pour certaines
valeurs de 0, et 0, parmi les solutions de (34).

Pour le matériau de Coulomb (¢ et v indépendants de p), on aura
Aid, # 0 si 6; et 6, solutions de (36) vérifient :

< |6,] < (%—%)

(49)
T v T . T
IS T, IR, < -
stz <770 <3
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B. PROBLEMES D’ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE
EN SYMETRIE AXIALE POUR LES MATERIAUX DONT LE
CRITERE DE PLASTICITE EST DU TYPE
« COURBE INTRINSEQUE »

1 — Généralités

Cette annexe a pour but de donner, en harmonie de notations avec
le reste du chapitre IV, des indications sur les problémes de plasticité en
symétrie axiale pour les matériaux obéissant A un critére de plasticité
de type «courbe intrinséque», en faisant I’hypothése de Haar-Karman,
comme cela est courant en mécanique des sols.

La rédaction ne reprendra donc pas les détails de raisonnements
déja faits dans le chapitre IV ou dans I’annexe précédente, de méme que
certains problémes concernant les lignes de discontinuités seraient & étudier
comme dans 1’annexe sur les problémes plans.

2 — Le probléme pour les contraintes

2.1. Position du probléme. Hypothése de Haar-Karman

Soient r, w, z les coordonnées cylindriques.

On considére les problémes d’écoulement plastique libre pour lesquels
la distribution des contraintes a les propriétés suivantes :

1 1) symétrie axiale autour de Oz: ¢ indépendant de .
( 2) Gpp = 0, = 0! 0,, €St contrainte principale.

Le champ de contrainte ¢ devant satisfaire les conditions d’équilibre,
cela nécessite en particulier que :

1) il n’y a pas de composante tangentielle de la force de masse
F,=0.
2) les conditions a la limite sont compatibles avec @,, = 0, =0
(T, = O sur les facettes normales & Oz et a Or).

3) les forces de masse et les conditions 2 la limite sont & symétrie
de révolution autour de Oz:

F, et F, indépendants de
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données 7, et T, sur un plan normal & Oz, indépendantes de w (de méme
sur un cylindre d’axe Oz).
Cela étant, le champ de contraintes doit satisfaire les deux équations
d’équilibre :
0o, 0o, o

r rz r— 0w .
o oz + r +pF, =0 @

z/ 60,, + ao-zz + Ja"‘z +sz =

or 0z r

Le matériau, isotrope, est supposé avoir un critére de plasticité de
type courbe intrinséque. Il n’est pas nécessairement homogéne mais il
est nécessaire pour que (1) soit vraie, que le critére de plasticité soit indé-
pendant de w.

Avec les notations usuelles :

0y = 0, > 03 3)

p = —(0,+03)/2 @

R = (6,—03)/2 ©)
le critére est de la forme : _ .

R = R(p, 1, 2). (6

D’aprés (1), o, est contrainte principale. On fait I’hypothése de
Haar-Karman [3] selon laquelle le régime d’écoulement en zone plastique
est un régime d’aréte, o, étant égale & I'une des contraintes principales
dans le plan méridien :

O, =0
[} 2 } (7)

et (6, = 61 ou 0, = 03)

L’intérét de cette hypothése est exposé dans [2, 4, 6].
Posant : 6 = (Or, o,) il vient :

6, = —p+ R cos20
o, = —p—Rcos20
6,, = R sin 20 @®
6, = —p—¢eR
ou g = —1 correspond a o, = 0y 9)
g=+1 Gy = 03 ¢

(¢f. [1] avec des conventions de signes différentes).
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Dans les zones plastiques, on a:
R=R(,r,2) ©)

OR[0p = sin ¢(p, r, 2) (10)

et

d’ou pour le champ de contraintes dans la zone plastique, le systéme
d’équations aux dérivées partielles obtenu en portant (6, 8, 10) dans (2) :

——Z—f—(l — sin ¢ cos 20) — 2R sinzoﬁ-t-sin¢sin202—§+2RcosZOS—g

or
+ ZR cos 20 + ZR sin 20+RE)—S——%E— +.pF, =0 1n
. ., . 0 op ) .0
=, Sin ¢ sin 20+2R cos 20 . Fz_(l + sin ¢ cos 28) + 2R sin 20 3
+ %% sin 20 — %‘ico 20+R522 4 oF =0 (12)

Le systeme (11, 12) est, aux notations prés, identique a celui obtenu
dans I’annexe sur les problémes plans; deux termes supplémentaires sont
apparus, dus 4 la symétrie axiale, qui sont pris en compte comme des
forces de masse.

Le systéme (11, 12) est hyperbolique quasi linéaire ; en chaque point
du plan méridien passent deux lignes caractéristiques :

dz/dr = tg [6 F (n/4+¢/2)] (lignes o, f). 13)

Les relations le long des caractéristiques sont :
2R <« OR R ¢
dp+ COS¢ de—{pF +a—;*m[$ln<e <4 ))
' . 7 ¢
—ssm<9+<—a—+ ) ]}dx =0 (14
2R s , OR i1
dp— COS(I) de—{pF +‘a?a+ rcosd) [sm (9'!"(‘1‘ )

o (o) oo o
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3 — Le probléme pour les vitesses

On désigne par u,, u,, u, les composantes de la vitesse.
On rappelle les expressions (16) :

0, 1 ou, u, du,

b= YT G0 T =T g
(i6)

25, = o +1 u, o, Ous + ou,

@= 0z r oo’ r or oz’

20,, =

Le probléme en contraintes étant résolu dans les zones plastiques
on cherche 4 y résoudre le probléme pour les vitesses.

3.1. Cas du matériau standard

On suppose que le matériau obéit au principe de travail maximal. p
qui a mémes directions principales que ¢ a pour valeurs principales :

vy = <z+1—%8 u) (1 + sin ¢)
vy = —(l + 1;8 ;4) (1 —sin ¢) (%))

Voo = —eu(l—egsin @)
A=20, n=0, e= +1. (18)

3.1.1. Calcul de u,,
Ve, Ctant valeur principale, on a: ;
vl’(l) = UZ(D = 0' (19)

Si on fait ’hypothése que le champ de vitesses est également a symétrie
axiale (2 condition que cette hypothése soit compatible avec les conditions
aux limites), (16) et (19) entrainent :

ou,,

e =0 (20)

ou, U, _
i @n
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d’ol u, de la forme U, = or 22)

représentant une rotation d’ensemble autour de Oz.

3.1.2. Dans le plan méridien

On considére la base normée tangente en chaque point aux lignes
o et . On obtient & partir de (17):

Uy = & % cos? ¢ (23)
vpp = € —g— cos® ¢ (24

— ). n 2
Vg = ( + 7) cos” ¢ 25
Tirant p de (17); et compte tenu de I’expression de v, dans (16) il vient :
Ve = — =1 (1+¢sin ¢) (26)

w 2r n

u, .

Vgp = — —2;—(1 +¢&sin @) - 27N

qui montrent que les lignes o et § sont caractéristiques pour les vitesses :
(26) est une relation différentielle valable le long des lignes o (resp. 27, B).
Ces relations peuvent aussi s’expliciter en fonction de u, et u,, 4 partir
des formules classiques exprimant v,, et vy en fonction de v, v,,, v,
et de (16). (26) et (27) sont les relations le long descaractéristiques pour

les vitesses.

3.1.3. Conditions de positivité

Comme indiqué en (18), A et u doivent étre non négatifs.
Cela implique d’aprés (25) :
Vg = 0
mais cette condition n’est pas éhfﬁsante.
Drlapres (17); et (22):

«
-

(28)

VAN
o

u=0 <= F;

~
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alors :

A>0<=>(A+%)cos2¢>f2£cos2¢

soit d’aprés (25) :
Vg = —"2icos2 ¢
ou encore :

”;' (L+¢sin ¢) (29)

20,5 > —¢

(28) et (29) sont les conditions de positivité.

3.2. Cas des matériaux non standards

Dans le cas des matériaux non standards, nous étudions les matériaux
admettant un potentiel plastique g du type courbe intrinséque (comme
A P’annexe sur les problémes plans), et on suppose encore que ce potentiel
plastique est indépendant de . v est I’angle de dilatation, fonction de
P’état de contraintes et du point

0<vipr, 2) < ¢, 1, 2).

Alors le tenseur des vitesses de déformation a mémes directions prin-
cipales que ¢ et ses valeurs principales sont :

v, = <A+ 1;8 y) (1 +sinv)

1—¢ .
U3 =—().+ 3 y) (1 —sinv) 30
Vo = —eu(l—esinv)

Az0, p=0, e==+1
D’ol avec I’hypothése que le champ de vitesses est & symétrie axiale :
u, = or.

Le probléme dans le plan méridien est hyperbolique lincaire, en
chaque point les directions caractéristiques sont y et d:

O D1 _,ofn .
o, é>}‘9*<7+7> | S
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Les relations le long des caractéristiques des vitesses sont (26, 27)
ou I'on remplace (a, B, ¢) par (y, 8, v); de méme pour les conditions
de positivité (28, 29).

4 — Solutions faibles

4.1. Solutions faibles en contraintes

Les propriétés des solutions faibles en contraintes sont analogues
a celles mises en évidence pour les problémes plans.

Les lignes de discontinuité () ne sont pas les caractéristiques.
La condition de saut exprime la continuité de la contrainte.
0, ©st discontinue.

4.2. Solutions faibles en vitesses

Les lignes de discontinuité de la vitesse sont des caractéristiques des
vitesses, o, f dans le cas du matériau standard, y, § dans le cas du matériau
non standard du § 3.2.

L’écriture en termes de distributions de (26, 27; 18, 29) conduit & :
1) au franchissement d’une ligne o« (resp. f; ¥, J)
vg est continue (resp. a; J, 7)
la discontinuité he porte que sur v, (26, 27);

2) au franchissement d’une ligne « (resp. f;y,6) on a: [v,] >0
(resp. B; 7, 6) (29), et [v,] doit étre telle que (28) soit vérifiée de part et
d’autre ;

3) I’équation de propagation est également légérement modifiée par
rapport au cas plan et devient :

D,jv.] = — 21_7' [v,] cos [B - (g + —?):I (1+¢sin ¢) (32)

puisque [ = ] cos [ o~ (7 + 2

(équation analogue le long d’une ligne f§; resp. y, d).

(1) Ce sont les traces dans le plan méridien des surfaces de discontinuité du champ
de contraintes de révolution.
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CHAPITRE V

THEORIE DES CHARGES LIMITES
(POUR LES APPLICATIONS
A LA MECANIQUE DES SOLS)

1 — Rappel

Ce chapitre est consacré & 1’étude de la théorie des charges limites
pour les applications & la Mécanique des sols. On n’y mentionnera donc
pas (sauf exceptionnellement dans un but didactique), les problémes liés
a Papplication de cette théorie au calcul des structures de la résistance
des matériaux ; pour ces questions on pourra se reporter par exemple a
[3, 13, 4].

La présentation choisie est une présentation classique simplifiée
(semblable 3 celle de [12]). On trouvera en annexe une présentation un
peu plus axiomatique et plus fouillée, ainsi que les extensions possibles
de la théorie au cas des matériaux non standards [14, 15].

La notion de charge limite d’un systéme a été introduite aux chapitres
II et IIL. Nous rappelons 1’essentiel de ce qui a été dit A ce sujet et en parti-
culier les hypothéses fondamentales. '

1.1. Chargement dépendant d’un paramétre

On considére un systéme élastique parfaitement plastique, auquel
on impose des forces extérieures F.

Supposons par exemple que ces forces croissent proportionnellement
a un facteur unique :

F=1f.
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Alors :
pour 4 < 4g : les déformations sont purement élastiques ;
pour 4o <A< 2;: il y a dans le systéme, des déformations plastiques
contenues par les déformations des zones restées
¢lastiques ;
pour A=A, : Pécoulement plastique non contenu devient possible,

les zones plastiques s’étant suffisamment étendues
(zone plastique qui débouche sur la surface libre,
par exemple).

Si, au long du processus de chargement, les déformations restent
petites jusqu’a Dapparition de 1’écoulement libre, les changements de
géométrie sont négligeables, et A, ainsi définie est la charge limite du
systéme.

Cette hypothése est essentielle, elle porte 4 la fois sur le systéme, le
type de chargement qui lui est imposé, et les propriétés du matériau qui
le constitue. On démontre alors (¢f. § 1.3) que ’on peut calculer la charge
limite en supposant le systéme composé d’un matériau rigide parfaitement
plastique.

C’est la définition que nous adopterons pour la charge limite d’un
systeéme : charge d’apparition de 1’écoulement libre dans le systéme en
matériau rigide parfaitement plastique.

Il est bien entendu que les conditions dans lesquelles cette charge
a une signification réelle pour le systéme étudié devront toujours &tre
examinées (cf. en particulier chapitre II, § 5).

1.2. Chargement dépendant de plusieurs paramétres

Comme on I’a dit au chapitre II (§ 3.2), on définit le domaine d’élasti-
cité initial du systéme, limité par la frontiére d’élasticité initiale : celle-ci
est le lieu des point Q,, correspondant pour chaque trajet de charge 2
partir de I’état naturel, a I’apparition de zones plastiques dans le systéme.
Cette circonstance est indépendante du trajet suivi pour atteindre Q,
en ce sens que : si on suit de 0 & @, un autre trajet de charge tel que
avant @, la limite d’écoulement ne soit atteinte en aucun point du corps,
alors, en arrivant en Q,, la limite d’écoulement sera atteinte dans lé corps,
en un ou plusieurs points, les mémes qu’aprés avoir suivi le premier trajet
de charge (puisque la solution a I’issue d’un trajet de charge « élastique »
issu de O, ne dépend que du chargement extrémité du trajet). Le lieu des
points ‘Q, est donc une surface et non une couronne; si la fonction de
charge est convexe et si 1’élasticité est linéaire, cette surface est convexe.
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Si on poursuit le chargement au-deld de cette frontiére, il y a évolution
de la frontiére d’élasticité actuelle du systéme. Suivant un certain trajet
on obtient ’écoulement libre en un point de charge Q,. La question que
1’on se pose alors est de savoir si cette circonstance est indépendante du
trajet suivi de 0 & Qy; c’est-a-dire : si on suit un autre trajet de charge

Qj .
ﬂ frontiére d’écoulement du sysfeme

]
— %)

=~ frontigre délasticité initick du systeme

FiG. V.1.

Vo

de 0 & Q,, sans que 1’écoulement libre n’apparaisse avant Q,, est-ce que
lorsque ’on aboutit en Q; 1’écoulement libre se produit nécessairement ?
On montrera que cette proposition est exacte pour les matériaux satis-
faisant le principe du travail maximal.

Le lieu des points Q, de charge limite est la frontiére d’écoulement
du systéme.

1.3, Passage au matériau rigide plastique

Considérons : un systéme (Z,) constitué d’un matériau élasto-parfai-
tement plastique (M) dont les coefficients d’¢lasticité sont

A, (M)

Le méme systéme (£,) constitué d’un matériau ¢lasto-parfaitement
plastique (M,) dont les coefficients d’élasticité sont

)'izjhk M) = ;tiljhk M)/p (>0

de méme critére de plasticité et méme loi de comportement plastique
que le matériau (M,).
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On suit pour (Z;) une histoire de chargement (H,) dans laquelle on
donne & chaque instant (*) :

les valeurs des forces masse FY,
les valeurs des données au contour : (T7)' sur Sy,
@hH* sur S,,.
On suit pour (Z,) I’histoire de chargement (H,) dans laquelle au méme
instant ¢ les données sont :
F2 — Fl

(TH? = (TH'  sur S,

@) = @d)'lp sur S,.
Alors, si les changements de géométrie sont négligeables pour (Z,)

en suivant (H,), et pour (Z,) en suivant (H,), il est clair qu’a chaque
instant ¢ :

les champs de contraintes sont identiques dans () et (Z,):
' =07,

les champs de vitesses sont z' et u? :

u* =u'lp
(en particulier dans les zones plastifiées, les valeurs du paramétre A > 0
arbitraire de la loi de comportement sont i! et 42 : A2 = Al/p).

Les zones plastifiées sont & chaque instant les mémes dans (Z,) et
(Z;). Les deux systémes atteindront donc 1’écoulement libre au méme
instant, c’est-a-dire pour le méme chargement limite.

Faisant tendre p vers I'infini, on aboutit au matériau rigide plastique.

1.4, Détermination des chargements limites. Approche variationnelle

La détermination de la charge limite (dans le cas d’un chargement
proportionnel & un paramétre) ou de la frontiére d’écoulement du systéme
(dans le cas de plusieurs paramétres), nécessite la construction de solutions
complétes du probléme d’écoulement libre pour le systéme rigide parfai-
tement plastique. Cela est souvent difficile.

(1) Rappel: Le temps n’est qu’un paramétre cinématique.
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Aussi on utilise une approche variationnelle.

On va démontrer deux théorémes qui permettent d’obtenir des approxi-
mations par défaut et par exces.

2 — Champs licites. Puissance dissipée

Le systéme est supposé soumis & un chargement dépendant de » para-
métres Q;, les conditions 3 la limite étant composées de conditions dyna-
miques (forces de masse et contraintes) et de conditions cinématiques
(i.. sur les vitesses) (cf. chapitre III, § 5.2) (%).

2.1. Tenseur des contraintes plastiquement admissible

En un point M du systéme ou la fonction de charge est f; un tenseur
des contraintes g est dit plastiquement admissible (P.A.) si:

flo) < 0. )

2.2. Tenseur des vitesses de déformations plastiquement admissible

En un point M du systéme ou la fonction de charge est f, et ou la
loi de comportement plastique a la forme (L) — qui n’est pas nécessai-
rement celle du matériau standard — un tenseur des vitesses de défor-
mation p est dit plastiquement admissible (P.A.) si la loi de comportement
(L) est inversible pour ce tenseur; c’est-a-dire si :

3o: f@©=0 et ¢ By Q)

REMARQUE : Cette inversion n’est pas toujours possible et, quand
elle est possible, elle n’est pas toujours unique.

L’exemple du matériau de Misés standard illustre bien ce résultat :
pour que l’inversion soit possible il faut que le tenseur r donné, vérifie
tr(v) = 0, car la déformation plastique s’effectue sans variation de volume ;
si tr(v) = 0, Pinversion est indéterminée : seul le déviateur s de o est
déterminé.

Dans le cas du critére de Tresca, 'indétermination peut étre encore
plus large.

(1) Dans cette formulation, il n’y a pas de données constantes autres que nulles.
Si certaines données sont constantes non nulles on les traitera comme si elles étaient
variables et on les fixera enfin a leur valeur prescrite.
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2.3. Puissance dissipée

Etant donné un tenseur des vitesses de déformation p, plastiquement

admissible, soit ¢ un tenseur contrainte associé a v par (2).

On forme I’expression :
0ijVi; = G0 (€)

Alors : dans I’hypothése du principe du travail maximal (équivalente
a : f convexe et matériau standard), P’expression (3) ne dépend que de p,
elle est indépendante du tenseur ¢ associé par (2) a v, et on notera :

ogv=n() @

puissance dissipée pour ce tenseur des vitesses de déformation.

Démonstration :

Soient o' et 6” deux tenseurs contraintes associés 4 v par (2) ol fest
convexe et (L) est la loi du matériau standard.

On a donc:

gl: fle) =0 veldf(cty A>0
o fe) =0  veidfig) 4> 0 } ©
d’ou :
v(@'=a) >0 et p(c*-gH) >0
il s’ensuit :
o'v = ¢’v = n(v) fonction univoque de v.

Dans le cas du matériau de Misés :

n(v) = k /2050, )

Dans le cas du matériau de Tresca, dont la loi de comportement est :

a,—0;3 = 2k g,—05 =2k
Gy > 0, > 03 0y = 0, > 03
v, = A (7a) vy=4 Az0 (7b)
v,=0 1>0 v,=f =0
vy = —4 vy = —A—fi
Régime de face Régime d’aréte
n(v) = 2k vy ®

ou v, désigne la vitesse de déformation principale maximale en valeur
absolue.
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2.4. Champ de contraintes licite (*)

On dit qu’un champ de contraintes est licite s’il est statiquement et
plastiquement admissible (S.P.A.).

S.A.: le champ de contraintes doit satisfaire les équations d’équilibre
et les conditions 4 la limite sur les contraintes (conditions dynamiques
du probléme).

P.A. : en tout point du systéme le tenseur des contraintes doit étre plasti-
quement admissible.

2.5. Champ de vitesse de déformation licite ()

On dit qu’un champ de vitesses de déformation est licite s’il est ciné-
matiquement et plastiquement admissible (C.P.A.).

C.A. : le champ de vitesses de déformation considéré v doit dériver d’un
champ de vitesses u (?)

1
Ju: Uij = i(u,-,j-l-uj, i) (9)

et ce champ de vitesses doit satisfaire les conditions cinématiques du
probléme.

P.A. : en chaque point du systéme, le tenseur des vitesses de déformation
doit &tre plastiquement admissible.

2.6. Puissance dissipée dans un champ de vitesses de déformations licite

Dans I’hypothése du principe du travail maximal, on définit la puis-
sance dissipée dans un champ de vitesses de déformation licite par I'inté-
grale :

f () dV (10)
\ 4

c’est une fonction univoque du champ v.

(1) Terminologie due a Mandel [12].

(2) Dans toute la suite nous utiliserons les conventions suivantes : ¢, v : tenseurs ;
6, v : champs de tenseurs o, v.
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3 — Méthode statique

3.1, Chargements licites

Un chargement Q auquel on peut faire correspondre au moins un
champ de contraintes licite est appelé chargement licite.

Nous désignons par K I’ensemble :

K = (0| Q licite) (11
K< R

(Remarquons que si I’on considére les trajets de charge du § 1.2 pour
la structure élasto-plastique dans I’hypothése des petites déformations,
tous les chargements de 0 & Q, inclusivement sont des chargements licites).

En particulier Q,, chargement limite, est un chargement licite.
(-3¢

Nous allons maintenant étudier les propriétés de K.

3.2. Convexité de K

THEOREME : Si f est convexe, K est convexe.

La démonstration est immédiate : soient Q,, @, deux chargements de
K, et 04, 6, deux champs de contraintes licites qui leur soient associés.

Soit Q = A0, +(1-1)0, €0, 1]
D’aprés la définition des parameétres de chargement (chap. III § 5.2),
le champ de contrainte o

o= Ao+ (1-No,
est S.A. associé a Q.
D’autre part, d’aprés la convexité de f; on a en tout point :

Sflo) = floy+(1-Ag;) <0 (12)

puisque :/(g) et f(g;) < 0.

3.3. Points a 'infini de K

THEOREME : Pour les matériaux dont la surface de charge est convexe
et « ouverte » dans la seule direction des pressions isotropes (¢f. chap. I
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§ 2.7), et si les forces de masse appliquées au systéme sont nulles, alors K
n’a pas de point & Pinfini sauf au plus dans une direction.

Démonstration :

Remarquons que, d’aprés la définition des paramétres de chargement
(chap. III § 5.2) et puisque ¢ = 0 est plastiquement admissible car le
matériau est sans écrouissage, le chargement Q0 = 0e K.

Supposons que K ait des points a I’infini et soit (L) la direction d’un
de ces points. Puisque 0 € K, et d’aprés la convexité de K, toute la demi-
droite OLe K.

Soit O* fixé e OL.

Dire que OL € K jusqu’a I’infini implique que parmi tous les champs de
contraintes licites o associés & Q* il en est un (au moins) qui reste licite

si on le multiplie par 4 positif aussi grand soit-il. Ce champ est donc néces-
sairement une pression isotrope en tout point du solide.

En P’absence de forces de masse, cette pression est constante. Ainsi,
O* ne peut étre qu un chargement qui correspond a une pression isotrope
uniforme dans le solide. S’il existe (), c’est un chargement proportionnel
A un paramétre, ce qui démontre le résultat annoncé (?).

Pour les matériaux ductiles pour lesquels la surface de charge est ou-
verte dans les sens des pressions et des tractions isotropes, K peut avoir un
point & Iinfini dans deux directions opposées.

3.4. Chargements limites

Par définition un chargement limite Q est un chargement pour lequel
il y a une solution au probléme d’écoulement libre du systéme.

11 existe donc un champ de contraintes licite ¢ associé 4 Q;

et un champ de vitesses de déformation licite v auquel correspond le
vecteur vitesse de déformation du systéme ¢, v 5% 0 et donc g # 0.

les champs ¢ et v sont associés par la loi de comportement.

(1) 1l peut se faire que le processus de chargement étudié n’admette jamais le
champ de pression uniforme dans le solide comme statiquement admissible.

(2) Le résultat se conserve dans le cas de forces de masse constantes non nulles.
Pour des forces de masse variables en fonction de m parametres, les directions des points
a D’infini si ils existent sont intérieures & la pyramide construite sur les m demi-axes
positifs correspondants. " ‘
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3.5. Théoréme du travail maximal

On fait I’hypothése que le matériau constitutif du systéme obéit au
principe du travail maximal.

Alors ;

THEOREME : Soit QO un chargement limite, ¢ la vitesse de déformation du
systéme correspondante ; soit O* un chargement licite, on a :

(Q-0%¢ >0 (13)

En effet o et v étant les champs licites associés a Q et ¢, et o* désignant
un champ licite associé & Q* on a par définition :

©@-0%¢ = j (¢—a")pdv
|4
qui est positif d’aprés ’hypothése du principe du travail maximal.

3.6. Conséguences

THEOREME : Dans I’hypothése du principe du travail maximal tout charge-
ment limite appartient & la fronti¢re de K.

En effet, soit Q un point de charge limite et g le vecteur vitesse corres-
pondant. On sait que QeKk.

Supposons que Q soit 4 l'intérieur de K.

Alors 45 > 0, tel que B(Q, 1) = K (B = boule de centre Q et de rayon
y) on pourrait alors trouver dans B donc dans K, un point Q* tel que
(Q—0%¢g < 0, ce qui est absurde.

Donc Q appartient a la frontiére de K.

De plus le théoréme du travail maximal montre que : au point de
charge limite Q, ¢ est dirigé suivant une normale extérieure @ cette frontiére
qui est une surface convexe d’aprés le § 3.2.

3.7. Réciproque du théoréme précédent

Dans I’hypothése du principe du travail maximal, soit Q un point
de la frontiére K, surface convexe. Comme on I’a vu au § 3.3, 0 € K. On con-
sidére le processus de chargement proportionnel (rayon issu de 0) défini
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par la direction 0Q. Pour ce processus, il existe un point de charge limi-
te (1). Ce point doit se trouver sur la frontiére d’aprés le théoréme du § 3.6,
donc c’est Q par suite de la convexité.

Ainsi, tout chargement appartenant a la frontiére de K est un charge-
ment limite,

3.8. Conclusions. Théoréme de Gvozdev

Dans Ihypothése du principe du travail maximal, la frontiére du
convexe K ensemble des chargements licites, est la frontiére d’écoulement du
systéme. C’est une surface (variété a (n— 1) dimensions) convexe.

Ce résultat peut étre qualifié de « théoreme d’unicité des chargements
limites ».

Ainsi, il apparait que la fronti¢re d’écoulement peut étre définie indé-
pendamment de tout trajet de charge (donc en particulier indépendam-
ment de I’état de contraintes initiales du systéme). La propriété annoncée
au § 2.1 est donc bien démontrée (?).

On peut aussi énoncer le théoréme suivant, base de approximation
« par défaut » de la charge limite :

Théoréme de Gvozdev :

Un chargement pour lequel on peut trouver un champ de contraintes
licite est en de¢d de ou sur la frontiére d’écoulement (3).

Dans le cas du chargement proportionnel, A = 0 étant licite, I’énoncé
devient :

toute valeur de A telle que ’on puisse lui associer un champ de contrain-
tes licite est inférieure ou égale a la charge limite : A < 4.

Ay est la plus grande valeur de A telle que I’on puisse lui associer un
champ de contraintes licites.

(1) Nous faisons 13 une hypothése d’existence qui peut étre considérée comme
un fait d’expérience évident. En effet, si I’on revient & I’expérience de chargement pro-
portionnel du systéme élasto-plastique dans I’hypothése des petites déformations :

— ou bien il est possible de poursuivre le chargement indéfiniment et cela implique
que 1’ensemble K a un point & l'infini dans cette direction,

— ou bien il n’est pas possible de poursuivre le chargement indéfiniment et nous
admettrons comme un fait d’expérience que cela se produit toujours par suite de 1’appa-
rition de P’écoulement plastique libre.

(2) Remarquons ici que lorsque I’on fixe certaines données dynamiques & leurs
valeurs prescrites, on obtient pour les paramétres de chargement restants une fronticre
d’écoulement qui est I’intersection de la frontiére K avec un hyperplan a (n—p) dimensions
de R, si p est le nombre de paramétres de chargement fixés. D’ol les propriétés de cette
frontiére d’écoulement.

(3) En fait, ce théoréme est beaucoup plus général que celui donné par Gvozdev
[71 qui ne concernait que le calcul des structures en s’appuyant sur le modéle dii a
Kazinczy [10] et Kist {11] (¢f. [19]). Le présent énoncé général rattaché au principe du
travail maximal semble da & Hill {8], sous la forme d’un principe de maximum.
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4 — Méthode cinématique

4.1, Théoréme

Dans I’hypothése du principe du travail maximal, étant donné un
champ de vitesses de déformation licite v auquel correspond ¢, vitesse de
déformation licite du systéme, soit Q* un chargement licite du systéme,
alors :

La puissance de Q* dans g ne peut dépasser la puissance totale dissipée
a lintérieur du systéme dans le champ de vitesses v.

Soit en effet o* un champ de contraintes licite associé & Q*, on a par
définition :

0% = J a*vdv. (14)
1 4

Or, en chaque point du systéme, désignons par ¢ un tenseur contrainte
résultant de Iinversion de la loi de comportement pour p on a :

o*y < ov = n(v) (15)

d’aprés le principe du travail maximal.
D’ou le résultat annoncé :

0*4 < f n(®) V. (16)
v
4.2. Définition duale de K

Considérant tous les champs de vitesses de déformations licites nous
désignons par K, le convexe de ’espace {Q} intersection des demi-espaces
définis par :

Q4(v) < f n(y) dV. 17
1 4

D’apresle§4.lonakK < K.

Soit alors 0* ¢ K ; soit Q le point de la frontiére de K (convexe) situé
que 0Q* : c’est un chargement limite d’aprés le § 3.7, auquel correspond
un champ de vitesses de déformation licite v et la vitesse de déformation
licite du systéme 4§(v) (# 0).

D’aprés la convexité de Kona : -

0*¢(v) > Q4(v) = L n(y) dV
donc: Q* ¢ K.
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On en déduit que X = K et la frontiére d’écoulement est 1’enveloppe
générale des plans

Q4(v) = L n(v) dV (18)

correspondant a tous les champs de vitesses licites.

Si on connait un champ de vitesses de déformation licite v pour le
systéme, I’égalité

Q4(v) = L n(v) dV (18)

définit un plan qui est entiérement extérieur, ou tangent a la frontiére d’écou-
lement du systéme.

Pour un plan qui est tangent a la surface limite, le point de contact
est un point de charge limite, correspondant a la vitesse de déformation ¢
intervenant dans (18).

Dans le cas du chargement proportionnel :

la valeur de A obtenue en égalant dans un champ de vitesses licite,
la puissance des forces extérieures 3 la puissance dissipée est supéricure
ou égale a la charge limite :

f n(y) dV
A= —Vf—u__ = }.1
Ay est la plus petite valeur de A telle que la puissance des forces extérieures
égale la puissance dissipée dans au moins un champ de vitesses licite.

5 — Remarques sur les résultats
de la théorie des charges limites
5.1.

Du point de vue de la logique pure on peut remarquer que, sans faire
appel a ’hypothése d’existence, les résultats du § 3.6 prouvent que la frontiére
d’écoulement est tout ou partie de la frontiére de K : C’est le fondement
de la méthode statique ; de plus cela démontre, outre I'indépendance des
chargements limites vis-a-vis du trajet de charge (donc des contraintes
initiales), I’indépendance des chargements limites du systéme éldastoplastique
vis-d~vis des caractéristiques élastiques (*).

(1) En effet au § 1.3 on a montré qu’il était possible pour un systéme élastoplastique
donné et une histoire de chargement donnée aboutissant 4 un chargement Q1 d’écoule-
ment libre commengant, de définir par passage a la limite sur les propriétés élastiques
un systéme rigide-plastique dont Q1 est chargement limite. « L’unicité » des chargements
limites pour le systéme rigide-plastique, défini par ses seules propriétés plastiques, montre
alors que les chargements limites du systéme élastoplastique sont indépendants des pro-
priétés élastiques.
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De méme les résultats du § 4.1 contiennent le fondement de la méthode
cinématique. '

11 parait toutefois souhaitable de faire intervenir I’hypothése d’existence
pour aboutir & des énoncés plus simples et plus « naturels ».

5.2.

Les résultats de la théorie des charges limites peuvent de fagon abrupte
s’exprimer sous la forme suivante qui est souvent utile :

1° si un chargement est tel que I’on peut trouver un champ de contrain-
tes licite qui 1’équilibre, alors la structure résistera a ce chargement;

2° si on connait un mécanisme de déformation licite et un chargement
suffisant pour produire la ruine selon ce mécanisme, (puissance des forces
motrices supérieure ou égale a la puissance des forces résistantes), alors la

N

structure ne résistera pas a ce chargement.

Ces résultats peuvent paraitre intuitifs mais nous avons vu que leur
démonstration suppose que le principe du travail maximal est vérifié ().

5.3.

Dans le cas ou le principe du travail maximal n’est pas vérifié,

soit du fait des matériaux constitutifs de la structure étudiée,

soit du fait des conditions aux interfaces entre les différents solides
constitutifs (condition de frottement de Coulomb par exemple),

on ne peut plus démontrer que la frontiére d’écoulement est une variété
a (n—1) dimensions.

Nous donnons en annexe les théorémes dus a Radenkovic [14, 15]
concernant le premier de ces deux cas, d’autres théorémes ont été étudiés

par Drucker [5] (¢f. aussi [16]), Collins [2], dans le second, qui fournissent
des indications permettant d’encadrer la frontiére d’écoulement.

6 — Principes de minimum
Faisant I’hypothése du principe du travail maximal, nous donnons
les principes de minimum classiques, valables dans le cas ou les conditions

a la limite admettent la décomposition classique :

(1) Le principe doit aussi étre vérifié aux interfaces entre les solides constituant
la structure.
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T donné = T? sur Sy
F donné
u donné = u® sur S,

6.1. Principe de minimum pour les contraintes (Hill)

Soit ¢ un champ de contraintes licite.
On introduit la fonctionnelle :

¥(o) = — j T(0)-u’ ds,. (19)
Su
Alors :
st une solution du probléme d’écoulement libre existe pour ces données,

le champ de contraintes de cette solution rend minimale la fonctionnelle 3
parmi tous les champs de contraintes licites.

6.2. Principe de minimum pour les vitesses de déformation (Markov)

v étant un champ de vitesses de déformation licite qui dérive du champ
de vitesses u, on définit la fonctionnelle :

B) = f [n()—pF-u]dV — j T udSr. (20)
v

Sr

Alors :

si une solution du probléme d’écoulement libre existe pour ces donndes,
le champ de vitesses de déformation de cette solution rend minimale la fonc-
tionnelle 35 parmi tout les champs de vitesses de déformation licites.

Les démonstrations de ces deux principes sont aisées ; elles s’appuient
sur le théoréme des puissances virtuelles et le principe du travail maximal.

On démontre également que pour une solution du probléme d’écoule-

ment libre on a :
Bv) = — ¥(o) (2D

7 — La théorie des charges limites
 dans ’étude des problémes d’écoulement libre
en déformation plane

Dans I’étude que nous avons faite des problémes d’écoulement libre
en déformation plane, nous avons laissé de c6té la question de dégager
la signification exacte des solutions obtenues. En particulier le fait que nous
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n’avons qu’exceptionnellement porté notre attention sur les zones non-
déformées est important.

Il est maintenant possible d’éclairer ces points, dans I’hypothése du
principe du travail maximal, au moyen de la théorie des charges limites.
Le théoréme d’unicité démontré au chapitre III (§ 6) permet de tirer quelques
conclusions supplémentaires.

7.1. Etude d’un exemple

Revenons sur I’exemple de la butée d’une paroi sur un massif en maté-
riau de Tresca, étudié au chapitre IV.

NN

FiGg. V.2.

Les paramétres de chargement sont ici : les éléments de réduction en
un point fixe (le milieu de la paroi par exemple), des forces extéricures
agissant sur la paroi rigide,

Q, = M (moment)
0, = N (force normale; la force tangenticlle est nulle car la paroi
est lisse).

et un paramétre, qui est en fait maintenu constant, est la valeur de la sur-
charge sur OY (fig. 2) : QOs.
Pour ce probléme nous avons obtenu :

— dans tout le solide un champ de vitesses de déformation qui est
licite : v # 0 au-dessus de ABCD, u = 0 au-dessous, discontinuité de vitesse
le long de ABCD;

— au-dessus de ABCD, un champ de contraintes licite (3 la limite
d’écoulement en tout point) o : en chaque point de la zone déformée o et p
sont associés par la loi de comportement.

Que pouvons-nous dire d’une telle « solution» ?
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1° Elle n’est pas compléte car la question de la détermination des
contraintes au-dessous de ABCD n’a pas été abordée.

2° Elle fournit un champ de vitesses de déformations licite pour le
systéme : il est donc possible d’utiliser la méthode cinématique.

Le calcul de D’intégrale de la puissance dissipée se trouve simplifié
par la connaissance du champ licite ¢ qui est associé & v dans la zone défor-
mée : la puissance de o dans p est égale a la puissance dissipée n(p).

Par application du théoréme des puissances virtuelles (*), on montre
alors que I'intégrale de la puissance dissipée (y compris celle le long de la
ligne de discontinuité de vitesses) est égale a la puissance dans ce mode de
déformation de la pression Q5 et des contraintes sous la paroi rigide corres-
pondant a .

Appliquant alors (18) on obtient I’équation du plan tangent ou exté-
rieur 4 la frontiére d’écoulement correspondant, qui apparait comme une
majoration du moment par rapport a I des forces appliquées a la plaque.

3° On peut montrer [17] que si la valeur de la surcharge Q5 n’est pas
trop grande, il est possible de trouver un prolongement licite du champ
de contraintes dans la zone située au-dessous de 4ABCD.

Dans ces conditions, on peut appliquer la méthode statique puisque
I’on posséde un champ de contraintes licite, & prolongé : le chargement
correspondant est licite et son point représentatif n’est pas extérieur a la
frontiére d’écoulement.

Regroupant les deux résultats précédents, on voit que :

— dans tous les cas on a obtenu un majorant du moment par rapport a 7
des forces appliquées & OA :

M; = M+N(a+b) < 2b[Q;+2k(1+w)](a+b) (22)

— si Q; n’est pas trop grand on a obtenu un chargement limite corres-
pondant & la rotation de la plaque autour de [:

M=0
N = 25[Q5+2k(1+w)] } (23)

Dans le cas ot 0 = 7/2, et Q5 = 0 on a le probléme du poingonnement
d’un demi-plan non chargé.

(1) Cette application est possible 2 ’ensemble de la structure bien que I’on ne
connaisse pas le champ de contraintes dans la zone non déformée car pour celle-ci qui
se déplace sans se déformer, 1’équilibre des forces au contour est satisfait.
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Le prolongement du champ des contraintes a été effectué de trois fagons
différentes (Bishop [1], Shield [21], Sayir et Ziegler [20]). La force limite de
poingonnement est donc bien :

F = 2bx (n+2)k. 29

Dans le cas oll Q4 n’est pas trop grand, et ol il est possible de prolonger
le champ de contraintes, nous avons une solution de probléme d’écoulement
libre. On peut alors appliquer le théoréme d’unicité pour le champ de con-
traintes donné au chapitre III (§ 6).

On en déduit que le champ de contraintes dans la zone déformée est
I’unique champ possible correspondant :

alavaleur de Q donnée, i.e. (23),

ou: ala valeur de ¢ donnée, i.e.
g, =Q
4, = Q(a+b)

[(4; = 2b ¢, = 2bQ(a+Db)].

C’est d’ailleurs évidemment sous cette derniére forme que le résultat a
Ie plus d’intérét pratique :

cela veut dire que la distribution des contraintes ¢ dans OA4BCD et en
particulier sous 4B est la distribution exacte : 1

ainsi la distribution exacte des contraintes sous AB est une pression
uniforme égale 3 [Q;+2k(1+w)].

7.2. Cas général

D’une fagon générale pour les problémes de déformation plane, tou-
jours dans ’hypothése du principe du travail maximal :

a) Sila solution proposée fournit uniquement un champ de contraintes,
3 la limite d’écoulement, dans une zone du systeme, on ne peut rien dire
du résultat obtenu.

b) Si la solution proposée fournit un champ de contraintes, a la limite
d’écoulement, dans une partie D du systéme tel que 1’équilibre statique des
forces au contour du reste du systéme soit assuré; et un champ de vitesses
licite associé au champ de contraintes dans D et laissant indéformé 1’exté-
rieur de D, alors la solution est dite incompléte [1]. Elle correspond a
I’application de la méthode cinématique comme sur 'exemple.

Le résultat est un majorant de la charge limite dans le cas ol il y a un
seul paramétre de chargement, ou plus généralement un hyperplan extérieur
a la frontiére d’écoulement.
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¢) Si la solution fournit un champ de contraintes a la limite d’écoule-
ment dans une zone plastique, et un prolongement licite de ce champ de
contraintes 4 ’extérieur de cette zone, on a une solution statique permettant
P’application de la méthode statique.

Le résultat obtenu est un minorant de la charge limite, ou plus généra-
lement un chargement licite c’est-a-dire représenté par un point intérieur
a la frontiére d’écoulement.

d) Enfin si la solution proposée correspond & la fois & b et ¢, la solution
est complete et fournit la charge limite, ou plus généralement un chargement
limite et un mécanisme de déformation associé.

En fait seules les solutions complétes méritent le nom de solutions du
probiéme d’écoulement libre. Pourtant la terminologie ci-dessus, due a
Bishop, a Pavantage d’€tre trés explicite.

Pour les solutions complétes le théoréme d’unicité du champ de con-
traintes est applicable et montre que : la répartition de contraintes trouvée
dans les zones déformées est la répartition exacte correspondant au probléme
posé.

Cela, il faut le remarquer, n’entraine pas I'unicité des solutions complé-
tes. En particulier on peut trés bien, pour une méme solution incompléte,
trouver plusieurs prolongements statiques permettant de la compléter.

11 faut remarquer que la construction du prolongement licite, du champ
de contraintes d’une solution incompléte n’est pasintéressante par elle-méme.
Ce qui importe, c’est sa possibilité. Autrement dit il suffirait de disposer
d’un théoréme permettant d’affirmer que ce prolongement est possible.
A priori, cela devrait étre aisé puisque ’on dispose d’une grande liberté
pour les champs de contraintes du prolongement qui ne sont astreints qu’a
vérifier les équations d’équilibre et les conditions aux limites et & ne pas violer
le critére. En fait on ne dispose pas du théoréme en question et la seule
facon de montrer la possibilité du prolongement licite est bien souvent d’en
construire un. A noter qu’on dispose de théorémes permettant parfois de
montrer que le prolongement n’est certainement pas possible : théoréme de
Hill [9] et théoréme de Bonneau (voir annexe).

Des recherches ont été récemment consacrées a ces problémes et un
certain nombre de solutions complétes ont été mises en évidence (cf. [16]),
sans qu’il existe de méthode générale pour les construire.

Enfin, il est évident mais il convient peut-&tre de le signaler, qu’il n’y a
pas unicité des solutions incomplétes. Celles-ci peuvent donner des résultats
différents et b) indique qu’il faut alors prendre en considération celle qui
donne le meilleur majorant de la charge limite (c’est-a-dire le plus faible),
sans pour cela penser que cette valeur est effectivement celle de la charge
limite, ni que la solution peut nécessairement étre complétée.
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Les solutions incomplétes constituent la majorité des « solutions»
proposées pour les problémes d’écoulement plan du matériau de Tresca.

7.3. Conclusions

On voit que la théorie des charges limites apparait comme un fil direc-
teur dans la recherche de « solutions» aux problémes d’écoulement libre
(en particulier plan) pour le matériau rigide-plastique.

C’est aussi le seul moyen de choisir entre plusieurs « solutions »,
lorsque ce ne sont pas des solutions complétes c’est-a-dire des solutions du
probléme d’écoulement libre.

Le mode de construction des « solutions », qui pouvait au départ sem-
bler grandement laissé & I’intuition, la distinction faite au chapitre III (§ 4)
entre zones de type a et de type b se comprennent maintenant :

On cherche généralement & construire une solution incompléte, en
imaginant au départ la localisation de la zone détormable, c’est-a-dire de
type a, correspondante ; seul ’équilibre global de chaque zone de type b
doit alors étre assuré. Une telle « solution» s’interpréte parfaitement par
la théorie des charges limites comme nous I’avons dit plus haut.

On peut ensuite essayer de compléter cette solution par un prolongement
licite du champ de. contraintes dans les zones de type b.

A noter qu’il existe certains problémes pour lesquels on procéde a la
construction de « solutions » purement statiques ou purement cinématiques.
On en verra un exemple au § 8. Ce dernier type de solutions qui n’a pas
été présenté au § 7.2, fait parfois appel a la théorie des équilibres limites
plans :

il s’agit de «solutions» fournissant simplement un mécanisme de
déformation licite et qu’on interpréte au moyen des théorémes du § 4.2.

8 — Interprétation des solutions
dans le cas du matériau de Coulomb

Nous avons dit que les sols obéissant au critére de Coulomb, ne satis-
font pas le principe du travail maximal. La théorie des charges limites sous
sa forme classique et précise ne leur est donc pas applicable, ainsi que les
conséquences que nous avons tirées au § 7 sur les différents types de solu-
tions pour les problémes de déformation plane et leur signification.
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8.1.

Dans la majorité des cas, les solutions proposées sont analogues a celle
du § 22 au chapitre IV, donnant un champ de contraintes a la limite d’écou-
lement, dans une partie de la structure étudiée.

Elles ressortissent au type a) du § précédent et on ne peut rien dire du
résultat ainsi obtenu.

La position que 1’on peut adopter pour ’interprétation des solutions
dans le cas du matériau de Coulomb (non standard) est la suivante (%) :
on se référe aux solutions correspondantes pour les mémes problémes dans
le cas du matériau de Tresca standard.

Pour celies-ci 'interprétation peut s’appuyer sur la théorie des charges
limites ; on fait ’hypothése que Iinterprétation pour le matériau de Coulomb
est analogue sans préciser la loi de comportement. C’est ce que nous avions
déja indiqué pour la construction des solutions.

11 convient de considérer les résultats ainsi obtenus, non comme exacts,
mais comme fournissant des renseignements dont ’expérience a montré
qu’ils étaient souvent utiles.

8.2.

Il est peut étre possible d’€tre plus précis en faisant intervenir la loi de
comportement.

C’est ainsi que si la loi de comportement du sol est d’un type permettant
Pemploi des théorémes de Radenkovic [14, 15] donnés en annexe, ce qui
correspond & une classe relativement large, on peut encadrer les charges
limites possibles (%) pour le matériau (I’unicité n’est pas démontrée) entre
celles de deux matériaux standards : 1’une, borne inférieure correspondant
au potentiel plastique (g) du matériau, 1’autre, borne supérieure, corres-
pondant a la fonction de charge (f) du matériau. Pour celles-ci, ’application
des théorémes des § 3.8 et 4.2 est possible :

— si une solution statique est connue pour le matériau standard (g),
elle fournit une approximation par défaut de toute charge limite du systéme
en matériau non standard,

— une solution cinématique, ou une solution incompléte, pour le

(1) A vrai dire, la régle observée par les auteurs en ce domaine est en général
celle du silence !

" (2) Pour simplifier le langage, nous considérons les processus de chargement
proportionnel.
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matériau standard (f), fournissent des approximations par excés de toute
charge limite pour le matériau non standard (*).

Ces théorémes sont en particulier applicables pour la loi de compor-
tement indiquée au chapitre I - § 8 : matériau d’angle de frottement interne ¢
et d’angle de dilatation v (0 < v < ¢) [14].

Ainsi, étudiant par exemple le probléme traité i I’annexe & du cha-
pitre IV, §6 :

on sait que la valeur de p,,, trouvée correspond & une solation
incompléte pour le matériau standard (f) (voir Drescher, 1973) ; puax €St
donc une approximation par excés de toute charge limite possible pour le
matériau non standard ;

§’il est possible de trouver un prolongement licite du champ de con-
traintes (), on a une solution compléte du probléme d’écoulement libre
pour le matériau standard (f) et p... est la plus grande charge limite
possible pour le matériau non standard ;

pour v = 0 on sait (Drescher, 1973) qu’il n’est pas possible de
trouver un champ de vitesse associé par la loi de comportement du matériau
non standard vérifiant 4 > 0. Si cela était possible pour\d’autres valeurs
de v(0 < v < ¢) on dirait que I'on a affaire & une solution possible
pour le matériau non standard correspondant car, I'unicité n’étant pas
assurée, il n’est pas certain qu’il existe un trajet de charge au bout duquel
cette solution soit atteinte.

Dans certains problémes, les champs de vitesses de déformations de Ia
solution incompléte existent V v(0 < v < ¢). Si le prolongement licite
existe, on voit que la charge est une charge limite possible YV v(0 < v < ¢),
c’est d’ailleurs la plus grande. On pourra dire dans ce cas que le probléme
est statiquement déterminé.

(1) Ce résultat est valable quelle que soit la loi de comportement du sol non
standard.

(2) Dans le cas de ’exemple de I’annexe du chapitre IV (§ 6), un tel prolongement
a été mis en évidence [18, 21].
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9 — Autres applications de la théorie des charges limites
en mécanique des sols

L’utilisation de la théorie des charges limites en mécanique des sols,
n’est pas liée exclusivement aux problémes d’équilibres limites plans tels
qu’ils sont traités au Chapitre IV.

Les théorémes des méthodes statique et cinématique correspondent a
des raisonnements trés fréquents dans la pratique des ingénieurs.

9.1. Exemple

C’est le probléme de la détermination de la hauteur limite d’un talus
vertical en milieu de Tresca pesant.

a) Utilisation de la méthode statique.

L’énoncé de la méthode statique se met ici sous la forme :

une hauteur 4 telle que I’on puisse trouver un champ de contraintes
licite dans tout le massif est inférieure ou égale a la hauteur limite 4,.

Un champ de contraintes licite doit ici satisfaire :

— les équations d’équilibre -:

xy —
ax T oy +y=0
01,y | Ooy
ax Ty ~ 0

— la condition « plastiquement admissible ».
oy —0,] < 2k
— les conditions aux limites sur les confraintes :
x=0 y>0:0,=17,=0
x=h y<0:0,=71,,=0

O<x<h y=0:06,=1,=0

(Les conditions & l’infini portent sur les vitesses qui doivent &tre nulles).

On considére le champ de contraintes discontinu représenté sur la
figure 3 (¢f. [6)) :
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»y
:
h -« 0
I T v
Y Ax-h) ¥t e \{xl e
Y(x_h) Y.(x-h)
vX
Fic. V.3
¢’est-a-dire :
y/O ng h :0'y=0, ‘nyr_o, 0, = —yX
y=20 h<x 16, = —y(x—h), 175,=0, o, = —yx
y<0 hA<x o, = —y(x—h), 7, =0, 0, = —y(x—h).

Ce champ satisfait les équations d’équilibre, les conditions & la limite,
et la continuité de la contrainte appliquée sur y = 0 qui est la ligne de dis-
continuité du champ. Il est donc statiquement admissible.

11 est de plus, plastiquement admissible si :

Donc : h =

b) Utilisation de la méthode cinématique
L’énoncé de la méthode cinématique s’applique ici sous la forme :

Une hauteur telle qu’il existe un mode de déformation licite dans lequel
la puissance des forces extéricures (pesanteur) égale la puissance dissipée,
est supériecure ou égale 3 la hauteur limite du talus.

Un champ de vitesses licite doit, ici, étre tel que :

— la déformation s’effectue sans variation de volume,
— les conditions aux limites sur les vitesses soient satisfaites :
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Considérons le mécanisme représenté a la figure 4, dans lequel il y a
glissement en bloc le long d’une ligne de glissement isolée, nécessairement
circulaire, de centre O et de rayon A.

o V4
u

X
FiG. V.4,

Cela constitue bien un mode de déformation licite.

La puissance dissipée est celle de la cission & le long de I’arc de cercle
(frottement) :

puissance dissipée = k xQh x gh.

La puissance des forces extérieures est celle des forces de pesanteur
dans le bloc en mouvement :

n/2 h
puissance des forces extérieures = f du J 9Qr-(cos u)-r dr = yQ h*[3.
] V]
D’ou en égalant :

h = —3; L2 # 4,7—yk— est un majorant de la hauteur limite A, .

Un autre type de mécanismes utilisable est celui représenté 4 la figure 5,
dans lequel il y a glissement & la vitesse U le long d’une ligne isolée rectiligne
passant par le pied de talus.

Y

>
B

FiG. V.5.

La puissance dissipée est :

puissance dissipée = kx hfcosax U
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et la puissance des forces extérieures est :

. . 1
puissance des forces extérieures = 3 W tgaxyxU cos o
d’oll en égalant :

_ 4k

h Y X sin 2a

est un majorant de la hauteur limite.

On peut alors optimiser ce mécanisme, c’est-a-dire chercher la valeur de o
qui fournit le majorant le plus faible. On trouve :

4k . .. .
a=-—¢eth= o est un majorant de la hauteur limite meilleur que le

A

précédent.

D’une fagon générale en cherchant le meilleur mécanisme avec une
ligne de glissement isolée, on raméne le majorant 4 :

3,85 L2
Y

D’oti : 2 -k—
Y

<h<l%§

La valeur exacte n’est pas connue ().

9.2. Prisme de Coulomb, Méthode de Fellenius

La méthode cinématique avec ligne de glissement rectiligne isolée
employée ci-dessus dans le cas du matériau de Tresca, n’est autre que la
méthode dite du prisme de Coulomb. Celle utilisant, de fagon plus générale,
les cercles de glissement est la méthode des cercles de Fellenius.

Elles sont employées en mécanique des sols aussi dans le cas des maté-
riaux de Coulomb. Dans ce cas, I’absence d’une théorie précise des charges
limites sur laquelle on puisse s’appuyer explique les divers errements dans les
applications pratiques. Il semble pourtant que, si leurs conditions d’appli-
cation sont satisfaites — ce qui sera souvent le cas —, les théorémes de

Y

Radenkovic devraient aider a clarifier la situation.

On remarque d’abord comme dans [6], en s’appuyant sur les résultats
de I’annexe du chapitre IV relatifs aux matériaux de Coulomb standards,
que pour ceux-ci les seuls modes de déformation licites avec ligne de dis-
continuité de vitesse isolée, sont ceux oul cette ligne est une droite ou une

(1) HeyMAN (1973) a démontré par la consiruction d’un champ o licite que
h =2 \/ 2 k|y. PALMER (communication privée) a de méme démontré que k1 > 3 kfy.
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T
2
de rotation du bloc rigide ; la discontinuité de vitesse n’est pas tangente
a la ligne de discontinuité — (on doit imaginer que celle-ci est une ligne
de transition dans laquelle se produit une variation de volume : dilatance).

spirale logarithmique inclinée & + d)) sur le rayon vecteur issu du centre

Cela étant, lorsque la sécurité est recherchée, on obtiendra les meilleurs
résultats en utilisant ces méthodes cinématiques avec le matériau standard
(9); le caractére cinématique exclut toutefois dans ce cas toute certitude.
Lorsqu’au contraire c’est la rupture qui est recherchée, on considére le
matériau standard (f), le résultat étant alors certain et valable quelle que
soit la loi de comportement du sol.
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ANNEXES AU CHAPITRE V

A. Autre présentation de la théorie des charges limites

Extension A certains matériaux non standards

B. Le théoréme de Bonmeau

A. AUTRE PRESENTATION DE LA THEORIE
DES CHARGES LIMITES

EXTENSION A CERTAINS MATERIAUX NON STANDARDS

1 — Introduction

Le but de cette présentation n’est pas de faire une « théorie des charges
limites moderne », mais d’essayer de mieux mettre en évidence les propriétés
mathématiques sur lesquelles repose cette théorie.

2 — Cas du matériau standard
2.1. Théoréme 1

Soit f une fonction de charge convexe.

On suppose que la surface f(g) = O est éventuellement « ouverte »
dans diverses directions qui sont nécessairement, par suite de la convexité
de f, toutes les directions d’un cone convexe.

Alors :

L’ensemble G’ = {v|v € 10f(0), 1 > 0, f(@) =0, |g] < o} est un
cdne convexe de sommet O de RS.

Ce cone est le complémentaire du cone des directions dans lesquelles
la surface f(¢) = 0 est ouverte.

Aspect mécanique :

Si on considére le matériau standard de fonction de charge f, G’ est le

cbne convexe des tenseurs des vitesses de déformation plastiquement admis-
sibles.

Dans les cas usuels :

si la surface de charge est « ouverte» dans la seule direction des
pressions isotropes, G’ est un demi-espace ;
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si la surface de charge est « ouverte » dans les directions des pressions
et des tractions isotropes, elle est néccessairement cylindrique,et G’ est

un plan.

2.2. Théoréme 2. Puissance dissipée

Dans toute la suite, f'est une fonction de charge convexe, et on suppose,

f@<o.

On considére la forme bilinéaire :
F(o,v)=gv (*)

ou v est un tenseur des vitesses de déformation,
g un tenseur des contraintes.

On désigne par G ’ensemble, convexe par définition :

G=1{o]flo<0}
et on cherche :
Sup F(g, v)
ceG.
Alors :
1) Si ve G', F(g, v) a un maximum fini atteint pour :
c: fle)=0 veldfio) A>0.
On désignera par 7(v) la valeur de ce maximum :

7(v) = Sup F(g, )
ceG

puisque ¢ = 0 € G, on aura nécessairement :
n(v) = 0.
2)Siv¢ G, ona:
Sup F(g, v) = + 0.
On conviendra de poser encore dans ce cas :

n(v) = Sup F(o, v) = +©
ogeQG.

D) o v = oiyvi.

@

&)}
@

&)
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Aspect mécanique :
1) G est le convexe des tenseurs des contraintes plastiquement admis-
sibles pour le matériau de fonction de charge f.

2) Si on considére le matériau standard de fonction de charge con-
vexe f,

n(p), dans le cas ol v € G', n’est autre que la puissance dissipée pour
le tenseur des vitesses de déformation p.

(5) correspond a l’inversion de la loi de comportement pour p.

2.3. Théoréme 3. Convexité de

Soient p!, p?* € G'. .

Considérons p = Ap'+(1—-A)o?, 1 e0, 1].

D’aprés le théoréme 1, v € G'.

Soit alors g, un champ de contraintes associé a p par (5), on a:

@) =gv=4g o' +(1-1)g-v?

par définition de n(p') et n(p?) on a:

1919
e I

d’our :
() < An(e)+(1-2) n(v?) (6)
7 est donc une fonction convexe sur G'.
Avec la convention faite :

n(p) = +o0 si vé G,

7 est convexe sur I’ensemble de tous les tenseurs de vitesses de déforma-
tion (R®).

Autre propriété :

On a évidemment : n(Av) = in(v) Yiz0.

2.4. Définition

o et v désignent des champs de contraintes et de vitesses de défor-
mation. (¢ et v désignent les tenseurs, valeurs de ces champs au point
courant.)
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Nous ne nous préoccuperons pas dans la suite de préciser, du point
de vue de I’analyse, les espaces fonctionnels dans lesquels on doit se placer
pour que les intégrales écrites aient un sens.

Il est entendu d’autre part que le matériau constituant le systéme
n’est pas nécessairement homogéne : on considérera en chaque point
les espaces G et G' appropriés.

Définissons :

H={c|lceG;3J,€D, tel que o soit S.A. ass. Ji}

THEOREME : H est un convexe.

En effet il suffit de rappeler que par hypothése D, est un espace
vectoriel (¢f. Annexe du chapltre III), et que d’autre part G est convexe :
on vérifie immédiatement que si o' e H, 6% € H, alors :

ot +(1-2)c? € H, A€o, 1]
A noter que puisque f(0) <0, H contient 0.
Définissons :

={v|veG';IJ.eC, tel que v soit C.A. ass. J }.

THEOREME : H' est un cdne convexe de sommet O.

11 suffit de rappeler que C, est un espace vectoriel et G' un cdne
convexe de sommet O.

Aspect mécanique :

H est le convexe des champs de contraintes licites (statiquement et
plastiquement admissibles) pour le systéme étudié, soumis au processus
de chargement 4 n paramétres considéré.

H' est le cone des champs de vitesses de déformation licites (cinéma-

tiquement et plastiquement admissibles) pour le systéme étudié dans les
mémes conditions.

2.5. Fonctionnelie I

Considérons la fonctionnelle :

I(o,v) = j (v} dV—0(0) 4(v) = J‘ [r(@~g-v]dV M
v v
définie V7], eD,
VvJ.eC,
Vo S.A. ass. J,, Vo CA. ass. J..
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Propriété :
YoeH
VoeH
on a: I(g,v) = 0. 6))
En effet :

I(o, v) = f [r(6)—0c-v] dV = 0 par définition de =(v).
v

2.6. Théoréme

THEOREME : Une solution du probléme d’écoulement libre pour le systéme
en matériau standard, rend minimale I(o, v) sur Hx H'.

En effet une telle solution consiste en :

— un champ de contraintes o licite ce H
— un champ de vitesses de déformation v licite ve H'.

Ces deux champs étant associés par la loi de comportement du matériau
standard, c’est-a-dire tels que :

siv#0,alors  f(o)=0 et v e Adf(a), A > 0.

Il s’ensuit que pour ces deux champs :

I(o, v) = J [r()—g-v]dV = 0. ®
Vv
Donc [ est minimale d’aprés (8).

2.7. Réciproque

Toute solution (o, v) du probiéme
Min I(o, v) (10)
(o6,v) e Hx H'

telle que v # 0, est une solution du probléme d’écoulement libre pour le
systtme en matérian standard.

- En effet, on sait que :

Min I(o, v) = 0,
(o, v) e Hx H'

car le champ v = O appartient a H'.
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Toute autre solution du probléme de minimisation de I est donc
telle que :

I{o,v) = 0;
en tout point ol v % 0 on a alors d’aprés la définition de :

1) =¢v

donc : flo)=0 et v e ldf(o), 4> 0.

Ce qui prouve que ’on a bien une solution du probléme d’écoulement
libre du systétme en matériau standard.

2.8. Autres définitions

On définit ’ensemble K :
lorsque o décrit H, Q(o) décrit K < R".

On vérifie immédiatement que K est un convexe.
On définit I’ensemble K’ :

lorsque v décrit H', ¢(v) décrit K' < R".

On vérifie immédiatement que K’ est un cdne convexe de sommet 0.

Aspect mécanique :

K est le convexe des chargements licites du systéme,
K’ est le c6ne convexe des vitesses de déformation licites du systéme.

2.9. Corollaire 1 : théoréme du travail maximal

Soit (o, v) une solution du probléme d’écoulement libre pour le
matérian standard ;

Soit o' € H.
On a: I(c', v) = I(o, v)

ou: L n(v) AV —-Q(c")-4(v) > J‘v n(y) AV —-0(0) 4(v)

d’otr :

[Q(0)—-Q2(0)] 4(v) > 0. (1

En conséquence, Q(c) chargement limite appartient nécessairement
4 la frontiére de K et §(v) est normale extérieure a cette fronticre.
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Aspect mécanigue :

C’est le théoréme du travail maximal qui a pour conséquence le
théoréme de la méthode statique.

2.10. Corollaire 2 : Convexe K, Concave L ;

2.10.1. Convexe K,
Définissons le convexe K; de I’espace {Q} (= R"), par:

K= ) (QI Jﬁ(y) dV—0'4(v) > 0) (12)

veH

On peut remarquer que I’on obtiendra le méme convexe K; en consi-
dérant dans (12) tous les champs de vitesses de déformation C.A. qu’ils
soient ou ne soient pas P.A.

Soit alors :
c'eH, Q()=Q ek
on a:
VYveH : I(¢’,v) = I a@)dV -0 ¢v) >0
1 4

donc :

Q' ek,
d’ot :

K < K;.

En conséquence : étant donné -v e H', le demi-espace

J 7)) dV -0 4@ >0
| 4

contient le convexe K,, donc aussi le convexe K.

Aspect mécanique :
Ce théoréme est & la base de la méthode cinématique (§ 2.14).

2.10.2. Concave L,
Définissons I’ensemble L, de {Q}

Ly = L% (QI Jn(v) dV—-g 4@ < 0)

L, est concave et 1’on a :
K, < L, = CK;.
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De plus, la convexité de = entraine la propriété suivante :
soit v, € H', v, € H’, v=Av;+(A-NDv,eH 0<iIgL1.

Alors tout chargement Q vérifiant & la fois :
Jﬂ(P1)dV—Q g <0

et f”(l’z) dV—-0Q4(w,) <0

satisfait nécessairement :

fﬂ(v) dV' -0 4(») < 0.

Cela a la conséquence importante :
Tous les plans tangents a la frontiére de L, sont de la forme :

Inf{fn(y) dViv e H', ¢(v) = q} —Q4=0, gekK'

ou encore, d’aprés ce qui a été dit plus haut a propos de K| : '
Inf{ fn(y) dVlp CA., §(v) = q} ~Q§=0, jeR"

2.11. Propriétés des chargements limites

Si Q; est un chargement limite alors :

1) K n’est pas ouvert au point Q,
2) Q. €L,, qui n’est pas ouvert en ce point,
3) K et K; sont tangents en Q,.

En effet :

Q, €K et d’apres le §2.9, Q, est sur la frontiére K.

D’autre part, si v est un champ de vitesse de déformation corres-
pondant & ce chargement limite, on a (§ 2.6):

fﬁ(v) dV—-0,4() =0
donc @, € L,.
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11 résulte alors de 2.10.2, gu’en ce point L, ne peut &étre ouvert et
Q, appartient a la frontiére de L, qui est aussi celle de K|.

De plus, le plan:
Jn(p) dV—Q4¢(®) =0 13)

passe par Q; et est tangent 3 K (car ¢(v) est normale extérieure a K);
il ne saurait couper K, par définition, il est donc aussi tangent a K.

2.12. Hypothése d’existence (de la solution du probléme d’écoulement libre).

Nous désignerons ainsi 1’hypothése :
19 K=K, (en conséquence K est ferm¢)

2% L, = Ef(: (autrement dit L; est fermé).

Aspect mécanique :

Cette hypothése est équivalente a la proposition suivante :
Si on considére un processus de chargement proportionnel :

0 = 10% A>0

soit on peut poursuivre le chargement indéfiniment, c’est-a-dire que 4 O*
est licite VA > 0;

soit il existe un chargement limite Q = A Q* correspondant & la solution
d’un probléme d’écoulement libre.

En effet :

ou bien 4 Q% est la direction d’un point a Pinfini de K;

ou bien il existe, sur cette direction, un point Q, de la frontiére
commune de K, K; et L;, ensembles fermés;

dans ce cas:
Q€K = dog,eH: 0, = 0(gy)
Q1€K1 et QIELl i 3UIEH,, 01#0:

f”(lh) dV—-Q,4(w) =0

(propriétés des plans tangents a la frontiére de L, qui est un fermé)
soit encore : I(os,v) =0

donc (o5, vy) est solution du probléme d’écoulement libre.
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La démonstration de la propriété réciproque est immédiate, s’appuyant
sur le § 2.6. '

Il résulte évidemment de ce résultat que tout point de la frontiére
commune de K, K; et L, s’il est situé a distance finie, est un chargement
limite,

2.13.

Soit Q* un chargement tel que :
AQ*eK Viz0;
Soit v C.A. ass. J, € C, tel que:
4(0)- 0* > 0; (14)

alors :
ou bien v ¢ H',
ou bien ve H' et la zone déformée plastiquement dans ce champ est
d’étendue infinie ().

En effet :

d’apres le § 2.10, K < K, donc (12) est vérifiée par A O* et v cinéma-
tiguement admissible, licite ou non, c¢’est-a-dire que l’on a:

~

o) dV—iQ*¢(v) =0 Vi>0 (15)
Jr
d’ou en utilisant (14) :

(@) dV = 4+
v

ce qui démontre le résultat annoncé.

2.14. Conséquences de I’hypothése d’existence ; procédés pratiques ; théo-
rémes

2.14.1. Méthode statique

La détermination de la frontiére d’écoulement par la méthode statique
se fait en général en considérant des processus de chargement dépendant
d’un seul paramétre, en particulier des chargements proportionnels.

(1) A noter dans les problémes pratiques cette circonstance sera souvent exclue
par Ia forme méme des conditions & la limite : on impose en général # = 0 a1’co0, beaucoup
plus rarement 77 = 0 & 1’co.
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Soit Q% un chargement donné. Cherchons les solutions au probléme
d’écoulement libre correspondant & des chargements limites de la forme
0 = A Q% (éventuellement avec la restriction A > 0).

On a donc a résoudre le probléme :
Min {I(o,v) |[ve H'; o € H, Q(c) = 1 Q%} (16)
pour ne retenir que les solutions olt v # 0.
Posant : g, = sgn (Q¢ 4(v))

(16) devient :

Min { ‘[ n(v) dV —e,d(v)Q* - Max {e,1(0)lo € H, Q(0) = A(6)Q%}lve H '}
1 4
a”n
Le domaine pour ¢ dans (17) est un convexe < H, sur lequel on aura
donc deux valeurs AL et AL (resp. > 0, < 0) correspondant & Sup {¢,A(¢)}

suivant le champ v. Les chargements 15 Q¢ et AL @ sont sur la frontire
de K A Dintersection avec la droite Q = 1 Q¢ (fig. 1).

v
1 g0
(14
’ (4]
Fic. A.V.a-1. 4
(N4

11 s’agit donc, en conséquence de I’hypothése d’existence, de char-
gements limites (s’ils sont & distance finie). Cela entraine que :

ils correspondent & des champs o’ (resp o1) de H, qui réalisent le
Max dans (17) (Min en ¢ dans (16));

Pexistence d’une solution »} # 0, du probléme

Min {j r@)dV—g@)Q* | ve H, ¢, = +1} (18)
14

qui resterait & résoudre, est assurée. La résolution de (18) sera inutile
si comme cela est le cas général, on cherche uniquement & déterminer
les chargements limites.
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La méthode statique pratique sera :
le chargement obtenu en résolvant le probléme :

Max {A(0) | 0 € H, Q(0) = A0)Q", Xo) > 0} (19)

est un chargement limite.

On cherche donc a explorer au mieux le convexe de (19) de fagon
a maximiser 4. On explore ainsi K en suivant des rayons vecteurs; dans
la pratique ol I’on travaillera sur un sous-ensemble du convexe de (19),
on obtiendra une approximation intérieure de la frontiére d’écoulement.

2.14.2. Méthode cinématique

La détermination cinématique de la frontiére d’écoulement. se fait
le plus souvent en fixant §(v) dans (12).

ply)-aid=0

Frc. A.V.a-2.

Soit ¢% € K', ¢° # 0. Cherchons les solutions du probléme d’écou-
lement libre telles que la vitesse de déformation du systéme correspon-
dante soit (fig. 2):

q@) = ¢°.
On a donc a résoudre le probléme :
Min {I(o,v) |ce H; ve H', 4(v) = ¢%} 20)

dont la solution est solution du probléme d’écoulement libre si le Min
est nul.

Posant : P(v) = f z(v)ydV
V..
(20) s’écrit aussi :

Min {P(v) |ve H', 4(v) = ¢"}—Max {Q(0) ¢’ |ce H}.  (21)
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On obtient v indépendamment de ¢ en résolvant le probléme Min
dans (21) et o indépendamment de v en résolvant le probléme Max.

L’existence de Sup {Q(0) ¢° | 6 € H} est assurée et le chargement
correspondant Q, est le point de la frontiére de K ou q’? est normale exté-
rieure; c’est un chargement limite d’aprés I’hypothése d’existence.

Il correspond donc & un champ de contraintes o, € H qui réalise
le Max dans (21) et il existe v; # 0, qui réalise le Min dans (21) (%), et
est tel que:

I(oy, v;) = 0.

Autrement dit, le plan
P(w)—-Q4¢* =0 (22)
passe par Q; et est tangent a la frontiére d’écoulement.

On en déduit la méthode cinématique classique :
Le demi-espace :

Min {P(v) [ve H', 4(v) = ¢°}— 04" > 0 (23)

contient K et est tangent @ la frontiére d’écoulement.

On cherche donc 4 explorer au mieux le convexe de (23) de fagon
4 minimiser P(v). On explore ainsi L; par des demi-espaces de direction
fixe; dans la pratique, on travaillera sur un sous-espace du convexe de
(23) et on obtiendra une approximation extérieure de la frontiére d’écou-
lement.

On voit que ’on a aussi une approche duale qui est statique :
Le chargement obtenu en résolvant le probléme :

Max {Q(0) ¢’ |0 € H}, ¢" €K’

est un chargement limite pour lequel ¢ = ¢°.

Remarquons enfin que la condition ¢ € K’ posée au départ, évite
que le convexe de (23) ne soit vide mais qu’en pratique, il peut étre difficile,
dans certains cas, de savoir a priori si §* € KX’. En fait, on peut dans (20)
et dans les énoncés de la méthode cinématique classique et de son approche
duale considérer ¢° quelconque dans R", les deux derniers problémes
s’écrivant : ‘

Inf {P(v) | v ca, ¢ = ¢} —Q¢* >0 (23"
Sup {Q(0) ¢° | 6 € H}, ¢* quelconque ;

(1) En effet g% est normale extérieure en Qi 2 la frontiére de L1 qui est fermé.
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en effet les résultats seront inchangés car :

—si ¢*¢K’, ona P(v) = +oo donc Inf {P(v)} = + o0,
(<= Sup {Q(0) ¢°} = + oo par application de I’hypothése d’existence),
il n’y a pas de chargement limite;

— si ¢*eK’, alors si Inf {P(v)} < +o0, il s’agit nécessairement
d’un Min atteint pour ve H' (car v ¢ H' =—> P(v) = 4 ), et on est
bien ramené a la formulation initiale.

Dernier point & signaler : I’absence de solution peut se produire
méme si ¢¢ € K’'; Inf {P(v)} = + oo peut &tre réalisé dans ce cas si tous
les champs v de H' tels que §(v) = ¢ ont une zone déformée infinie.
(Cela rejoint les résultats du § 2.13.)

2.14.3. Théoréme

Soit Oy un chargement limite, §, une vitesse de déformation corres-
pondante, déterminés par 1'une ou P'autre des méthodes ci-dessus par
exemple, alors :

Tout ¢* vérifiant :

o*eH, Q(c*) =0
forme avec tout v* vérifiant :
v*e H', 4(v*) = ¢, P(v*) = Inf {P(v) |ve H', 4(v) = 4,}

une solution du probléme d’écoulement libre correspondant & Q,, ¢,.
La démonstration est immédiate car on a:

I(c*, v*) = 0.

4

Fic. A.V.a-4.

Cela montre que, I’hypothése d’existence admise, lorsque 1’on applique
la méthode statique (resp. cinématique) le champ de contraintes (resp.
vitesses de déformation) obtenu dans la recherche du Max (resp. Min)
non seulement réalise I’extremum mais aussi est la base d’une solution
possible du probléme d’écoulement libre.
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2.14.4. Cas d’un processus de chargement 3 un paramétre

Dans le cas fréquent d’un processus de chargement dépendant d’un
paramétre Q (> 0) les énoncés correspondant aux §2.14.1 et 2.14.2,
prennent les formes classiques simples :

Méthode statique :

Oiim = Max {Q(0) | 0 € H}

Méthode cinématique :

O, =Min {P(v) |ve H, 4(v) = 1}

et sa formulation duale :
Oim = Max {Q(0) | 6 € H}

identique a celle de la méthode statique usuelle.

3 — Cas de certains matériaux non standards

3.1. Type de matériaux non standards étudiés :

On considére les matériaux dont le comportement plastique est tel
"que les conditions suivantes sont satisfaites :

1) fonction de charge convexe f et telle que :
f0) < 0;

2) potentiel plastique g : existence d’une fonction g convexe telle que :
étant donné ¢ : f(o) = 0.

36"t g(@)=0, 9@ eidg(a) 430 24)

et tel que:
a-v(0) > a'-v(0) (25

(ce qui implique que G¢ = Gf

@ ={clg@ <0}, G ={alflo)<O0}).
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3.2. Théorémes

Les notations utilisées sont celles du § 2 avec en exposant la lettre f
ol g pour préciser quelle est la fonction convexe a faire intervenir dans les
définitions.

Soit (o, v) une solution du probléme d’écoulement libre pour le
matériau non standard M(f, g).

On a nécessairement :

ce H, Q(0) e K’ ; (26)
ve HY, g(v) e K.

¢’ étant défini par (24), on a:

o0 =) @)
et, d’apres (25) :

Or on a, par définition :

Q(0) 4(v) = L cvdV

j @) dV—-0(0) 4(v) < 0 (28)
14

qui prouve que Q(o) n’est pas intérieur & K’ (*).
Ainsi :
0(o) e K7 n K.

Aspect mécanique :

Les chargements limites pour le systéme en matériau non standard
appartiennent 4 la « couronne» comprise entre K’ et lintérieur de K.

Dans le cas du chargement proportionnel, on peut dire que la (ou
les) charge limite A¥ pour le systéme en matériau non standard M(f, g),
est comprise entre la charge limite pour le matériau standard G(g, 9),

(1) Insistons sur I’importance de ce résultat : dans une solution (g, v) du probléme
d’écoulement libre pour le matériau non standard (f, ), le critére de plasticité f =0
est nécessairement atteint en certains points ; donc o est sur la frontiére de H ; or G¢ < G¥
HY < HY et K¥ < K ; mais cela ne suffit évidemment pas a prouver que Q(o) n’est pas
intérieur a Xv.
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borne inférieure, et la charge limite pour le matériau standard F(f, f),
borne supérieure :

<< O (29)

Cela constitue le théoréme de Radenkovic {2, 3, 4].

11 n’est donc pas démontré dans ce cas que la frontiére d’écoulement
du systéme est une variété a (n—1) dimensions ; en particulier, il n’est pas
impossible qu’un chargement puisse étre chargement limite pour un certain
trajet de charge passant par lui, et ne pas I’étre pour un autre trajet de
charge passant aussi par lui (3).

Remarquons que dans la pratique la fonction g n’est pas définie de
fagon unique ; on choisira évidemment celle qui, satisfaisant les conditions
indiquées, correspond au convexe K? le plus grand (dans la zone des char-
gements correspondants au probléme réel envisagé). Malgré cela, les
résultats obtenus concernant la frontiére intérieure du domaine possible
pour les chargements limites, sont souvent décevants. Ainsi pour I’exemple
donné a P’annexe a du chapitre IV (§ 6) la borne inférieure des charges
limites donnée par le théoréme serait égale & ¢q!

Rappelons enfin que, dans le cas d’'un systéme comportant plusieurs
corps, les conditions de frottement aux divers interfaces interviennent
comme des formes particuliéres de critéres de plasticité et lois de com-
portement plastique ; elles devront donc satisfaire le principe du travail
maximal pour que les résultats du § 2 soient applicables, ou satisfaire les
conditions du § 3.1 pour que les résultats du § 3.2 soient applicables.

le paragraphe suivant indique les résultats que 'on peut obtenir
dans ce cas.

4 — Conditions de frottement aux interfaces

4.1. Divers types de conditions de frottement

Soit un interface séparant deux matériaux M, et M, dont f* et f?
sont les fonctions de charge au voisinage de I’interface, et g1, g2 les poten-
tiels plastiques (§ 3.1).

Nous examinons les conditions de frottement rencontrées couramment.

(1) Il est évident que (26) est vraie quelle que soit la loi de comportement plastique
du matériau. En conséquence, I’inégalité AM < A7 est, elle aussi, toujours vraie.

(2) Revenant au matériau élastoplastique, 1’indépendance des chargemenis limites
vis-a-vis des propriétés élastiques n’est plus assurée (cf. § V.5.1.).
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4.1.1. Interface lisse

Le contact lisse a I’interface, liaison unilatérale, correspond au domaine
plastiquement admissible, pour les contraintes :

<0
T=0 (30
et 4 la régle de glissement :
o <0, t=0 [#]-n =0, [#]-t quelconque
o =0, 7=0 [u]-n =0, [u]-t quelconque.

T

7

Fig. AV.a-4.

La figure 4 représente la « surface de charge» de ce « contact» et

les vitesses de déformation — ici discontinuités de vitesse : u?—u' —
correspondantes. Le principe du travail maximal est vérifié, avec les
notations du § 3.1 on a: f convexe et f = g, pour le contact.

f(@) = Sup {o, 7*}. €2y

4.1.2. Frottement sec de Coulomb a I’interface

Le domaine plastiquement admissible pour les contraintes est :

<0
} (32)

[t < —o tg do



. THEORIE DES CHARGES LIMITES 165

et la régle de glissement :

0<0, |t1]< —otgdy: [u] =0

06=0, |t]=—0tgdy: [i;]-'n=0, [‘u]'t‘EZO | (33)
c=0, 7 =0 : [ul-n=0, [u} ¢t quelconque
D’ou la figure 5 :
TT
!
, |
7/ ///
o
o -
TN (

Fic. A.V.a-5.

Cette condition n’est pas standard : f # g ; f correspond & la courbe
de la figure 5 tandis que g correspond a celle de la figure 4.

f@) = Sup {g, *~0® tg>po},  g(a') = Sup {o’, 7"}

L’état de contraintes et le champ de vitesses a l'interface sont régis
non seulement par la condition de frottement & 1’interface proprement dit
mais aussi par les propriétés de M, et M,. Le domaine plastiquement
admissible est ainsi ’intersection de (32), de f1 < Oetde f2<0, et la
discontinuité de vitesse est réglée par (33), par g' ou par g? suivant ’état
de contraintes. La figure 6 représente le cas ou M, est rigide, et ot M,
est un matériau de Tresca standard.

T

EELEREREE

e S

IRERRRRRE

FiG. 4A.V.a-6.
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Considérons I’exemple de la figure 6 et supposons : tg ¢, > 1. Alors
la condition (32) ne limite le domaine P.A. de la figure 6 que pour des
petites valeurs de |o|. A la limite on aboutit au schéma de la figure 7 qui
représente le cas de l’interface dit « parfaitement rugueux», pour M,
rigide et M,, matériau de Tresca standard.

114
f
T

trr

Vq

b

De méme pour des matériaux M, et M, quelconques.

4.1.3. Interface sans mouvement relatif ou « collé »

Certains théorémes [1] font intervenir un modéle idéal ol I'interface
proprement dit ne permet aucun mouvement relatif. Le domaine P.A.
et les régles pour les discontinuités de vitesse ne dépendent alors que de

VA A R R
4.2. Application des théorémes de Radenkovic (§ 3)

4.2.1. Interfaces standards et non standards

L’étude du § 4.1 montre que seul I’interface lisse est standard. L’inter-
face « parfaitement rugueux» ne l’est pas quels que soient M, et M,
(de méme D’interface a frottement sec quelconque). Le caractére de 1’inter-
face « collé » ne dépend que de M, et M, : ainsi, si M et M, sont standards,
Pinterface 1’est certainement aussi.

L’existence d’un potentiel plastique g convexe pour le comportement
de D’ensemble (interface+ M, et M, au voisinage), n’est pas toujours
assurée. C’est ainsi que pour un matériau M; de Coulomb

fi(@) = Sup {0, 1> — (C—0 tg ¢)*}
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dont la loi de comportement est du type indiqué au chapitre I, § 8, corres-
pondant au potentiel plastique

g'(e) = Sup {o’, '?—0" tg? v}, O<v<4,

Pexistence de g convexe pour ’ensemble n’est assurée que pour v = 0.

4.2.2. Application du théoréme de Radenkovic

4.2.2.1. Matériau g.

S’il existe pour l’interface global un potentiel plastique convexe
— A savoir : celui de l’interface lisse — I’application du théoréme de
Radenkovic est immédiate : on considére le systéme en matériau standard
g(M) et & interfaces lisses et I’on sait que la charge limite pour ce systéme
est inférieure ou égale A celles du systéme réel (). En particulier si le systéme
est constitué d’un matériau de Tresca standard, P’existence du potentiel
plastique convexe pour l’interface global est assurée et on retrouve le
théoréme B de Drucker [1].

4.2.2.2. Matériau f.

Le théoréme de Radenkovic conduit également & une majoration,
en considérant le systéme en matériau standard f(M) et admettant pour

régles de glissement aux interfaces celles déduites de la normalité de [u]
a la frontiére du domaine plastiquement admissible pour chaque interface
global : la charge limite de ce systéme est supérieure ou égale a celles
du systéme réel.

C’est la meilleure majoration que puisse fournir le théoréme. Par
contre la régle d’écoulement aux interfaces n’étant pas physiquement

AT

N A ¢
=
RN

Fic. AV.a-8.

(1) Nous adoptons, pour simplifier, le langage du cas du chargement proportionnel
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trés parlante, on peut préférer et considérer le systéme composé du méme

matériau, et a interfaces parfaitement rugueux standards (i.e. [#] normal
4 la frontiére du domaine P.A.). On obtiendra alors une majoration des
charges limites du systéme réel, qui ne peut étre meilleure que la précédente
car le convexe des chargements licites pour ce deuxiéme systéme standard
contient celui du premier systéme standard.
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B. LE THEOREME DE BONNEAU

Nous donnons ici la démonstration générale, du théoréme de Bonneau
[1], dans le cas d’un matériau non homogene de courbe intrinséque quel-
conque.

On suppose ’existence de dérivées premiéres continues de la fonction
de charge par rapport a x et y.

1 — Le probléme posé

(Il s’agit d’un probléme plan).

Soit une courbe (C) tracée a I’intérieur d’un solide séparant les régions
@ et (ID) :

o et T désignent les composantes normales et tangentielles de la con-
trainte sur (C) en un point.

On suppose qu’il est imposé aux fonctions ¢ et 7 le long de (C), pour
des raisons que les exemples donnés ci-dessous expliqueront, de satisfaire
la relation d’écoulement (c¢f. Chap. I, formule 8)

|7 = h(o, x, ) @

en tout point de (C) avec un signe constant (i.e.: 7 = Aou v = —h). Cest-
a-dire que (C) est une enveloppe de facettes « marginales » du méme type.

On se propose de montrer que pour qu’un champ de contraintes licite
puisse exister dans le solide, c’est-a-dire pour qu’il soit possible de trouver
des champs de contraintes en équilibre dans () et dans (II) en satisfaisant la
continuité des contraintes ¢ et 7 sur (C), sans violer le critére de plasticité
en aucun point, il est nécessaire que le long de (C), les contraintes vérifient
la relation différentielle pour les contraintes obtenue a I’annexe du chapitre
1V, le long des caractéristiques correspondant au type de facette considéré,
c’est-a-dire que (C) soit caractéristique des contraintes. (Nous désignerons
par E, et E; ces relations).

2 — Origine du probléme.
Cas des solutions incomplétes

2.1.

Le probléme étudié a diverses origines.

Une premiére origine a été signalée au chapitre IV : c’est la question
des lignes enveloppes de caractéristiques, que ces derniéres soient ou ne
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soient pas rectilignes ; en effet une enveloppe de caractéristiques si elle est
touchée par les arcs de caractéristiques dans le domaine plastique est une
courbe (C) du § 1, le long de laquelle on sait que ’équation E, (ou Eg) n’est
pas vérifiée car elle n’est pas une caractéristique. Le théoréme de Bonneau
indique alors que (C) ne peut pas étre touchée par les arcs de caractéristiques
a Pintérieur du domaine plastique. Elle ne peut ’étre qu’a la fronticre,
ou bien I’enveloppe n’est pas touchée par les arcs de caractéristiques eux-
mémes mais par leurs prolongements.

Lorsqu’on étudie les problémes de déformation plane les solutions
font apparaitre des courbes (C) : les frontiéres entre les zones de type a,
(D), et les zones de type b, (II), sont des courbes (C) ; dans ce cas le champ de
contraintes licite est connu dans (I) (il est & la limite d’écoulement), et (C)
est une caractéristique ou une enveloppe de caractéristiques. Le théoréme
de Bonneau donne un résultat particuliérement important dans ce dernier
cas puisqu’il montre que si (C) est une enveloppe de caractéristiques a
Pintérieur du solide, il n’existe certainement pas de prolongement licite
du champ de contraintes.

Enfin, dans le cas du matériau standard, (C) peut étre aussi une ligne
de discontinuité de la vitesse, isolée, séparant deux zones rigides : dans ce
cas on a nécessairement + v = /(o, x, y) le signe étant fixé par le sens de la
discontinuité de vitesse, et les champs de contraintes sont inconnus dans
(D) et dans (II). Le théoréme de Bonneau précise dans ce cas que si un champ
de contraintes licite peut &tre associé & ce mode de déformation, il vérifie
nécessairement 1’équation E, (resp. Ep) le long de la ligne de discontinuité
de vitesse.

2.2,

Ces résultats ont des applications importantes pour les solutions incom-
plétes des problémes de déformation plane, pour le matériau standard.
Ils montrent que :

1) du strict point de vue de I’application de la méthode cinématique
et de Dutilisation des propriétés particuliéres des solutions incomplétes,
il n’est pas nécessaire que ’équation E, (ou Ey) soit satisfaite au contour des
zones déformées dans le solide, ou le long des lignes de glissement isolées.

Un exemple est fourni par le travail de J. Ostrowska [3] qui comporte
une enveloppe de caractéristiques touchée par celles-ci dans le domaine
plastique.

2) si lorsque ’on construit une solution incompléte on espére aller
plus loin que la simple utilisation de la méthode cinématique, et que, bien
que I’on ne sache pas effectuer la « vérification » des zones rigides, on pense
disposer 12 d’une solution incompléte qui peut étre complétée donnant la
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valeur exacte de la charge limite; c’est-a-dire si la solution incompléte
apparait, non comme une fin en soi, mais comme la derniére étape avant
une solution compléte ; il est alors évident qu’il est nécessaire que I’équation
E, (ou Ej) soit satisfaite au contour des zones déformées dans le solide et le
long des lignes de glissement isolées, car sinon on est certain que la « véri-
fication » des zones rigides n’est pas possible.

Hill [2] a tenu compte de ce résultat pour la construction de solutions
incomplétes dans I’étude du poingonnement d’un bloc, auquel il avait été
conduit par un raisonnement physique en faisant des hypothéses sur le
développement et la localisation des zones plastifiées.

Nous passons maintenant a la démonstration du théoréme.

3 — Lemme

Si un champ de contraintes licite existe dans le solide, nécessairement
ce champ de contraintes est continu 2 la traversée de (C).

Démonstration (1) :

Le champ de contraintes licite doit satisfaire la continuité a la traversée
de (C), des contraintes ¢ et T qui sont appliquées a (C).

Dans le diagramme de Mohr (fig. 1) 'extrémité 7" du vecteur contrainte
(o, ) en un point M de (C) est sur la courbe intrinséque de ce point.

Par hypothése la fonction de charge est continue en x et y. Il s’ensuit
que en M de part et d’autre de (C) la courbe intrinséque est identique;
c’est celle en M sur (C). Or le seul cercle de Mohr passant par T qui soit
représentatif d’un tenseur des contraintes plastiquement admissible en M
est le cercle (I') tangent a la courbe intrinséque du point M en (C).

AV

C=h{(0T;x,y)

FiG. A.V.b-1.

(1) Le principe de cette démonstration est dii & J. MANDEL (communication privée).
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On en déduit puisqu’il doit y avoir continuité de o et 7 a la traversée
de (C), que (I') représente nécessairement le tenseur des contraintes en M
non seulement sur (C) mais aussi dans les régions (I) et (II) de part et d’autre
de (C), en les points M et M,,. Il y a donc nécessairement continuité
du tenseur des contraintes 4 la traversée de (C).

Corollaire :
Il est évident que () la continuité du champ de contraintes a la traversée
de (C) entraine celle des dérivées tangentielles des contraintes le long de (C).

4 — FEtablissement des relations différentielles
nécessairement vérifiées de long de (C)

Considérons pour fixer les idées le cas de la figure 2 ou 7 est négatif (%).
La relation (1) satisfaite le long de (C) est alors :

-1 = h(o, X, y)

¥

Fic. AV.b-2.

On a, par hypothése, en M :

6, =0
Tyy = —7T

do, 0o, . . . L .

Zx = s et est nécessairement continu i la traversée de (C)
X s

0T,y 0Ty , . . X .

T = ds et est nécessairement continu 2 la traversée de (C),
x s

d’apres le lemme.

(1) D’aprés les relations de compatibilité d’Hadamard.
(2) Dans le cas ol (C) est une enveloppe de caractéristiques, il s’agit d’une enveloppe
des caractéristiques .
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Les forces de masse étant supposées continues a la traversée de (C),
on en déduit puisque les équations d’équilibre doivent &tre satisfaites dans
(D) et (I) pour que le champ de contraintes soit licite, que :

ot do . N .
—* ot —2  sont continues i la traversée de (C) en M.

dy dy
Considérons alors 1’expression :
g(x,») = 15— h(o), X, ) @
dont la dérivée en y est :

dg 0 _ _ _Oh
an 5}' {Txy—h(ay: X, J’)} = _a"— 5’5_ 'a—y"‘ Y] (3)

d’aprés les hypothéses de continuité sur les dérivées de la fonction de charge
et compte tenu du résultat obtenu plus haut on voit que :

0 . . . s . :
% est nécessairement continue 2 la traversée de (C).

Oren M :
g(x’ y) = Txy_h(o-ys Xy y) = —T—h(O', X, y) = 0.

D’aprés le lemme du § 3, g est une fonction continue 4 la traversée de (C).

D’autre part désignant par f la fonction de charge du matériau, pour
que le champ de contraintes soit licite dans (I) et (II) il est nécessaire que
dans ces deux régions on ait :

flo, x,») < 0.
Or: f(g9 X y) < 00— Txy—'h(o-y, X, }’) < 0.
La seule possibilité pour % {(zyy—h(0,, X, y)}, continue en M a la

traversée de (C), est donc d’étre nulle (*)

0

'a—); {(Txy—h(o'y’ X y)} = 0. (4)

(1) Ainsi le champ de contraintes est donc non seulement a la limite d’écoulement
sur (C) et continu 2 la traversée, mais de plus, au voisinage de (C), de part et d’autre,
il est nécessairement tangent & un champ a la limite d’écoulement.
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D’apres la figure 1, on a :

oh
A
d’oll en portant dans (3) :
01y 60,, oh
ay + ¢ —- a—'y =0en M. (5)

Il est utile d’exprimer %h(a, x, y) en fonction de 56— R(p, x, y)
y
introduit a ’annexe du chapitre IV.

On obtjent :
0 1 17
5} h(O’, X, y) cos ¢ ay R(p9 X, y) (6)

On peut alors transformer (5), en tenant compte de (6), et en introdui-
sant les dérivées par rapport & x des contraintes au moyen des équations
d’équilibre ; X et Y désignent les composantes des forces de masse en M
suivant Mx et My; d’ou :

do ,,, 1 OR
T +tg¢ +p(X+Ytg<;b)+cos¢ Fm = 0. @)
Soit alors M’ un point sur (C) au voisinage de M. On pose
p = — (0, +0,)/2 et on désigne par 0 I’angle de la direction de 1a plus grande
traction en M’ avec Mx.
On a en M’ :

{o-x = —p+ R cos 20

T R sin 20

Il

xy
d’ol1 puisque dR/dp = sin ¢

%% = ——-(1——smq§ cosZO) 2R sm29@ +cos2()f}—li

ot,, 0Op 9 OR
ol é—smqb sin 20+2R 00529 sin 20 F
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eten M ol 0 =

de, _0p N 90 _ o 4 OR
= a(1+sm ¢) — 2R cosqﬁa sin ¢ %
ot,, _Op . ., 00 oR
= ._é—;smcbcosqS—QRsmgbé;-!—cos«/)E.

(7) devient donc :

op R 1 R
(73_)_6_2COS¢!a_J5+p(X+Ytg¢)+-—-COS¢€;_O (8)

(X+ Y tg ¢) = F* composante de la force de masse dans la base normée
e,, e : e, tangent en M 4 Mx, e; défini par (e, ¢;) = g+ ¢ .

1R = IR en utilisant les notations de I'annexe du chapitre IV.
cosp 0y  Oxg

On obtient ainsi ’équation :

2R ., ORY ., , .
dp+md0—<pF +5)—C;>dx =0 le long de/ ©

qui n’est autre que l’équation E,.
(cf. Annexe du chapitre IV).

I est évident que si on avait considéré au départ le cas ou
+71 = h(o, x, y) le long de (C), on aurait obtenu I’équation E;.

5 — Remarques

5.1.

Le raisonnement fait au paragraphe 4 précise bien la signification des
équations E, (ou Ep) : elles expriment que le long de (C) extrémité du
vecteur contrainte agissant sur (C) est sur la courbe intrinséque et que les
équations d’équilibre sont satisfaites de part et d’autre de (C) sans que le
critére de plasticité ne soit violé.

On comprend que ce raisonnement peut servir de base 4 une introduction

différente de celle que nous avons donnée, des lignes caractéristiques des
contraintes dans la zone plastique :
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On considére en tout point de la zone plastique, les deux facettes
« marginales » sur lesquelles on a |t| = A(o, x, y) (facettes correspondant
aux points de contact du cercle de Mohr et de la courbe intrinséque) :
soit (C) une courbe enveloppe des facettes d’une famille; le long de (C),
compte‘tenu de ce qui a été dit ci-dessus, une des équations E, (ou Ej) est
nécessairement satisfaite ; cette équation est une relation différentielle entre
les fonctions inconnues, dont (C) est une caractéristique des équations des
contraintes.

5.2

Dans les démonstrations ci-dessus on ne fait nulle part intervenir la loi
de comportement du matériau. Il s’agit de considérations qui ont trait
uniquement aux contraintes, exprimant la possibilité d’existence d’un
champ de contraintes licite dans les conditions indiquées. Il s’ensuit que le
résultat obtenu est valable pour les matériaux non-standards, et également
pour les problémes d’élastoplasticité.
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