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RESUME

On étudie, dans le cadre de la théorie des char-
ges limites, le chargement d'une paroi rigide lisse
agissant sur un massif plastique en forme de coin.
Les résultats présentés permettent de préciser
pour les diverses valeurs de I'angle du coin plas-
tique (obtus) la frontiére d'écoulement de ce sys-
téme ; cette frontiére est connue dans le cas ou
la force normale agissant sur la plaque est centrée
ou excentrée du coté du sommet du coin plasti-
que; dans le cas d'une force excentrée du coété
opposé, un arc de la frontiere a été déterminé et
on a obtenu pour la partie restante un encadre-
ment et en particulier une approximation inté-
rieure (c'est-a-dire par défaut donc dans le sens
de la sécurité) non triviale qui pourrait étre d'une
grande utilité.

ZUSAMMENFASSUNG

Im Rahmen der Theorie der Grenzlasten wird die
Belastung einer glatten steifen Wand, die auf ei-
nen plastischen keilformigen Massivkérper ein-
wirkt, untersucht. Die gezeigten Ergebnisse ges-
tatten es, flr die verschiedenen Winkelwerte des
plastichen Keils (stumpfe “Winkel) die Fliessgrenze
des Systems genauer zu bestimmen ; diese Grenze
ist bekannt in Falle, wo die senkrecht, auf die Platte
wirkende Kraft auf der Scheitelseite des plastis-
chen Keils zentrisch oder exzentrisch wirkt. Im
Falle einer auf der Gegenseite exzentrisch wirken-
den Kraft, wurde ein Bogen der Grenze bestimmt
und fiir den verbleibenden Teil eine Umrahmung
erhalten und, insbesondere, eine untere, nicht iri-
viale (d.h. nach unten, somit im Sinne der Sicher-
niitzlich erweisen kénnte.

SUMMARY

The subject of the present communication, carri-

-ed out within the framework of the theory of limit

loads, is the loading of a rigid smooth wall acting
on a plastic body in the form of a wedge. The
results presented allow us to define the yield
boundary of this system for the various values of
the angle of the (obtuse) plastic wedge; this boun-
dary is known in the case in which the normal
force acting on the plate is centered or eccentric
on the side of the tip of the plastic wedge; in the
case of an eccentric force on the opposite side,
an arc of the boundary has been determined. We
have obtained for the part left a framing and in
particular an internal approximation (that is, by
default, hence in the direction of security) which
could be very useful.

RESUMEN

La carga de una pared rigida lisa que actia sobre
un macizo plastico en forma de cufa, ha sido estu-
diada dentro del marco de la teoria de las cargas.
Los resultados presentados permiten precisar, para
los distintos valores des angulo de la cufia plastica
(obtuso) la frontera de flujo de dicho sistema. Esta
frontera es conicida en- el caso en que la fuerza
normal que actlla sobre la placa se encuentra cen-
trada o descentrada por el lado del vértice de la
cufia plastica. En el caso de una fuerza descentrada
por el lado opuesto, ha sido determinado un arco
de la frontera y se ha obtenido, para la parte
restante, un encuadramiento y, en particular, una
aproximacion interior (es decir, por defecto y con-
secutivamente, en el sentido de la seguridad} no
trivial, que podria ser de una gran utilidad.

Mots clés. — Butée des terres - paroi - coin - sol - plasticité - écoulement plastique - théorie -
charge limite - force portante - fondation - sol cohérent - cohésion - statique - cinématique.
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QUELQUES RESULTATS THEORIQUES CONCERNANT LA BUTEE
D'UNE PAROI SUR UN COIN PLASTIQUE

Par Jean SALENCON

1. — INTRODUCTION

Le but de cet article est de présenter les résul-
tats d'une étude concernant le probleéme classi-
que de la butée d'une paroi rigide sur un massif
plastique en forme de coin. On se place dans le
cas du matériau de Tresca standard non pesant,
de cission limite k.

Dans un précédent article [8], ce probléme a
été étudié pour le coin aigu ou obtus en s’atta-
chant principalement a compléter les solutions
classiques du point de vue statique. Ceux des
résultats obtenus, utiles pour la compréhension
du présent article, seront rappelés ci-dessous; ils
concernent les chargements limites de la paroi
lorsque celle-ci est soumise & une force verticale
centrée ou excentrée du coté du sommet du coin
plastique.

On se propose ici d’ekxaminer, dans le cas du
coin obtus, les chargements limites de la paroi
lorsqu’elle est soumise a une force verticale
excentrée du c6té opposé au sommet du coin
plastique. On se place du point de vue de la
théorie des charges limites, et les résultats sont
représentés dans l'espace (ici, le plan) des para-
metres de chargement. Pour cela, on utilisera
successivement les méthodes cinématique et sta-
tique de la théorie des charges limites (voir [4],

[5] et [9]).

L’intérét de cette étude ne réside pas unique-
ment dans la résolution du probléme en lui-
méme, qui n’est autre que l'étude du terme de
cohésion dans la force portante théorique d’une
fondation lisse au bord d’une pente en matériau
purement cohérent et pour lesquels les résultats
confirment et précisent certains points des recher-
ches de GirouD et TRaN Vo NHIEM [3]. Nous
pensons que le mode de résolution employé
peut étre considéré comme une méthode appli-
cable a toute une classe de problémes; en parti-
culier, on trouvera dans cet article tous les élé-
ments pour traiter, de facon analogue, de nom-
breux cas, par exemple celui ot la fondation se
trouve a une certaine distance du sommet du coin
plastique.

187

2. — RAPPELS DES RESULTATS
ANTERIEURS

Nous rappelons les résultats obtenus dans une
étude antérieure [8] en nous limitant au cas du
coin obtus seul envisagé dans cet article.

On pose angle (Ox, OX)=p + g OA =2ag,

et on suppose que Ox n’est pas chargé.

Le systtme a deux parameétres de chargement
(voir [9] et [10]) qui sont les éléments de réduc-
tion au milieu de OA (par exemple) des efforts
?gplilq)ués a OA : force normale N et moment M

g. 1).

La figure 2 représente la frontiére d’écoulement
du systeme obtenue pour M > 0.

En posant : N, = 4ak (14 p) (1)
M
P
1N
X’ 0} 44 X
2
X
Fig. 1.
Mg A
N’4 \T
N, N, N
%2 Fig. 2.
cette courbe est 'arc de parabole :
M_N n—N)
a N, 4 (2)
M>0
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On a en effet mis en évidence une solution
complete (*) pour chaque mouvement de la paroi
rlglde dont le centre instantané de rotation I est
situé sur OX, la rotation étant effectuée dans le
sens direct :

lN .
X ) ol-.:--« DA -|:|A I X

Fig. 3 a.

Si I appartient 4 AX la solution est la solution
classique de Prandtl complétée statiquement
(fig. 3 a). On obtient le point (N = N,, M = 0) de
la frontiere d’écoulement; celui-ci est d’ailleurs
singulier, puisque la pente de la tangente y varie
de —1a —o0.

Si I est sur OA, la solution est représentée a la
figure 3 b. Ces modes de déformation correspon-
dent a I'application a la plaque OA d’une force nor-
male excentrée du co6té du sommet du coin
force appliquée au milieu de OI.

3. — CAS OU LA PAROI EST SOUMISE
A UNE FORCE EXCENTREE A DROITE

Nous supposons g < /2.

3.1. Examen de la solution de Prandtl.

Considérant le champ de contraintes de la solu-
tion de Prandtl complétée statiquement par la mé-
thode de Bishop par exemple comme a la figure 3 g,
on remarque qu'il n’est pas possible de lui associer
un champ de vitesses qui puisse correspondre a
un mouvement de la paroi dans le sens rétro-
grade autour d’un centre instantané de rotation
situé sur X’O (le facteur indéterminé dans la loi
de comportement serait alors négatif dans OAB
et OCD).

Fig. 3 b.

De cela, on tire la conséquence suivante :

Si B<=x/2, le point singulier (N = N,, M = 0)
de la frontiere d'écoulement du systéme est un

(*) Selon la terminologie de Bishop (voir [1])
solution fournissant & la fois un champ de contraintes
statiquement et plastiquement admissible dans fout le
systéme, et un champ de vitesses associé, cinématiquement
et plastiquement admissible.
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point conique out la tangente a4 I'arc (M>0) a
pour pente — 1 (paragraphe 2) et la tangente a
l'arc (M < 0) est certainement verticale.

En effet, si la tangente & I'arc (M < 0) avait une
pente positive, alors on devrait nécessairement
(voir [9] et [10]) pouvoir associer au champ de
contraintes de la figure 3 a un champ de vitesses
correspondant a cette direction, c’est-a-dire ou
X((I)<O.

3.2. Approche cinématique.

Le résultat du paragraphe 3.1 concernant la
tangente au point (N = N,, M = 0), fournit un
élément permettant une approximation extérieure
de 'arc (M < 0) de la frontiere d’écoulement du
systéme.

Fig. 4.

On compléte cette approximation en considé-
rant pour 0 < X(I)<2a et w <0, le mode de
déformation représenté a la figure 4, dans lequel
il y a décollement sous OI, et ol le matériau
chassé sous IA s’écoule vers la surface libre
horizontale suivant le réseau de Prandtl d’ouver-
ture =/2.

On obtient ainsi_une solution incomplete, au
sens de BiscHop [1] (*), d’oll une approximation
extérieure de la frontiere d’écoulement : l’enve-
loppe des droites obtenues pour chaque position
de I sur OA; on voit aisément que cette enveloppe
est :

M N
a — N

avec N = 4 ak (1 +

(N — N%)

3)

D’oli, en combinant les résultats des paragra-
phes 3.1 et 3.2, la figure 5 qui représente pour
B<a/2, l'arc (M>0) de la frontiere d’écoule-
ment et l'approximation extérieure de l'arc
M<0).

3)

Fig. 5.

(*) Voir aussi [7] : solution fournissant un champ de
vitesses cinématiquement et plastiquement admissible, et
un champ de contraintes sstatiquement et plastiquement
admissible associé dans la zone déformée du systéme seu-
lement. Une telle solution a le caractére cinématique dans
la théorie des charges limites.



3.3. Approche statique.

On se propose maintenant d’obtenir une
approximation intérieure de I'arc (M <0) de la
frontiére d’écoulement par la méthode statique
en mettant en évidence des champs de contrainte
statiquement et plastiquement admissibles pour
le cas ou la paroi est soumise & une force nor-
male excentrée a droite.

L’étude est basée sur le prolongement licite des
champs de Prandtl par la méthode de Bishop.
On sait (voir [7]) que ce prolongement est tou-
jours possible et le champ de contraintes corres-
pondant est rappelé a la figure 6.

Pour une pression uniforme sur AA’ égale a
p =2k (1 + ), le champ de contraintes est entie-
rement a la limite d’écoulement a l'intérieur de
AEFGFE’A’; AF et A'F’ sont des surfaces libres;
au-dessous de F'GF, ligne de discontinuité du
champ de contraintes, le champ est uniaxial ver-
tical, en deca de la limite de plasticité; au-dela
des surfaces libres, le champ de contraintes est
le champ nul.

L'utilisation de ces champs dans le but indiqué
plus haut est alors la suivante :

pour un excentrement dqnné e de la force
appliquée a la paroi, on considére le champ de
contraintes de la figure 6, dont l'axe de symétrie
suit la ligne d’application de la force et dont
I'ouverture § est I'ouverture maximale compatible
avec la géométrie du coin (fig. 7); on obtient
ainsi un champ de contraintes licite : il suffit, en
effet, de compléter, au-dela des surfaces libres
A’E'F’ et AEF, par des champs de contraintes
uniformément nuls.

La pression est nulle sur OA’ et égale a
2k (14 8) sur A’A.
Divers cas se présentent alors au fur et a
mesure que l'on fait croitre e de 0 2 a.
*Poure =0onas=38
N=4ak(l1+8)=N,
M=0 ' % 4

solution indiquée au paragraphe 2.

* e croissant, la valeur de § croit; elle est déter-
minée par la condition de tangence de E'F’ avec
Ox (fig. 7a),eton a:

N=4k(@—e)(1+8) | 5
M=—4ke(@a—e)(l+5) ( )
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¢ Pour une certaine valeur de e, soit e,, § atteint
la valeur =/2 (fig. 7 b), et :

N =4k (a—eo) (14 /2) S

M=—4ke (a—eo) (L4+a/2) | ©
e, est une fonction décroissante de p : e,/a part
de la valeur 0,792 pour p=0 et tend vers 0,5

quand B — a/2. (Pour g = —273 on a évidemment

e, = 0).

* Ensuite pour e, < e <a, 'angle & reste fixé 2
x/2 (fig. 7 ¢), et :

N=4k(@a—e) (1+x/2) | 0
M=—dke(@a—e)(l+a/2) |

La détermination de la valeur de § en fonction
de e/a a été effectude numériquement, les formu-
les (5), (6) et (7) permettent donc la construc-
tion d’'une « approximation intérieure» de l'arc
(M < 0) de la frontiére d’écoulement du systeéme,

On remarque que pour e, < e < g, cette approxi-
mation se compose d'un arc de la parabole d’équa-
tion (3), approximation extérieure obtenue au
paragraphe 3.2. Donc cet arc appartient a la fron-
tiere d’écoulement du systeme. En fait, on dispose
pour e, < e < g d’'une solution compléte, le champ
de contraintes de la figure 7 ¢ correspond a la
solution incomplete de la figure 4 (I = A).

A noter que pour p ==/2, on a e, =0 et Varc
de parabole (3) appartient en entier a la frontiére
d’écoulement.

Fig. 7 a.
Fig. 7 b.
__AH N
0 At A X
e E
Fig. 7 c.
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L’arc correspondant a 1’équation (5) a, au point
(N = No, M = 0), une tangente dont on peut cal-
culer la pente; on trouve :

d (M/a,)) _ ( cos B
(N =1/ (=35 ©
qui varie donc de oc pour § = 0 a 1 pour g = x/2.

Ceci est en parfait accord avec le résultat du
paragraphe 3.1 puisqu’il s’agit d'une approxima-
tion intérieure. De plus, quand g croit de 0 a =/2,
la courbure au point (N,, 0) de la frontiére
d’écoulement croit et devient trés prononcée au
voisinage de p = a/2 comme la figure 5 le fait
comprendre, et 'on aboutit ainsi au cas du point
anguleux pour p = x/2; la variation de la pente
de l'approximation. intérieure donnée par l'équa-
tion (8) correspond a cette évolution.

Quant a la qualité de cette approximation inté-
rieure, les résultats d’études antérieures (*) (voir
[7] et [2]) incitent & penser que la zone sous
contrainte dans la solution statique de la fig. 7,
serre d’assez pres le volume minimal de matériau
nécessaire pour supporter la charge correspon-
dante et donc que 'approximation intérieure obte-
nue suit bien la frontiére d’écoulement.

4, — RESULTATS ET COMMENTAIRES

La figure 8 représente pour des valeurs de
allant de 0° a 90°, par pas de 5°, les arcs connus
de la frontiere d’écoulement du systeme, ainsi que
les arcs « d’approximations intérieures ». (Nous
avons également rappelé les tangentes verticales
aux points [N,, 0—1.)

La figure 9 fournit une autre représentation de
ces résultats, peut étre plus utilisable pour le pra-
ticien, avec en abscisse la force normale et en
ordonnée, -e/a :

-ef/a = M/Na

Remarquons d’abord que, pour des applications
pratiques qui concernent le terme de cohésion de
la force portante d'une fondation lisse au voisi-
nage d'un coin, la connaissance d'une approxima-
tion intérieure non triviale, c’est-a-dire non exa-
gérément pessimiste, de la frontiere d’écoulement
est d’'une grande utilité puisqu’elle va dans le sens
de la sécurité.

L’examen des résultats ameéne les commentaires
suivants :

1° On note que d'une facon générale, la capa-
cité portante de la paroi est meilleure lorsque la
force appliquée est excentrée du coOté opposé au
sommet du coin, que lorsqu’elle est excentrée du
cOté de ce sommet.

(*) A propos du poingonnement symétrique d'un bloc
plastique, on a, montré que la largeur FF' du prolonge-
ment d’'un champ de Prandtl par la méthode de Bishop
est trés voisine de la largeur minimale nécessaire pour que
le bloc étudié puisse supporter la charge cotrespondante.

/ 5
/
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Ce résultat peut paraitre intuitif, mais 1’étude
des mécanismes de déformation (méthode ciné-
matique) utilisée jusqu'ici ne pouvait permettre
de le confirmer.

2° Dans le cas de la force axiale (e = 0), I’écou-
lement plastique du matériau s’effectue vers la
pente Ox. La paroi peut alors s’enfoncer vertica-
lement sans rotation, ou avoir tout mouvement
rigide dont le centre de rotation est situé sur AX,
la rotation s’effectuant dans le sens direct (fig. 10).

3> Pour l'excentrement négatif (force excentrée
du co6té du sommet du coin), I'écoulement plas-
tique s’effectue toujours vers la pente Ox. Le mou-
vement rigide de la paroi s’effectue dans le sens
direct autour d’un centre instantané situé sur OA,
et il y a décollement sous une partie de la paroi
(fig. 11).

4° Si l'excentrement est positif (force excentrée
du c6té opposé au sommet du coin), on sait que :

Si e > e,, 'écoulement du matériau se produit
vers la surface libre horizontale AX. Le mouve-
ment de la paroi s’effectue alors dans le sens
rétrograde autour d’'un centre de rotation situé
sur OA, a droite de I'axe de symétrie de la paroi
(méme c6té que la force appliquée), et il y a
Elé:collzement sous la fondation a gauche de ce point

g. 12).

Pour e<e, le mode d’écoulement n’est pas
connu, mais il est vraisemblable qu’'il existe un
excentrement critique e (e1<e,) tel que pour
e <e; l'écoulement se fasse vers la pente Ox, et
pour e>e; il se fasse vers la surface libre hori-
zontale AX. Les mouvements de la paroi s'effec-
tuent dans le sens rétrograde autour de centres
instantanés I dont l'abscisse est X (I) <2 e,.

5¢ On doit rappeler que tout ce qui a été dit
du point de vue cinématique concerne unique-
ment le cas de la paroi lisse.

On sait d'autre part (voir [10]) que cette hypo-
theése est essentielle pour pouvoir affirmer « 1'uni-
cité de la charge limite », c'est-a-dire que le sys-
teme admet une courbe frontiére d’écoulement,
des l'instant ol des décollements sous la paroi
sont possibles (*); mais toute approximation inté-
rieure obtenue pour la frontiere d’écoulement
dans le cas de la paroi lisse, va aussi dans le sens
de la sécurité si la paroi est rugueuse; d’ou un
intérét supplémentaire des courbes des figures 8
et 9.

6° Giroup et Tran Vo NHIEMm [3] rapportent
des expériences qui ont été effectuées sur des
modeles réduits, dans le cas d’'un matériau pul-
vérulent pesant a deux dimensions, de cohésion
nulle; le montage était fait de fagon a réaliser
I’'adhérence parfaite sous la paroi. On peut remar-
quer, malgré les profondes différences entre les
problémes traités, que suivant l'excentrement de
la force divers types de mouvements de la paroi
ont été mis en évidence, analogues a ceux trouvés
ici.

(*) Et ceci que le frottement soit de Coulomb ou du
type « a adhérence partielle » utilisé dans [7].
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5. — AUTRES APPLICATIONS

La méthode statique utilisée au paragraphe 3.3,
qui s’appuie sur le prolongement licite des champs
de Prandtl par la méthode de Bishop, peut conve-
nir pour traiter d’autres problémes analogues.

Citons en particulier le calcul du terme de cohé-
sion (ici pour ¢ = 0) dans la force portante
d’'une fondation au voisinage d’une pente [3], [6]
pour lequel l'application est immédiate.

Le probleme dépend de trois parametres :

D : distance de la fondation a la pente;

B : angle de la pente avec la verticale;

e : excentrement de la force appliquée a la

fondation.

Appliquant le théoreme cité au 5° du paragra-
phe 4 on ne considére que la fondation lisse.

Nous donnons ici les résultats concernant le
cas de la force centrée (e =0) (fig. 13); il n'y

Fig. 13.
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aurait évidemment aucune difficulté a traiter le
cas d'une force excentrée. La figure 14 représente
pour diverses valeurs de 8, I'approximation par
défaut de la capacité portante ainsi obtenue, en
fonction de la distance de la fondation & la pente.

Afin de faciliter l'utilisation pratique de la
méthode pour tout autre probléme particulier,
nous donnons a la figure 15 le tracé des surfaces
libres des prolongements des champs de Prandtl
par la méthode de Bishop pour des valeurs de
Pouverture de I'éventail (8) variant, par pas de 5°,
de 0° a 90 °; les valeurs correspondantes de

N/2ak =21 + 8)
sont rappelées.

Signalons aussi que dans le cas d’'une fondation
chargée axialement, équidistante de deux pentes
symétriques, les résultats obtenus au cours de
précédentes études ([2] et [7]) conduisent &
penser que la charge obtenue par application de
cette méthode statique est certainement trés
voisine de la valeur exacte de la charge limite
(valable quelle que soit la condition de frottement
sous A’A).

*
*x *

En conclusion, lutilisation des champs de
contraintes licites obtenues en prolongeant les
champs de Prandtl par la méthode de Bishop
permet, pour les types de probléemes évoqués
dans cet article, d’obtenir des approximations
intéressantes dans le sens de la sécurité, des char-
gements limites.

Le probleme wn’'a été traité que dans le cas du
matériau de Tresca, et pour le terme de cohésion.

Il serait évidemment trés utile d'étudier le
méme probléme pour le terme de pensanteur de
la force portante et dans le cas d'un matériau
obéissant au critére de Coulomb. Bien que l'appli-
cation de la théorie des charges limites soit dans
ce dernier cas plus délicate [9], il est certain que
la considération de champs de contraintes licites
apporterait des résultats intéressants. Malheureu-
sement, le prolongement des champs de Prandtl
dans le cas du matériau de Coulomb, par une
méthode analogue a celle de Bishop, n'a encore
fait l'objet d’aucune étude.
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