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THEORIE DES CHARGES LIMITES ®

(Limit analysis)

(Traglastverfahren)
par

J. SALENIGON @

RésumE. — Partant du probléme d’élastoplasticité, on rappelle dans quelles
conditions et pour quelles applications il est possible d’utiliser le schéma de
comportement rigide parfaitement plastique : il s’agit de la recherche des
chargements correspondants & Uapparition de I'écoulement plastique libre.
La nature particuliére de ce probléme entraine que les conditions & la limite
ne peuvent étre posées de la fagon classique; on précise la formulation en
termes de paramétres de chargement en nombre fini, ce qui est I’approche la
mieux adaptée.

On montre que pour le matériau standard, le probléme se raméne & la mini-
misation d’une fonctionnelle sur les champs de contraintes licites et les champs
de vitesses licites. On en déduit des méthodes variationnelles pour la déter-
mination de la frontiére d’écoulement du systéme, et les méthodes statique
et cinématique classiques qui permettent d’obtenir une approximation inté-
rieure et extérieure de la frontiére d’écoulement.

Dans la démonstration des théorémes correspondants, on distingue les
réles de la convexité du critére, de la normalité de la loi d’écoulement, et de
Phypothése d’existence, ce qui permet ensuite une présentation commode des
théorémes pour le cas du matériau non-standard.

@ Séminaire « Plasticité et viscoplasticité, 1972 », théme 4, conférence (i).
@) Laboratoire de Mécanique des Solides, Ecole polytechnique.

SCIENCES ET TECHNIQUES DE L’ARMEMENT, 47, 2° rasc. 1973.
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La théorie est exposée dans le cas du milieu continu tridimensionnel, mais
il est aisé de transposer le formalisme utilisé au cas des plaques et des
poutres dont Uanalyse limite est courante dans la pratique des ingénieurs.

SuMMARY. — Starting from the problem of elasto-plasticity, it is shown
that rigid perfectly plastic behaviour can be assumed when looking for
loadings corresponding to incipient plastic flow. The classical way of for-
mulating boundary conditions is not suitable for dealing with such a pro-
blem (which is rather similar to the search for eigen-values); the use of the
concept of load parameters appears to be the most appropriate.

It is shown that in the case of a material with an associated flow law, the
problem is reduced to the minimization of a functional, both in the set of
statically and plastically admissible stress flelds and in the set of kinemati-
cally admissible strain flelds. Variationnal methods can then be derived
Sfor the determination of the yield locus of the system, such as the classical
statical and kinematical methods which provide approximations to this
yield locus from the inside and from the outside.

In all demonstrations a clear distinction is made between the roles of the
convexity of the yield criterion, the normality of the flow law, and the
« existence hypothesis ». It is then easy to present limit theorems which can
be obtained when dealing with non-standard materials.

The theory, given for a tridimensionnal continuous medium, can easily
be transposed to plates or beams, the limit analysis of which is quite
often used in engineering practice.

KurzREFERAT. — Von dem Problem der Elastoplastizitit ausgehend
wird kurz erwihnt unter welchen Bedingungen und bei welchen Anwen-
dungen es moglich ist, sich des Schemas des starr — ideal — plastischen
Verhaltens zu bedienen : es handelt sich um die Untersuchung der Belas-
tungen, die der Erscheinung des unverhinderten plastischen Fliessvorganges
entsprechen.

Die Eigentiimlichkeit dieses Problems zieht mit sich dass die Grenz-
wertbedingungen nicht auf ibliche Weise gestellt werden kinnen. Die
Formulierung durch eine endliche Anzahl von Belastungsparametern ist
Sestgelegt, die die bestméglichste Zugangsweise darstellt. Es wird nach-
gewiesen dass das Problem fiir den Standardwerk stoff auf die Mini-
misierung eines Funktionats der zuldssigen Spannungsfelder und der
zuldssigen Geschwindigkeitsfelder gleichkommi. Es werden davon Variations-
verfahren fiir die Bestimmung der Fliessgrenze des Systems abgeleitet,
sowie ibliche statische und kinematische Verfahren die es erlauben eine
innere und dussere Anniherung der Fliessgrenze zu erhalten.

Bei der Beweisfiihrung der entsprechenden Lehrsétze, unterscheidet man
den Einfluss der Konvexitit des Kriteriums, der Normalitit des Fliessge-
setzes und der Existenzhypothese. Dies erlaubt sodann eine bequeme
Darstellung der Lehrsitze fiir den Fall des nicht standard Werkstoffes.

Die Theorie ist im Falle des dreidimensionalen Kontinuums dargelegt,
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aber es ist einfach den angewandten Formalismus auf den Fall der Platten
und der Balken, wo die Anwendung des Traglastverfahrens in der Inge-
nieurpraxis iiblich ist, zu iibertragen.

NOTATIONS

champ de contraintes.

tenseur contirainte (valeur du champ o en un point).
champ de vitesses.

champ de vitesses de déformation.

tenseur vitesse de déformation (valeur du champ v en un point).
fonction de charge du matériau.

critére de plasticité.

volume d’un solide.

frontiére du solide.

vecteur contrainte.

potentiel plastique du matériau non standard.

B U AN @ glg g
I
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1. INTRODUCTION. CHARGEMENT D’UN SYSTEME
ELASTOPLASTIQUE

1.1. POSITION DU PROBLEME D’ELASTOPLASTICITE.

Le probléme type d’élastoplasticité quasi-statique est, rappelons le, le
suivant

Etant donné un systéme en matériau élastoplastique, on se propose de déter-
miner 1’état actuel de contraintes et de déformations dans ce systéme soumis
4 un certain type de chargement.

La résolution d’un tel probléme ne peut se faire que pas i pas en suivant le
trajet de charge; le caractére différentiel est imposé par le type méme de la loi
de comportement (incrémental). En régle générale 1’état de contraintes et de
déformations du systéme dépend donc du trajet de charge suivi pour atteindre
le chargement actuel.

1.2. COMPORTEMENT D’UN SYSTEME ELASTOPLASTIQUE SOUMIS A UN PROCESSUS
DE CHARGEMENT.

Etudions d’une fagon générale le comportement d’un systéme au cours
d’un processus de chargement croissant proportionnellement a un paramétre Q.

Partant de I’état initial naturel pour Q =0, on passe par les phases suivantes
(ManpEL, 1966) :

— d’abord tant que Q reste inférieur A une certaine valeur Qo il n’y a pas
de zone élastoplastique, on a f{g) < O partout;
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— pour Q = Qo des zones élastoplastiques apparaissent : le critére de plas-
ticité est atteint en un point (ou plusieurs points simultanément). Qg est la
limite d’élasticité initiale du systéme;

— Q croissant au-dela de Qo, les zones élastoplastiques se développent. Il
y a possibilité dans ces zones de déformations plastiques mais celles-ci sont
contenues par les déformations des zones élastiques;

— puis quand Q atteint une valeur Q, les zones élastoplastiques sont suf-
fisamment développées pour qu’apparaisse la possibilité d’écoulement plas-
tique libre, c’est-a-dire de déformations plastiques qui ne sont plus contenues
par les zones élastiques.

Cette description n’est valable que si les déformations restent petites jus-
qu’au stade de I’écoulement libre. Dans le cas de changements de géométrie
non négligeables, le comportement du systéme pourra étre différent, en parti-
culier sans que I’écoulement libre ne soit atteint, les déformations des zones
plastiques pourront cesser d’tre contenues avec apparition d’un phénoméne
d’instabilité.

Dans la suite, seuls les cas ot les changements de géométrie jusqu’a I’écoule-
ment libre commencant sont négligeables ou quasi-négligeables seront traités
(on trouvera des discussions détaillées sur ce point dans (HiLr, 1951; RADEN-
KOVIC et SALENGON, 1971; SALENGON, 1972 a, 1972 b).

Les notions qui ont été introduites ci-dessus se généralisent sans difficulté
dans le cas de processus de chargement dépendant de plusieurs paramétres.

La théorie des charges limites a pour objet 1’étude dans le cas du matériau
parfaitement plastique (*), de 1’écoulement plastique libre commencant,
le probléme étant de déterminer pour chaque trajet de charge possible le
chargement qui correspond 4 ’apparition de I’écoulement plastique libre (**),
Un tel chargement sera dit chargement limite.

1.3. PASSAGE AU MATERIAU RIGIDE-PLASTIQUE.

On démontre que si au cours du processus de chargement d’un systéme élas-
to-parfaitement-plastique les déformations restent petites jusqu’a ’apparition
de I’écoulement libre (changements de géométrie effectivement négligeables),
les chargements limites du systéme sont indépendants des propriétés élas-
tiques du matériau et peuvent donc é&tre déterminés sur le systéme rigide
parfaitement plastique associé.

Les chargements limites sont donc les chargements pour lesquels il y a
apparition de P’écoulement plastique libre dans le systéme rigide plastique;
ceci pourra d’ailleurs &tre pris comme définition, étant entendu que les condi-
tions sous lesquelles les chargements limites ont un sens pour le systéme élas-
toplastique réel devront toujours demeurer présentes i la mémoire.

La propriété ci-dessus est le fondement de la théorie des charges limites
qui fournit des moyens de déterminer les chargements limites directement

™) Cest-a-dire sans écrouissage.

¢*) Pour les problémes concernant le matériau parfaitement plastique ou qui peuvent se-
ramener 4 ce cas, I'apparition de ’écoulement plastique libre sous les conditions indiquées plus-
haut, correspond pratiquement & 1a ruine du systéme,
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sur le systéme rigide-plastique sans qu’il soit nécessaire de suivre le processus
de chargement.

2. CONDITIONS A LA LIMITE, PARAMETRES DE CHARGEMENT

2.1. CARACTERISATION DES CHARGEMENTS LIMITES.

On cherche a déterminer les chargements limites.

Considérons le systéme rigide parfaitement plastique : nous appelons solu-
tion pour ce systéme, un couple (o, v) constitué d’un champ de contraintes o
ne violant pas le critére de plasticité et d’un champ de vitesse de déformation v,
dérivant d’un champ de vitesse u, associé a ¢ par la loi de comportement plas-
tique (*), alors on voit que toute solution (o, v), dans laquelle le champ de
vitesses de déformation n’est pas la solution triviale, est une solution d’écoule-
ment plastique libre commengant (puisque la géométrie du systéme est la
géométrie initiale). La réciproque étant évidemment vraie, cela caractérise les
chargements limites : chargements pour lesquels il existe une solution non
triviale en vitesses pour le systéme rigide parfaitement plastique.

2.2. CONDITIONS A LA LIMITE.

Alors que pour la résolution du probléme élastoplastique on suit le proces-
sus de chargement, les données a la limite ayant la forme classique : données
de T sur Sy, données de u sur Sy, ici, le caractére particulier du' probléme —
recherche des chargements d’un certain processus pour lesquels il existe une
solution, non triviale en vitesse — (analogue a un probléme de valeurs propres
(RapENkOVIC et NGUYEN, 1972)) nécessite que les conditions & la limite
laissent un caractére variable aux données dynamiques. Cette différence de
points de vue est fondamentale.

La formulation la plus commode est celle des paramétres de chargement
en nombre fini, dont nous résumons ici 1’essentiel sans entrer dans les détails

(SarLEngoN, 1972 a, 1972 b).

2.3. PARAMETRES DE CHARGEMENT.

Soit un solide de frontiére S. On suppose que le processus de chargement
subi par le matériau posséde les propriétés suivantes :

11 est possible de définir en chaque point M de S trois axes fixes orthogonaux
entre eux My, (dont les directions peuvent varier d’un point a un autre de S)
tels que tout jeu de données a la limite correspondant & un chargement du pro-
cessus étudié consiste en la donnée d’une composante sur chacun de ces trois
axes pour I’ensemble des deux vecteurs T et u, la nature (T ou u) de la donnée
suivant chaque axe ne variant pas au cours du processus.

*) Un tel couple peut effectivement &tre solution d’un probléme quasi-statique pour le sys-
téme avec des données convenables.
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Désignant par Sy, la portion de S sur laquelle u; est donnée; par Sy, 1a
portion de S sur laquelle T; est donnée, on a :

(1) Sy, USt =8, S, NSy =, i=1,2,3
On appelle :

— Jjeu de données dynamiques, un ensemble Ja de données T; sur S, et
F forces de masse en tout point de V, telles que ’équilibre des forces exté-
rieures totales soit possible;

— Jjeu de données cinématiques, un ensemble J, de donndes ug sur Sy,

On suppose enfin que le processus de chargement étudié est tel que les
ensembles des jeux de données, dynamiques et cinématiques réalisables dans
ce processus, aient des structures d’espaces vectoriels sur R : soit Dpet By (*),

Cette hypothése implique que dans le processus de chargement il n’y a pas
d’autres données constantes que celles qui sont nulles. Dans le cas ot il y aurait
des données constantes (e. g. forces de masse, surcharge sur une partie de la
surface) on considérera ces données comme variables et on les fixera finale-
ment a leur valeur prescrite. On pourrait aussi opérer en prenant pour (®,
et 6, des espaces affines mais ceci aurait en fin de compte plus d’incon-
vénients que d’avantages pour la suite.

Avec les définitions précédentes on peut introduire les notions suivantes :
— un champ de contraintes ¢ est dit statiquement admissible associé i un
jeu de données dynamiques du processus :

6 s.a. ass. Jge®,

s’il satisfait pour ce jeu de données, les équations d’équilibre et les données &
la limite sur les contraintes.

— un champ de vitesses de déformation v est dit cinématiquement admis-
sible associé A un jeu de données cinématiques du processus :

ve.a. ass. J.cByp

s’il dérive d’un champ de vitesses u satisfaisant pour ce jeu de données les
données i la limite sur les vitesses.

D’ott ’énoncé du théoréme des puissances virtuelles :

V Jde@p, V Jcegp

Vos.a. ass. Jg, Vovc.a. ass. J;

— — 6p
© j‘su.cndS—}-fva.udV—fvg.de—L(c, )

®*) L’indice p rappelle qu'il s’agit d’espaces correspondant & un processus particulier, alors
que pour Sy; et Sy fixées, les ensembles de jeux de données dynamiques et cinématiques pos-
sibles constituent des espaces vectoriels (0 et € de dimension infinie dont (Dp et €, sont des sous-
espaces.
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On dira alors qu’un corps est soumis & un processus de chargement dépen-
dant d’un nombre fini de paramétres Qy si :

Y Jae®yp, Vos.a. ass. Jg
on peut définir une application univoque :

6 —Q(c) =(Q1(6), ..., Qu(c))eRn;
YV JeeByp, Vovec.a. ass. J,

on peut définir une autre application univoque :

11——»1] (1)) = (ql (7))’ seey qn (v))eR";

telles que :

3) (e 1) =00) 4 0) =Y Qi(0) ¢ (v)

i=1

(ces applications sont nécessairement linéaires).

I est clair alors que puisque @ et B sont des espaces vectoriels, les es-
paces | Q { et | g | sont des espaces vectoriels; on a | Q | = R# = gl

On dira que les Q; sont les n paramétres de chargement du corps, Q un
chargement et g une « vitesse de déformation » du systéme (%),

2.4. CAS DU CONTACT AVEC FROTTEMENT.

Dans le cas d’un corps ayant un contact avec frottement sur une partie de
sa surface, les données au contour ne sont pas du type indiqué au § 2.3. On
pourra alors définir les paramétres de chargement pour un systéme plus vaste
incluant le corps et 'interface de frottement; la condition de frottement n’in-
terviendra ensuite que comme une loi de comportement plastique a Pintérieur
du sytéme. De méme pour un systéme comprenant plusieurs corps.

2.5. EXEMPLEs.

Citons quelques exemples de conditions 4 la limite dépendant d’un nombre
fini de paramétres de chargement rencontrés dans la pratique : force de direc-
tion imposée; pression uniforme imposée sur une partie de S 4 un paramétre
d’échelle prés; déplacement de solide rigide imposé sur une partie de S;
etc. **), comme il apparait sur la figure 1 :

) Nous proposons cette dénomination pour rappeler que si le champ de vitesses u corres-
pond & un mouvement solidifiant, le vecteur ¢ est nul.

% HiLL, (1951) note que seul ce type de conditions  Ia limite permet Putilisation pratique
des principes de minimum pour le matériau rigide-plastique.



294 J. SALENGON

y

Al

>

a. — Pression uniforme d’intensité ¢ variable appliquée a 1a surface d’un demi-plan sur
le segment A’ A:

Q=3, § =] —uy da
Al A

AL X

b. — Poingonnement d’un demi-plan par le poincon rigide lisse A’ A sous P’action d’une
force axiale :

Q=F
g= —uy (0)

p
Ll el

¢. — Poingonnement d’un demi-plan par le poincon rigide lisse A’ A dans le cas d’une
surcharge de surface p :
Q=p g2=U Gs=Q

- +o
q‘1=f a—uydx—}-f —uy dx Q:=N Q=M
- 0 a

(N = résultante des forces appliquées par le poingon, et M = leur moment en 0).

Fic. 1
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3. THEORIE DES CHARGES LIMITES
POUR LE MATERIAU STANDARD

Le probléme posé est la détermination des chargements limites du systéme,
définis par la valeur de Q correspondante, et éventuellement des champs de
vitesses de déformation et de contraintes associés.

L’intérét de la théorie des charges limites, que nous allons exposer, est de
permettre la détermination de ces chargements par des méthodes de type
variationnel.

La présentation adoptée est celle de (SALENGON, 1972 a, 1972 b) auxquelles
on pourra d’ailleurs se reporter pour des détails et compléments non donnés
ici.

3.1. TENSEUR CONTRAINTE PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE.

On désigne par f1a fonction de charge du matériau; f est supposé convexe.
L’ensemble convexe

@ G={s|fl)<0] RS
est 1’ensemble des tenseurs contraintes plastiquement admissibles.

S’agissant du matériau parfaitement plastique, 0cG 1’état naturel est plas-
tiquement admissible.

3.2. TENSEUR VITESSE DE DEFORMATION PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE.

Soit :
G) G =|v|verdf(e)}, A0, f(=0, |g|< o]

qui est un cone convexe de RS.

C’est I’ensemble des tenseurs vitesses de déformation plastiquement admis-
sibles pour le matériau standard de fonction de charge f.

(Rappelons qu’un matériau est dit standard (RapEnkovIc, 1961) si sa fonction
de charge est aussi son potentiel plastique).

3.3. PUISSANCE DISSIPEE (POUR LE MATERIAU STANDARD).

Etant donné v € RS, on étudie le probléme :

(6) Sup | 5.v|0eG |
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Alors
1° Siv e G', le Sup a une valeur finie atteinte pour :
@ c:f(@)=0, v=rd(e) rz0

on désignera par 7(v) la valeur de ce maximum : c’est la puissance dissipée.
(7) correspond a Pinversion de la loi de comportement pour le matériau
standard;

20siv¢ G,ona:
®) Sup |s.v|ceG =+
on posera dans ce cas :
©) 7 ()= + oo
(extension commode de la notion de puissance dissipée au cas de tenseur vitesse
de déformation non plastiquement admissible).
On démontre que 7 est convexe sur R6 et positivement homogéne de degré 1.

3.4. CHAMPS DE CONTRAINTES LICITES.

On désigne par H I’ensemble des champs de contraintes licites (MANDEL,
1966) ou statiquement et plastiquement admissibles (S.P.A.) pour le processus
de chargement étudié, qui est défini comme suit :

(10) H=|c|lceG; 3Jac@p:cs.a. ass. Jg}

H est convexe.

3.5. CHAMPS DE VITESSES DE DEFORMATION LICITES.
H' est I’ensemble des champs de vitesses de déformation licites (MANDEL,
1966) ou cinématiquement et plastiquement admissibles (C.P.A.) pour le

processus de chargement étudié :

(11) H=|v[veG; 3Je6p:vc.a. ass. ]|

3.6. FoncTioNNELLE I.

On introduit la fonctionnelle I :

(12) L) = [, (1) dV-Q ) k)
définie :
VJdE(Dp, VJcE{ep;

VYo s.a. ass. Jg, Vovc.a. ass. J,
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On voit aisément que :

(13) VoeH, VveH ona: I(v)>0

3.7. THEOREME.

7

Une solution du probléme d’écoulement libre pour le systéme en matériau
standard rend minimale I sur Hx H'. Ce minimum est nul.

En effet une telle solution consiste en un champ de contraintes seH, et
un champ de vitesses de déformation veH’, associés par la loi de comporte-
ment du matériau standard. Il s’ensuit, d’aprés le § 3.3., que 'on a :

d’otr :

3.8. RfcrProQuE.
Toute solution (s, v) du probléme :
(14) Min { I(s,v)| (s, ) e Hx H'|

telle que v # 0, est une solution du probléme d’écoulement libre pour le sys-
téme en matériau standard.

En effet on sait que v = OcH’, donc le Min est nécessairement nul; il découle
alors du § 3.3 que dans une solution (g, v) du probléme (14), v # 0, les champs &
et v sont nécessairement associés par la loi de comportement du matériau stan-

dard.
3.9. CHARGEMENTS LICITES DU SYSTEME. — VITESSES DE DEFORMATION
LICITES DU SYSTEME EN MATERIAU STANDARD.
On définit les ensembles K et K’ :
15) K=]Q(s)|oceH| cRn; K'=|g@|veH |cRn
K est le convexe des chargements licites du systéme,
K’ est le cdne convexe (de sommet O) des vitesses de déformation licites du
systtme en matériau standard.

3.10. FONDEMENT DE LA METHODE STATIQUE.

Soit (o, v) une solution du probléme (14), v # 0 et soit o'cH.
On a :

0=I(s, v)<I(c', v)
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d’ou
(16) Q@) -Q@©")q@®=>0

ol Q(c’) est quelconque dans K.

En conséquence : tout chargement limite Q(c) est sur la frontiére de K et
q(v) est normale extérieure en ce point A cette frontiére.

D’otu le résultat fondamental : un chargement limite est indépendant du
trajet de charge suivi pour I’atteindre (en particulier, indépendant des
contraintes initiales).

D’autre part, cela constitue le fondement de la méthode « statique » de
détermination les chargements limites :

Tout champ de contraintes licite ¢ définit un chargement licite Q(s), qui
n’est pas extérieur aux chargements limites possibles (fig. 2).

K Q(0)

vo

O &€H

n paramétres 1 paramétre

Fic. 2

3.11. FONDEMENT DE LA METHODE CINEMATIQUE.

On définit un convexe K; de Iespace {Q] :
@7) Ki= ) ]Qlf, s@dV-Qi@>0
VoeH’

(on remarque d’ailleurs que ’on obtient Ie méme convexe si ’on considére tous
les v cinématiquement admissibles).

11 résulte de (13) que :
(18) K<K;

Ainsi tout champ de vitesses de déformation v définit un demi-espace :

(19) 10l [r@av-Qi@)>0]

qui contient K.
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C’est 14 1e fondement de la méthode « cinématique » de détermination des
chargements limites (fig. 3).

I L LN

ik

n parameétres 1 paramétre
Fic. 3

3.12. HYPOTHESE D’EXISTENCE.

On définit aussi ’ensemble concave, de {Q! :

(20) Li= (J }Q|[r@aV-Qi@<0]
YveH’

On a évidemment :

CKicL;=CKy

De plus la convexité de m implique que tous les plans tangents a la frontiére
de L; sont de la forme :

Infgfvn(g)dV]vc.a.,q'(u):q' ~Q¢=0, geRn

On montre (SALENGON, 1972 a) que si Q; est un chargement limite :

10 K n’est pas ouvert au point Q1;

20 Q1€L; qui n’est pas ouvert en ce point;

30 K et K; sont tangents en Q.

Réciproquement on fera I’hypothése d’existence suivante :

10 K = K; (= K fermé)

20 L; = CKj (<> Li ferm¢)

Cette hypothése implique que tous les chargements de la frontiére de K
(3 distance finie) sont chargements limites; en pratique cela veut dire que pour
tout trajet de charge radial (i. e. proportionnel) ou bien on peut poursuivre
le chargement indéfiniment, ou bien il existe un chargement limite correspon-

dant & une solution du probléme d’écoulement libre (cette proposition peut
étre considérée comme traduisant un fait d’expérience évident).
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1l en résulte que tout point de la frontiére commune de K, Ky et Ly, s’il est
situé a distance finie, est un chargement limite.

3.13. ProcEDES PRATIQUES.

Méthode statique.

La détermination « statique » de la frontiére d’écoulement (i. e. frontiére de
K) se fait en général en considérant des processus de chargement proportion-
nels 4 un paramétre.

Q% étant un chargement donné, on cherche les solutions du probléme d’écou-
lement libre correspondant & des chargements limites de la forme Q = AQ¢
(éventuellement avec la restriction A > 0).

D’ou & résoudre le probléme :

(21) Min | I(s,v) [veH'; s e H, Q(a) =2 Q¢
dont on ne retiendra que les solutions v # 0.

Posant e, = sgn(Q%q(v)), (21) s’écrit :

22) Mingfv 7 (®) AV — 20 (1) Q. Max | 20 (5) | o € H, Q (6) = (o) Q4]

veH’E

L’ensemble |o | seH, Q (5) =2 (6) Q?| est une partie convexe de H sur laquelle
on aura donc deux valeurs A, et \" (resp. > 0, < 0) correspondant & Sup ley
A (c){, suivant le champ v.

Les chargements )} Q% et A' Q% sont sur la frontiére de K & Dintersection
avec la droite Q = A Q¢ (fig. 4).

Fic. 4
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Il s’agit donc, en conséquence de 1’hypothése d’existence, de chargements
limites (s’ils sont a distance finie). Cela entraine :

Ls correspondent & des champs ¢, (resp. 6) de H, qui réalisent le Max dans
(22), (Min en o dans (21)) :

AL =Max et AL =Min

Pexistence d’une solution v} # 0 du probléme :

23) Min

[F@dr—6) QA {oeH, o= 11

qui resterait a résoudre, est assurée. La résolution de (23) sera inutile si, comme
cela est le cas général, on cherche uniquement & déterminer les chargements
limites.

La méthode statique pratique sera :

le chargement obtenu en résolvant le probléme :
(24) Maxp\(c)[creH,Q(G):K(G)Qd,l(6)>02

est un chargement limite.

Dans le cas trés fréquent dans la pratique d’un processus de chargement &
un parameétre Q (> 0) I’énoncé est plus simple :

(24 b) Q limite=Max | Q (5) |c € H |

On cherche donc & explorer au mieux le convexe de (24) de fagon 4 maximi-
ser . On explore ainsi K en suivant des rayons vecteurs; dans la pratique ot
Pon travaille sur un sous-ensemble du convexe de (24) on obtiendra en faisant
varier Q¢ une approximation intérieure de la frontiére d’écoulement.

Méthode cinématique.

La détermination « cinématique » de la frontiére d’écoulement se fait le plus
souvent en fixant ¢(v) dans (19).

Soit g%eK’, q? # 0. On cherche les solutions du probléme d’écoulement
libre telles que :

(25) g(w)=q?
On a a résoudre le probléme :
(26) Min } I(s, v) |[cc H,ve H', g (v) = g% |

dont la solution est solution du probléme d’écoulement libre si le Min est nul.

Posant

P (v) ={‘ 7 (v) do
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(26) s’écrit :
27)  Min{P()|veH,g()=g%| —Max | Q (o) g% |ceH|

On obtient v indépendamment de ¢ en résolvant le probléme Min dans (27),
et ¢ indépendamment de v en résolvant le probléme Max.

L’existence de Sup | Q (c) g% | ceH | est assurée et le chargement corres-
pondant Qi est le point de la frontiére de K ol ¢ est normale extérieure;
c’est un chargement limite d’aprés ’hypothése d’existence :

Il correspond donc & un champ de contraintes qui réalise le Max dans (27)
et il existe v; # 0 qui réalise le Min dans (27) ) et est tel que :

1(6'1,’01) =0
Autrement dit le plan :
P (1) — Qq? =

passe par Q1 et y est tangent 4 la frontiére d’écoulement (fig. 5).

Fic. 5

On en déduit la méthode cinématique classique :
Le demi-espace de | Q|
(28) Min | P (v) |ve H'; ¢ (v) =¢%K' | —Qq?>0

contient K et est tangent & la frontiére d’écoulement.

) g2 est normale extérieure a 1a frontiére de L1, qui est un fermé.
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Dans le cas d’un processus de chargement dépendant d’un paramétre
Q(> 0), Iénoncé est :

(28 b) Q limite=Min | P (0) [ve H', ¢ (v) =1 |

On cherche donc & explorer au mieux le convexe de (28) de facon & minimi-
ser P(v). On explore ainsi L; par des demi-espaces de direction fixe; dans la
pratique out I’on travaillera sur un sous-espace du convexe de (28) on obtiendra
en faisant varier ¢? une approximation extérieure de la frontitre d’écoule-
ment. On voit que I’on a aussi une approche duale qui est statique :

Le chargement obtenu en résolvant le probléme :
(29) Max | Q(c)¢%|cc H], geK’

est un chargement limite pour lequel ¢ = ¢2.

I est clair que dans le cas du processus de chargement & un paramétre
Q(> 0), on obtient 1’énoncé :

Q limite =Max | Q (¢) |c € H |

qui n’est autre que (245).

Remarquons enfin que la condition ¢eK’, posée au départ, évite que le
convexe de (28) ne soit vide mais qu’en pratique il peut étre difficile dans
certains cas de savoir a priori si ¢% € K'. En fait on peut, dans I’énoncé de 1a
méthode cinématique classique, comme dans son approche duale, considérer
g% quelconque, (28) et (29) étant remplacés par :

(30) Inf{P@vec.a.,, g@)=g¢%}—-Qgi>0
(31) Sup | Q(6) ¢*|ceH|
les résultats seront inchangés car si ¢¢ ¢ K’ on a :
(32) Inf|P(@)|vc.a., q)=¢%|=+
de méme que :
(33) Sup | Q(6) ¢*|ceH| = + o
tandis que si ¢?eK’, si Inf | P (v)! < oo, il s’agit nécessairement d’un Min
atteint pour veH’ (car v ¢ H' = P(v) = + oo d’aprés le § 3.3).
Dernier point 4 signaler : Pabsence de solution au probléme peut se pro-

duire méme si geK'; (32) (<>(33)) peut &tre réalisé dans ce cas si tous les
champs v de H' tels que ¢(v) = ¢? ont une zone déformée infinie.
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3.14. Un THEOREME.
Soit Q1 un chargement limite, g1 une vitesse de déformation correspondante,
déterminés par U'une ou Uautre des méthodes ci-dessus par exemple, alors :

tout o* vérifiant :
(34) c*eH, Q(c*)=0Q1
Sorme avec tout v* vérifiant :
@35 v*eH, q@*)=q, P@E)=Min|P@)|veH, ¢@)=q|

une solution du probléme d’écoulement libre correspondant & Q1, q1.

La démonstration est immédiate car on a I(c*, v*) = 0.

Ainsi, ’hypothése d’existence étant admise, lorsque 1’on applique la mé-
thode statique (resp. cinématique) le champ de contraintes (resp. vitesses de
déformation) obtenu dans la recherche du Max (resp. Min) non seulement
réalise ’extremum mais aussi est la base d’une solution possible du probléme
d’écoulement libre (fig. 6).

Fic. 6

4. THEORIE DES CHARGES LIMITES
POUR CERTAINS MATERIAUX NON-STANDARDS

Il est possible (RapENKOVIC, 1961, 1962; PALMER, 1966) de mettre en évi-
dence des théorémes analogues 4 ceux des méthodes statique et cinématique,
dans le cas de certains matériaux non-standards.

4.1. TYPE DE MATERIAUX NON-STANDARDS ETUDIE.

On considére les matériaux dont le comportement plastique posséde les
propriétés suivantes :

1 Fonction de charge convexe f (comme au § 3);
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20 Potentiel plastique g :

existence d’une fonction convexe g telle que :
(36) Vo  tel que f(c)=0, o' tel que g(s')=0
et :
v (0) =1 0g (5'), 220

et telle que :
37 c.v(s)>0".v (o)

Avec les notations évidentes :
(38) Gi=lclg(@<0{; G'=|g|f(e)<0]
cela implique G9 <= G/,

Il semble d’aprés les expériences du groupe de Mécanique des Sols de Cam-
bridge, que le comportement plastique des sols pourrait &tre schématisé de
cette facon.

4.2. TrtorEME DE RapEnkOVIC (1961, 1962).

Soit (5, v) une solution du probléme d’écoulement libre pour un tel matériau,
on a :

(39) ceH/, Q()eKks
(40) veH9, q@w)eK?
et d’apres (37) :

(41) g.v2 7 (v)

en chaque point, d’ou

42) [im@dV-Q@) i@ <0
dont on déduit d’aprés (13) :

(43) Q () e L (= CKY)
Ainsi :

st Q1 est un chargement limite on a :

(44) Q. e K'n CK¢
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Autrement dit les chargements limites appartiennent a la « couronne »
comprise entre K7 et I'intérieur de K¢; dans le cas de chargement propor-
tionnel 4 un facteur A(> 0) :

A <A <A

C’est le théoréme de Radenkovic (fig. 7).

/I i//:

Fic. 7

>
v,

On voit que pour les matériaux non-standards il n’est pas démontré ici que
les chargements limites sont indépendants du trajet de charge, et en parti-
culier des contraintes initiales.

Remarquons que dans la pratique, g n’étant pas définie de fagon unique, on
la choisira de fagon a obtenir le convexe K¢ le plus grand possible dans 1a zone
des chargements correspondants au probléme étudié. Malgré cela, les résultats
obtenus concernant la frontiére intérieure du domaine possible pour les char-
gements limites sont souvent décevants.

Enfin il faut rappeler (cf. § 2.4) que les conditions de frottement aux divers
interfaces interviennent comme des cas particuliers de critéres et lois de
comportement plastiques. Leur caractére standard ou non devra é&tre étudié

(DRUCKER, 1954), (SALENGON, 1972 a, 1972 b).

5. CONCLUSIONS

On a montré que pour le matériau standard, 1a recherche des solutions du
probléme d’écoulement plastique libre correspond i la minimisation d’une
fonctionnelle I(s, v) sur H X H'. Ceci a permis de présenter 1a théorie des
charges limites en séparant les roles de la convexité et de la normalité, ainsi
que T'intervention nécessaire de 1’hypothése d’existence; le théoréme pour les
matériaux non-standards s’obtient alors de facon évidente.
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On peut ici mentionner que 1’on trouvera dans (RApENKOVIC et NGUYEN,
1972) une présentation de la théorie, faite dans le méme esprit que celle donnée
ici (notion de paramétres de chargement, etc.) oul intervient une fonctionnelle
portant sur quatre arguments dont on est amené a rechercher un Inf Sup et
un Sup Inf. L’avantage de la présentation choisie ici est peut-étre de rester
proche de ce qui est fait classiquement (MANDEL, 1966) tout en ayant la forme
mathématique adaptée pour rendre plus commode P’application des résultats
puissants dont on dispose pour les problémes de minimisation. A noter qu’il
sera alors indispensable de préciser, du point de vue des conditions de régula-
rité, les espaces H et H’ sur lesquels on doit opérer; on sera pour cela guidé
par les solutions connues, obtlenues par exemple par la théorie des équilibres
limites plans (nécessité de prendre en considération des champs présentant
certains types de discontinuités, formulation en termes de distribution, etc.).

A ce propos, rappelons que seule la théorie des charges limites permet I'inter-
prétation des méthodes d’étude et de résolution des problémes pour le maté-
riau rigide plastique; la théorie des équilibres limites plans (ou de révolution)
par exemple, n’est qu'un moyen i utiliser dans le cadre des méthodes statique
ou cinématique.

La théorie a été présentée dans le cas du milieu continu tridimensionnel,
mais il est clair qu’elle se transpose sans difficulté pour les cas suivants : mi-
lieux polaires & trois dimensions, plaques, poutres. Pour 1’élément infinité-
simal (dV, dS ou dl) du systéme on définira au lieu de ¢ et v, les grandeurs
2 et 'O telles que ’expression de la puissance de déformation élémentaire soit :
%."0dv (resp. dS ou dl). Ensuite on précisera la fonction de charge f(Z) et 1a
loi de comportement plastique standard ou non-standard pour "V (contraintes
et déformations généralisées, cf. CourBon, 1971). B
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