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1l en résulte que tout point de la frontiére commune de K, Ky et Ly, s’il est
situé a distance finie, est un chargement limite.

3.13. ProcEDES PRATIQUES.

Méthode statique.

La détermination « statique » de la frontiére d’écoulement (i. e. frontiére de
K) se fait en général en considérant des processus de chargement proportion-
nels 4 un paramétre.

Q% étant un chargement donné, on cherche les solutions du probléme d’écou-
lement libre correspondant & des chargements limites de la forme Q = AQ¢
(éventuellement avec la restriction A > 0).

D’ou & résoudre le probléme :

(21) Min | I(s,v) [veH'; s e H, Q(a) =2 Q¢
dont on ne retiendra que les solutions v # 0.

Posant e, = sgn(Q%q(v)), (21) s’écrit :

22) Mingfv 7 (®) AV — 20 (1) Q. Max | 20 (5) | o € H, Q (6) = (o) Q4]

veH’E

L’ensemble |o | seH, Q (5) =2 (6) Q?| est une partie convexe de H sur laquelle
on aura donc deux valeurs A, et \" (resp. > 0, < 0) correspondant & Sup ley
A (c){, suivant le champ v.

Les chargements )} Q% et A' Q% sont sur la frontiére de K & Dintersection
avec la droite Q = A Q¢ (fig. 4).

Fic. 4
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Il s’agit donc, en conséquence de 1’hypothése d’existence, de chargements
limites (s’ils sont a distance finie). Cela entraine :

Ls correspondent & des champs ¢, (resp. 6) de H, qui réalisent le Max dans
(22), (Min en o dans (21)) :

AL =Max et AL =Min

Pexistence d’une solution v} # 0 du probléme :

23) Min

[F@dr—6) QA {oeH, o= 11

qui resterait a résoudre, est assurée. La résolution de (23) sera inutile si, comme
cela est le cas général, on cherche uniquement & déterminer les chargements
limites.

La méthode statique pratique sera :

le chargement obtenu en résolvant le probléme :
(24) Maxp\(c)[creH,Q(G):K(G)Qd,l(6)>02

est un chargement limite.

Dans le cas trés fréquent dans la pratique d’un processus de chargement &
un parameétre Q (> 0) I’énoncé est plus simple :

(24 b) Q limite=Max | Q (5) |c € H |

On cherche donc & explorer au mieux le convexe de (24) de fagon 4 maximi-
ser . On explore ainsi K en suivant des rayons vecteurs; dans la pratique ot
Pon travaille sur un sous-ensemble du convexe de (24) on obtiendra en faisant
varier Q¢ une approximation intérieure de la frontiére d’écoulement.

Méthode cinématique.

La détermination « cinématique » de la frontiére d’écoulement se fait le plus
souvent en fixant ¢(v) dans (19).

Soit g%eK’, q? # 0. On cherche les solutions du probléme d’écoulement
libre telles que :

(25) g(w)=q?
On a a résoudre le probléme :
(26) Min } I(s, v) |[cc H,ve H', g (v) = g% |

dont la solution est solution du probléme d’écoulement libre si le Min est nul.

Posant

P (v) ={‘ 7 (v) do
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(26) s’écrit :
27)  Min{P()|veH,g()=g%| —Max | Q (o) g% |ceH|

On obtient v indépendamment de ¢ en résolvant le probléme Min dans (27),
et ¢ indépendamment de v en résolvant le probléme Max.

L’existence de Sup | Q (c) g% | ceH | est assurée et le chargement corres-
pondant Qi est le point de la frontiére de K ol ¢ est normale extérieure;
c’est un chargement limite d’aprés ’hypothése d’existence :

Il correspond donc & un champ de contraintes qui réalise le Max dans (27)
et il existe v; # 0 qui réalise le Min dans (27) ) et est tel que :

1(6'1,’01) =0
Autrement dit le plan :
P (1) — Qq? =

passe par Q1 et y est tangent 4 la frontiére d’écoulement (fig. 5).

Fic. 5

On en déduit la méthode cinématique classique :
Le demi-espace de | Q|
(28) Min | P (v) |ve H'; ¢ (v) =¢%K' | —Qq?>0

contient K et est tangent & la frontiére d’écoulement.

) g2 est normale extérieure a 1a frontiére de L1, qui est un fermé.
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Dans le cas d’un processus de chargement dépendant d’un paramétre
Q(> 0), Iénoncé est :

(28 b) Q limite=Min | P (0) [ve H', ¢ (v) =1 |

On cherche donc & explorer au mieux le convexe de (28) de facon & minimi-
ser P(v). On explore ainsi L; par des demi-espaces de direction fixe; dans la
pratique out I’on travaillera sur un sous-espace du convexe de (28) on obtiendra
en faisant varier ¢? une approximation extérieure de la frontitre d’écoule-
ment. On voit que I’on a aussi une approche duale qui est statique :

Le chargement obtenu en résolvant le probléme :
(29) Max | Q(c)¢%|cc H], geK’

est un chargement limite pour lequel ¢ = ¢2.

I est clair que dans le cas du processus de chargement & un paramétre
Q(> 0), on obtient 1’énoncé :

Q limite =Max | Q (¢) |c € H |

qui n’est autre que (245).

Remarquons enfin que la condition ¢eK’, posée au départ, évite que le
convexe de (28) ne soit vide mais qu’en pratique il peut étre difficile dans
certains cas de savoir a priori si ¢% € K'. En fait on peut, dans I’énoncé de 1a
méthode cinématique classique, comme dans son approche duale, considérer
g% quelconque, (28) et (29) étant remplacés par :

(30) Inf{P@vec.a.,, g@)=g¢%}—-Qgi>0
(31) Sup | Q(6) ¢*|ceH|
les résultats seront inchangés car si ¢¢ ¢ K’ on a :
(32) Inf|P(@)|vc.a., q)=¢%|=+
de méme que :
(33) Sup | Q(6) ¢*|ceH| = + o
tandis que si ¢?eK’, si Inf | P (v)! < oo, il s’agit nécessairement d’un Min
atteint pour veH’ (car v ¢ H' = P(v) = + oo d’aprés le § 3.3).
Dernier point 4 signaler : Pabsence de solution au probléme peut se pro-

duire méme si geK'; (32) (<>(33)) peut &tre réalisé dans ce cas si tous les
champs v de H' tels que ¢(v) = ¢? ont une zone déformée infinie.
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3.14. Un THEOREME.
Soit Q1 un chargement limite, g1 une vitesse de déformation correspondante,
déterminés par U'une ou Uautre des méthodes ci-dessus par exemple, alors :

tout o* vérifiant :
(34) c*eH, Q(c*)=0Q1
Sorme avec tout v* vérifiant :
@35 v*eH, q@*)=q, P@E)=Min|P@)|veH, ¢@)=q|

une solution du probléme d’écoulement libre correspondant & Q1, q1.

La démonstration est immédiate car on a I(c*, v*) = 0.

Ainsi, ’hypothése d’existence étant admise, lorsque 1’on applique la mé-
thode statique (resp. cinématique) le champ de contraintes (resp. vitesses de
déformation) obtenu dans la recherche du Max (resp. Min) non seulement
réalise ’extremum mais aussi est la base d’une solution possible du probléme
d’écoulement libre (fig. 6).
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4. THEORIE DES CHARGES LIMITES
POUR CERTAINS MATERIAUX NON-STANDARDS

Il est possible (RapENKOVIC, 1961, 1962; PALMER, 1966) de mettre en évi-
dence des théorémes analogues 4 ceux des méthodes statique et cinématique,
dans le cas de certains matériaux non-standards.

4.1. TYPE DE MATERIAUX NON-STANDARDS ETUDIE.

On considére les matériaux dont le comportement plastique posséde les
propriétés suivantes :

1 Fonction de charge convexe f (comme au § 3);
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20 Potentiel plastique g :

existence d’une fonction convexe g telle que :
(36) Vo  tel que f(c)=0, o' tel que g(s')=0
et :
v (0) =1 0g (5'), 220

et telle que :
37 c.v(s)>0".v (o)

Avec les notations évidentes :
(38) Gi=lclg(@<0{; G'=|g|f(e)<0]
cela implique G9 <= G/,

Il semble d’aprés les expériences du groupe de Mécanique des Sols de Cam-
bridge, que le comportement plastique des sols pourrait &tre schématisé de
cette facon.

4.2. TrtorEME DE RapEnkOVIC (1961, 1962).

Soit (5, v) une solution du probléme d’écoulement libre pour un tel matériau,
on a :

(39) ceH/, Q()eKks
(40) veH9, q@w)eK?
et d’apres (37) :

(41) g.v2 7 (v)

en chaque point, d’ou

42) [im@dV-Q@) i@ <0
dont on déduit d’aprés (13) :

(43) Q () e L (= CKY)
Ainsi :

st Q1 est un chargement limite on a :

(44) Q. e K'n CK¢
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Autrement dit les chargements limites appartiennent a la « couronne »
comprise entre K7 et I'intérieur de K¢; dans le cas de chargement propor-
tionnel 4 un facteur A(> 0) :

A <A <A

C’est le théoréme de Radenkovic (fig. 7).

/I i//:
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>
v,

On voit que pour les matériaux non-standards il n’est pas démontré ici que
les chargements limites sont indépendants du trajet de charge, et en parti-
culier des contraintes initiales.

Remarquons que dans la pratique, g n’étant pas définie de fagon unique, on
la choisira de fagon a obtenir le convexe K¢ le plus grand possible dans 1a zone
des chargements correspondants au probléme étudié. Malgré cela, les résultats
obtenus concernant la frontiére intérieure du domaine possible pour les char-
gements limites sont souvent décevants.

Enfin il faut rappeler (cf. § 2.4) que les conditions de frottement aux divers
interfaces interviennent comme des cas particuliers de critéres et lois de
comportement plastiques. Leur caractére standard ou non devra é&tre étudié

(DRUCKER, 1954), (SALENGON, 1972 a, 1972 b).

5. CONCLUSIONS

On a montré que pour le matériau standard, 1a recherche des solutions du
probléme d’écoulement plastique libre correspond i la minimisation d’une
fonctionnelle I(s, v) sur H X H'. Ceci a permis de présenter 1a théorie des
charges limites en séparant les roles de la convexité et de la normalité, ainsi
que T'intervention nécessaire de 1’hypothése d’existence; le théoréme pour les
matériaux non-standards s’obtient alors de facon évidente.
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On peut ici mentionner que 1’on trouvera dans (RApENKOVIC et NGUYEN,
1972) une présentation de la théorie, faite dans le méme esprit que celle donnée
ici (notion de paramétres de chargement, etc.) oul intervient une fonctionnelle
portant sur quatre arguments dont on est amené a rechercher un Inf Sup et
un Sup Inf. L’avantage de la présentation choisie ici est peut-étre de rester
proche de ce qui est fait classiquement (MANDEL, 1966) tout en ayant la forme
mathématique adaptée pour rendre plus commode P’application des résultats
puissants dont on dispose pour les problémes de minimisation. A noter qu’il
sera alors indispensable de préciser, du point de vue des conditions de régula-
rité, les espaces H et H’ sur lesquels on doit opérer; on sera pour cela guidé
par les solutions connues, obtlenues par exemple par la théorie des équilibres
limites plans (nécessité de prendre en considération des champs présentant
certains types de discontinuités, formulation en termes de distribution, etc.).

A ce propos, rappelons que seule la théorie des charges limites permet I'inter-
prétation des méthodes d’étude et de résolution des problémes pour le maté-
riau rigide plastique; la théorie des équilibres limites plans (ou de révolution)
par exemple, n’est qu'un moyen i utiliser dans le cadre des méthodes statique
ou cinématique.

La théorie a été présentée dans le cas du milieu continu tridimensionnel,
mais il est clair qu’elle se transpose sans difficulté pour les cas suivants : mi-
lieux polaires & trois dimensions, plaques, poutres. Pour 1’élément infinité-
simal (dV, dS ou dl) du systéme on définira au lieu de ¢ et v, les grandeurs
2 et 'O telles que ’expression de la puissance de déformation élémentaire soit :
%."0dv (resp. dS ou dl). Ensuite on précisera la fonction de charge f(Z) et 1a
loi de comportement plastique standard ou non-standard pour "V (contraintes
et déformations généralisées, cf. CourBon, 1971). B
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