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RESUME

On donne une présentation nouvelle de la théorie
des charges limites dans le cas d’un nombre fini de
parameétres de chargement. On y met en évidence les
propriétés mathématiques fondamentales sur lesquelles
repose la théorie et on montre que dans le cas du maté-
riau standard la détermination des solutions du pro-
bléme d’écoulement libre se raméne & la minimisation
d’une fonctionnelle. Le cas de certains matériaux non
standards est également traité.

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird eine neue Darstellung der Grenzlasttheorie
fiir den Fall einer endlichen Anzahl Belastungspara-
meter gegeben. Die grundlegenden mathematischen
Eigenschaften, auf denen die Theorie beruht, werden
herausgestellt und es wird gezeigt, dass im Falle des
Standard — Materials die Ldsungen des Problems des
freien Fliessens auf die Minimisierung eines Funktionals
zuriickgefithrt werden kénnen. Der Fall gewisser,
nicht standardmissiger, Materialien wird ebenfalls
behandelt.

SUMMARY

A new formulation for limit analysis in the case of
a finite number of load parameters is given. The basic
mathematical properties are underlined and it is shown
that for a plastic material with associated flow law, the
stress fields and strain rates fields corresponding to free
plastic flow are obtained by means of the minimization
of a functionnal. The case of some materials with non
associated flow laws is also studied.

RESUMEN

Se da aqui una nueva presentacién de la teoria de las
cargas limites en el caso de un nuimero finito de pari-
metros de carga. Se hacen resaltar las propiedades
matematicas fundamentales sobre las cuales se funda
la teoria y se demuestra que, en el caso del material
normal, la determinacién de las soluciones del pro-
blema del movimiento libre queda reducida a la mini-
mizacién de una funcional. También se trata el caso de
ciertos materiales no normales.

Mots clés : Ecoulement plastique o Analyse e Matériau @ Charge limite o Facteur s Chargement o
Procédé e Statique e Cinématique.
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ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE ET ANALYSE LIMITE
POUR LES MATERIAUX STANDARDS ET NON STANDARDS

par J. SALENCON

NOTATIONS

v volume d’un solide. {Q} espace vectoriel des chargements.
S frontiére du solide. {4} espace vectoriel des vitesses de déformation.
T vecteur contrainte de composantes T,. f fonction de charge du matériau.
u vitesse de composantes u,. o tenseur des contraintes, valeur du champ o
Su partie de S sur laquelle u; est donnée. au point cour.ant.
S artie de S sur laquelle T, est donnée v tenseur des vitesses de déformation, valeur

o P \ Lt ) du champ v au point courant.
Ja Jeu de données dynamiques. . .

. . , S . a.l produit doublement contracté = o;;v;;.
J. jeu de données cinématiques. N . . .
. df(s) sous différentiel de f au point ¢ = ensemble

c champ de contraintes. des y tels que : f(a*) — (o) > y.(c* — o),
v champ de vitesses de déformation. Yo+
Q(9) = (Qu(0), ..., Qu(0))  chargement du systéme. g potentiel plastique du matériau non stan-
Gg@) = (G, ..., §.(v))  vitesse de déformation dard.

du systéme.

discontinuité de u.

[u]

1. INTRODUCTION

On sait que I'étude de I’écoulement plastique
libre d’un systéme élasto-plastique se raméne sous
certaines conditions [3, 4] 4 I’étude du méme pro-
bléme pour un systeme identique constitué du maté-
riau rigide plastique associé. C’est de cette pro-
priété que découle toute I'importance de 1’utilisation
du schéma de comportement rigide-plastique. On
peut alors pour la détermination des chargements
correspondant a 1l’écoulement libre utiliser des
méthodes variationnelles portant sur les champs
de contraintes et les champs de vitesses de défor-
mation : c’est la théorie des charges limites.

Le but du présent article est, aprés une étude du
probleme des conditions a la limite, de présenter
la théorie des charges limites sous une forme mettant
clairement en évidence les propriétés mathématiques
utilisées et qui soit bien adaptée a I'utilisation pra-
tique. De plus il sera possible de considérer outre
les matériaux standards, certains matériaux non
standards [5, 7, §].

La forme mathématique, qui pourra sembler trop
moderne a certains et déja désuete a d’autres, a
été choisie non dans un souci d’académisme, mais
parce qu’elle est la mieux appropriée au but fixé.

2. CONDITIONS A LA LIMITE.
CHARGEMENT DEPENDANT D’UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES

2.1. Pour un systéme rigide-plastique, les seules
solutions possibles qui ne se réduisent pas a la solu-
tion triviale pour le champ de vitesses de déforma-
tion sont les solutions d’écoulement plastique libre.

Ceci impose certaines restrictions sur la facon
de poser les conditions & la limite qui doivent étre
compatibles avec I'écoulement libre. C’est ce que
ManDEL [4] appelle les conditions 4 la limite cohé-
rentes. En particulier il convient pour que le pro-
bleme soit correctement posé de laisser aux données
dynamiques (contraintes au contour et forces de
masse) un certain caractére variable.
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En fait dans tous les problémes pratiques, la for-
mulation des conditions a la limite la mieux adaptée
est celle des paramétres de chargement, spontané-
ment utilisée par les ingénieurs, que 1'on peut pré-
senter comme suit.

2.2. Soit un solide V de frontiére S. On suppose
que le processus de chargement subi par le matériau
posséde les propriétés suivantes :

il est possible de définir en chaque point M de S
trois axes fixes orthogonaux entre eux M,, (les direc-
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tions de ces axes peuvent varier d’un point a4 un
autre de S), tels que tout jeu de données a la limite
correspondant 4 un chargement du processus étudié
consiste en la donnée de trois composantes suivant
ces trois axes pour l’ensemble des deux vecteurs
T et u (contrainte et vitesse), la nature de la donnée
suivant chaque axe étant fixe.

On désigne par S,, la portion de S sur laquelle u,
est donnée; Sy, la portion de S sur laquelle T; est
donnée.

On a:

Su;UsT;:SQ SufnST{:g5 i=13253’

M
Nous appellerons :

— jeu de données dynamiques, J; :
T;sur S (i = 1, 2, 3)
F (forces de masse) en tout point de V

(telles que I'équilibre des forces extérieures totales
soit possible).

des données

— jeu de données cinématiques, J, :

des données u;sur S, (i =1, 2, 3)

— jeu de données, J

la réunion d’un jeu de données dynamiques et d’'un
jeu de données cinématiques :

J=J,uld,

On suppose que le processus de chargement étudié
est tel que les ensembles des jeux de données dyna-
miques réalisables dans ce processus, jeux de données
cinématiques réalisables, jeux de données réali-
sables, aient des structures d’espaces vectoriels sur
R. On désigne par D, et C, les deux premiers de
ces espaces (¥).

2.3. On a alors les définitions classiques suivantes:

— champ de contraintes statiquement admis-
sible

un champ de contraintes o est dit statiquement
admissible associé a un jeu de données dynamiques :
cs.a. ass. J; €D,

s’il satisfait pour ce jeu de données

les équations d’équilibre (prises au sens des distri-
butions)

les données aux limites sur les contraintes.

— champ de vitesses de déformation ciné-
matiquement admissible

un champ de vitesses de déformation v est dit ciné-
matiquement admissible associé & un jeu de données
cinématiques :

v c.a. ass. J, € C,

* 1’indice p rappelle qu’il s’agit d’espaces correspondant
A un processus particulier alors que pour Su; et Sr, fixées, les
ensembles de jeux de données dynamiques et cinématiques
définis au § 2.2 constituent des espaces vectoriels D et C de
dimension infinie, dont D, et C, sont des sous-espaces.
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du; C .
+ —’) au sens des distri-

s’il dérive ( 1 (b Ui
dx;

vo =53z,

butions) d’'un champ de vitesses u satisfaisant les

données aux limites pour les vitesses dans ce jeu
de données.

2.4. Le théoréme des puissances virtuelles
s’énonce :
YJ.eD,, YyJ.€C,
Yo s.a. ass. J;, Yvca. ass. J,

posant en chaque point de Ss.n = T, et désignant
par u le champ de vitesse dont dérive v, on a (*) :

fsT.uds+vaF.udV=fv(g.g) AV =5 (s,0) ()

J (o, v) est une forme bilinéaire (fonctionnelle)
en ¢ et v.

2.5. On dira que le corps est soumis & un pro-
cessus de chargement dépendant d’un
nombre fini de parametres (),

si:
on peut définir une application linéaire qui fait cor-
respondre

YJ.eD,, Yos.a ass. Iy
6 —> Qo) = (Ql (6), vy Qu(o)) e R"

et une autre application linéaire
§J.€C,, Yvec.a. ass. J,

v —> 0 = (§: () - (@) e R
et telles que

(0,0 = Q@ i0 = D U@ &) @)

Alors les vecteurs (o) correspondant a tous les
champs de contraintes S.A. associés a tous les jeux
de données dynamiques réalisables forment un espace
vectoriel 4 n dimensions {Q} (**).

De méme les vecteurs §()...
Les espaces {Q} et {¢} sont duaux.

2.6. Remarquons que :

— étant donné J; €D,
il lui correspond en général plusieurs champs

¢ s.a ass. Jg

auxquels correspondent en général plusieurs vec-
teurs Q (o).

— Propriété analogue pour J,€C, v, §(v).

* 8.0 = oy Vs

** Ne pas confondre les paramétres de chargement d’un
systéme ainsi définis avec les (); introduits dans [1] qui dési-
gnent les contraintes généralisées, c’est-a-dire les paramétres
de chargement d’un élément du systéme.



— Un méme vecteur Q peut correspondre &
plusieurs champs o¢s.a. mais ceux-ci sont associés
au méme J,eD,.

— Propriété analogue pour ¢, v, (les J, étant
identiques a4 un déplacement d’ensemble pres).

— On suppose au § 2.2. dans la définition, que
D, et C, sont des espaces vectoriels; cela implique
que dans le processus de chargement il n’y a pas
d’autres données constantes que celles qui sont nulles.
Dans le cas ou il y aurait des donneées constantes
(e.g. forces de masse, surcharge sur une partie de
la surface) on considérera ces données comme varia-
bles et on les fixera finalement a leurs valeurs pres-
crites; on pourrait aussi opérer en prenant pour D,
et C, des espaces affines afin d’éviter Dartifice
indiqué ci-dessus. Cette méthode aurait, nous le
pensons, plus d’inconvénients que d’avantages.

3. THEORIE DES CHARGES LIMITES

Nous allons maintenant exposer la théorie des
charges limites pour un systéme soumis a un pro-
cessus de chargement dépendant de n parameétres.
Cette théorie est classique (cf. par ex. [4, 6)], mais
n’est pas utilisée aussi souvent qu’elle le pourrait.

Le probléme posé est la détermination des charge-
ments limites du systéme (chargements correspon-
dant a l’écoulement libre) et éventuellement des
champs de vitesses de déformation et de contraintes
associés.

La présentation que nous adoptons consiste a
énoncer une suite de définitions et de propriétés
mathématiques simples en les rattachant a chaque
pas 4 Yaspect mécanique et & la théorie classique.
Nous ne donnerons que les démonstrations indis-
pensables (pour des compléments, on pourra se
Teporter a [11]).

3.1. Soit f une fonction de charge convexe.

On suppose que la surface f(c) = 0 est éventuel-
lement « ouverte » (*) dans diverses directions qui
sont nécessairement, par suite de la convexité de f,
toutes les directions d’un cone convexe.

Alors :

T’ensemble G’ = {p|perdf(s), r =0,
fl@ =0, |g]< oo}
est un cone convexe de sommet O de Rs.

4)

Ce cone est le complémentaire du cone des direc-
tions dans lesquelles la surface f(s) = O est ouverte.

* On peut noter que dans [3] Hill remarque que seul ce
type de conditions a la limite permet I’application pratique
des principes de minimum pour le matériau rigide-plastique,
ce qui correspond & ce qui a été dit au § 2.1.

* Si a est un vecteur de R¢ définissant une direction dans
laquelle f(g) = 0 est ouverte, et Yo tel que f(s) < 0, alors
fle+22) <0, Y2 > 0.
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2.7. Dans le cas d’un corps ayant un contact avec
frottement sur une partie de sa surface, les données
au contour ne sont pas du type indiqué au § 2.2. On
pourra alors définir les paramétres de chargement
pour un systeme plus vaste incluant le corps et
I'interface de frottement; la condition de frottement
n’intervenant ensuite que comme une loi de compor-
tement (plastique) a lintérieur du systéme. De
méme pour un systéme comprenant plusieurs corps
en contact avec frottement.

2.8. Citons quelques exemples de conditions 2
la limite dépendant d’un nombre fini de paramétres
de chargement rencontrés dans la pratique : force
de direction imposée; pression uniforme imposée
sur une partie du contour du solide a un paramétre
d’échelle pres; déplacement de solide rigide, arbi-
traire, imposé sur une partie du contour; etc.. (*).

POUR LE MATERIAU STANDARD

Aspect mécanique : les conditions imposées a f
sont celles que satisfont toutes les fonctions de charge
des matériaux usuels.

Si on considére le matériau standard de fonction
de charge f, G’ est le cone des tenseurs des vitesses
de déformation plastiquement admissibles.

(Rappelons qu’un matériau est dit standard [7]
si sa fonction de charge est aussi son potentiel plas-
tique).

3.2. Puissance dissipée

Dans toute la suite f est une fonction de charge
possédant les propriétés indiquées au § 3.1., et on
suppose f(0) < 0.

On désigne par G l'ensemble, convexe par défi-

nition :
G = {g| /() <0} ©®)
On considére la forme bilinéaire :
F(g,0) =00 (6)

ou v est un tenseur des vitesses de déformation
et o un tenseur des contraintes;

et on cherche :

Sup {F (s, )} @)
-5
Alors :
1) sive G, F(s, p) a un maximum fini atteint pour
g:f(@ =0, perdf(e), =0 ®
on désignera par = (v) la valeur de ce maximum
7 (2) = Sup F(g, ) C)
o€G
2) sivég G'on a:
Sup F (g, ) = + o0 (10)
gEG
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on conviendra de poser encore dans ce cas :

=@ = Sup F (g, ) = + o0 (11)

Aspect mécanique :

1) G est le convexe des tenseurs des contraintes
plastiquement admissibles pour le matériau de
fonction de charge f.

2) Si on considére le matériau standard de fonc-
tion de charge convexe f, (¥) :

n(v) dans le cas ol » € G’, n'est autre que la
puissance dissipée pour le tenseur des vitesses de
déformation p.

(8) correspond & l'inversion de la loi de compor-
tement pour p.

3.3. Propriété de =«

1) Ona: =@ =0 (12)

2) n(Ap) = in (), Yr= 0 (13)

3) Convexité de .

On vérifie aisément que = est une fonction convexe
sur G’ et, avec la convention (11), = est convexe
sur I’ensemble de tous les tenseurs vitesses de
déformation (R¢).

3.4. o et v désignent des champs de contraintes
et de vitesses de déformation. (s et p désignent les
tenseurs, valeurs de ces champs au point courant).

Nous ne nous préoccuperons pas dans la suite de
préciser, du point de vue de I'analyse, les espaces
fonctionnels dans lesquels on doit se placer pour
que les intégrales écrites aient un sens. Il est entendu
d’autre part que le matériau constituant le systéme
n’est pas nécessairement homogéne : on considérera
en chaque point les espaces G et G’ appropriés.

Définissons les espaces :
H = {c]|seG; os.a.ass. Joe D} (**) (14)

H ={v|veG'; vca. ass.J eC} (15)

Il résulte des § 2.2, 3.1., 3.2. que :

H est un convexe (qui contient O si G contient O)
H’ est un céne convexe de sommet O.

Aspect mécanique : H est le convexe des champs
de contraintes licites [4] (statiquement et plasti-
quement admissibles) pour le systéme étudié, soumis
au processus de chargement & n parameétres considéré.

H' est le cone convexe des champs de vitesses
de déformation licites [4] (cinématiquement et
plastiquement admissibles) pour le systéme étudié,
si le matériau est standard.

* Ces deux conditions équivalent a dire que le matériau
obéit au principe du travail maximal.

** ¢ appartient 2 H si en tout point g appartient 4 G et
s’il existe Jg dans 9, tel que ¢ soit statiquement admissible
associé a Jg.
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3.5. Fonctionnelle I
Considérons la fonctionnelle :
60 = [ =@ dV — Q) §@)
YJ.eD,, YJ.eC,

Y os.a. ass. J,,

(16)
définie
Vv c.a. ass. J,

Cette fonctionnelle posséde la propriété suivante :
YoeH, YveH’

on a : I(s,v) 20 17
En effet d’apres (3) et (16) :
1) = [ 0 —spaV >0
par définition de = ().
3.6. Théoréme
Une solution du probléme d’écoulement

libre pour le systéme en matériau standard
rend minimale I(s, v) sur H x H'.

En effet : une telle solution consiste en :

un champ de contraintes o licite s € H,
un champ de vitesses de déformation v licite » € H’,

Ces deux champs étant associés par la loi de
comportement du matériau standard :

si p#£0, alorsf(s) =0 et veardf(), r>0
Il s’ensuit que pour ces deux champs :
)= [ @ —sp)aV=0 ()
v
Donc I est minimale d’apres (17).
3.7. Réciproque
Toute solution (s, v) du probléme
Min I (s, v) (19)
(o, EH x H/

telle que v = 0, est une solution du probléme
d’écoulement libre pour le systéme en matériau
standard.

En effet, on sait que Min I(s, ») = 0, car le
. . (c,v) EH x H
champ v = 0 appartient 4 H'.
Toute autre solution du probléme de minimisation
de I est donc telle que I(s, v) = 0;
et en tout point ol » # 0 on a alors d’apres la défi-
nition de = :

(@) =g.0 .

donc f(e) =0 et perdf(s), »>0
Ce qui prouve que l'on a bien une solution du
probléme d’écoulement libre du systéme en matériau

standard.
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3.8. Définissons les ensembles K et K’ :
lorsque o décrit H, Q (s) décrit K c R~
lorsque v décrit H', ¢ (v) décrit K’ € R~

On vérifie immédiatement que K est un convexe
et K’ un cone convexe de sommet O.

Aspect mécanique

K est le convexe des chargements licites du systéme

K’ est le cone convexe des vitesses de déformation
licites du systéme en matériau standard.

3.9. Théoréme du travail maximal

Soit (o, v) une solution du probléme d’écoulement
libre pour le matériau standard; soit o' € H.

D’aprés le § 3.6. on a :

I(c', v) = I(o, ) (20)
d’ou Q) —Q())-4) =0 21
En conséquence, Q(s) chargement limite

appartient nécessairement a la frontiére de K
et ¢(v) est normale extérieure a cette fron-
tiére.

Aspect mécanique

Ce théoréme constitue le fondement de la méthode
« statique » de détermination des charges limites.

3.10. Définissons le convexe K, de l'espace {Q}
par : QeK, si, yoeH’, on a

[ r@av —Qiw =0

on peut remarquer que l'on obtiendra le méme
convexe K, en considérant dans la définition (22)
tous les champs de vitesses de déformation v.

Par application de (17) on voit que :
KcK,

(22)

En conséquence : étant donné ve H', I'hyper-
plan d’équation (23) de I’espace Q est extérieur
ou tangent au convexe K, donc aussi au convexe
K.

[ r@av—Qie) =0 (23)

Aspect mécanique

Ce théoréme constitue le fondement de la méthode
« cinématique » de détermination des charges limites.

3.11. Tout chargement limite Q appartient
aux frontiéres de K et de K,, et celles-ci sont
tangentes en ce point.

En effet si (s, v) est une solution du probléeme
d’écoulement libre, Q(s) et ¢(v) le chargement et
la vitesse de déformation du systéme correspondants,
on sait que Q est sur la frontiére de K a laquelle ¢
est normale (§ 3.9.), et que (§ 3.6.) :
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@0 = [ =@aV — Q@i =0 e

ce qui prouve que le plan d’équation (23), pour le
champ de vitesses de déformation v passe par Q (o).
Il est tangent & K en Q, et aussi a K, en ce point.

3.12. Hypothése d’existence (de la solution du
probléeme d’écoulement libre).

Nous appellerons ainsi I'hypothése : K = K,.

Aspect mécanique

Cette hypothése est équivalente a la proposition
suivante :

si on considére un processus de chargement pro-
portionnel Q = 2Q*, 1> 0,

ou bien, on peut poursuivre le chargement indé-
finiment, c’est-a-dire que A Q* est licite Yr> 0;

ou bien, il existe un chargement limite Q = »Q*

correspondant a la solution d’un probléeme d’écou-
lement libre.

(Cette proposition peut étre considérée comme tra-
duisant un fait d’expérience évident).

3.13. Procédés pratiques. Conséquences de
I’hypothése d’existence. Théorémes

Méthode statique

La détermination de la frontiére d’écoulement
se fait en général en considérant des processus de
chargement dépendant d’un seul paramétre, par
exemple des chargements proportionnels :

étant donné Q* on considére les champs de
contraintes

seH tels que Q(o) = 2Q*, (25)

Ils appartiennent & I'intersection de H et d’un
cone convexe de sommet 0 dans I'espace des champs
de contraintes S.A.; soit C cette intersection convexe.
On cherche a maximiser » (fig. 1).

Ar=0

/

i O’
/
/o,

F1e. 1.
D’aprés I’hypothése d’existence du § 3.12., on
a:
ou bien Sup x = 4+ oo
cEC
ou bien Sup 2 << oo et est atteint dans C; et si o
cEC

est un champ qui réalise ce maximum, Q! = Q (o)
est chargement limite pour le processus étudié et
il existe une solution (o, v) du probléme d’écoulement
libre correspondant a Q! :

Q) = @ = Q=)
et I(c,v)zfvn(g)dV—Q(cl)(](v):O @7)

(26)
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ce qui prouve d’apreés le § 3.7. que (s!, v) est aussi
une solution du probléme d’écoulement libre corres-
pondant a Q.

Ainsi :

pour le matériau standard tout champ de
contraintes licite correspondant a un charge-
ment limite, peut &tre associé a un champ
de vitesses de déformation licite pour former
une solution du probléme d’écoulement libre
pour ce chargement limite.

Méthode cinématique

La détermination de la frontiére d’écoulement se
fait le plus souvent en utilisant des plans (23) paral-
leles 4 une direction donnée (fig. 2).

Rl

Fic. 2.

On se donne ¢ € K’, et on considére les

champs
de vitesses de déformation v

veH :4@) =¢ (28)
qui appartiennent a un convexe C'c H'.

On cherche alors a minimiser :

P@) — fv (@) dV

fonctionnelle convexe de v (d’aprés la convexité
de =) sur C'; d’aprés 'hypothése d’existence du
§ 3.12. :

ou bien Inf, P(v) = + oo et dans ce cas tous les
of

(29)

ve

champs de C’ ont une zone déformée infinie,

ou bien Inf, P(v) << 4+ oo et est atteint dans C';
vEC/

si v est un champ qui réalise ce minimum, le plan
(22) correspondant a »*

[ =@yav—qi=o0

est tangent a la frontiere de K et il existe une solu-
tion du probléme d’écoulement libre (s, v) telle que :

GO) =¢=4q@

(30)

On a alors, d’aprés le § 3.6. :

1(s, v) < I(s, 0Y) 1)

ou P <P@® (32)
ce qui entraine P (v) = P (»Y) d’aprés la définition
de »! et donc :

I(e,v1) =0 (33)
(33) prouve que (o, v) est une solution du probléme
d’écoulement libre correspondant a ¢. Ainsi :

Pour le matériau standard, tout champ de
vitesses de déformation licite, réalisant le
minimum de l’'intégrale de la puissance dissi-
pée pour une valeur donnée de ¢, peut &étre
associé a2 un champ de contraintes licite pour
former une solution du probléme d’écoulement
libre correspondant a cette vitesse de défor-
mation du systéme, q.

Enfin, employant les deux méthodes, supposons
que le chargement Q' = Q (s!) obtenu par la méthode
statique, appartienne au plan (30) obtenu par la
méthode cinématique, c’est-a-dire que :

[ r@yav —a@iey =0 @y

qui n’est autre que :

(!, v1) = 0 (35)

Fic. 3.

Ce qui prouve que (sl, v') est une solution du pro-
bléeme d’écoulement libre correspondant a Q,
g (*). Ainsi :

Pour le matériau standard, pour un char-
gement limite Q et la vitesse de déformation
du systéme associée ¢, tout champ de contraintes
licite correspondant a Q, et tout champ de
vitesses de déformation réalisant le minimum
de l’intégrale de la puissance dissipée peuvent
étre associés pour former une solution du pro-
bléme d’écoulement libre, correspondant 2a

Q, 4.

4. CAS DE CERTAINS MATERIAUX NON-STANDARDS

Nous envisageons maintenant comme dans [5,
7, 8] le cas de certains matériaux non-standards,
pour lesquels il est possible de mettre en évidence
des théorémes analogues a ceux des méthodes
statique et cinématique pour le matériau standard.

4.1. Type de matériaux non-standards étu-
diés

On considére les matériaux dont le comportement
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plastique est tel que les conditions suivantes soient
satisfaites :

1) fonction de charge convexe f
et telle que f(0) <O

* A noter qu’ici il n’est évidemment pas nécessaire de
faire intervenir I’hypothése d’existence (§ 3.12).
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2) potentiel plastique g

existence d’une fonction g convexe telle que :
étant donné ¢ : f(c) =0

1g':9(@) =0, 2(@erdg(d),
et tel que :

A>0  (36)

5.2(c) = ¢'.u(9)
ce qui implique que G? € G/ en posant :

G ={e|g9(0 <0} & ={a|f(®<0}(*

D’apres [9], ce type de matériaux recouvre en
particulier le cas des sols.

@7

4.2. Théorémes

Soit (o, v) une solution du probléme d’écoulement
libre pour le matériau non-standard M (f, g).

On a nécessairement :

seH, Q(s)eKs (38)
veHr, ¢@@)eK? 39)
o' étant défini par (36), on a :

a'.p = n?(v) (40)

et d’aprés (37) :
00> ™) (41)

On en déduit :
[0 —e@im<0 @)

v

Puisque ve H's, (42) prouve (cf. § 3.10.) que
Q (o) n’est pas intérieur a Ko.
Donc :

Q) e K nK* (43)

Aspect mécanique.

Les chargements limites pour le systéme
en matériau non-standard appartiennent a la
« couronne » comprise entre K’ et l’intérieur
de Ko,

Dans le cas du chargement proportionnel, on
peut dire que la (ou les) charge limite 3} pour le
systéme en matériau non-standard M(f, g¢), est
comprise entre la charge limite pour le matériau
standard G(g, g), borne inférieure, et la charge
limite pour le matériau standard F(f, f), borne
supérieure :

M <N (*) (44)

Ceci constitue le théoréme de Radenkovic
[7, 8].

Il n’est donc pas démontré dans ce cas que I’ensem-
ble des chargements limites du systéme est une
variété a (n — 1) dimensions; en particulier il
n’est pas exclu qu'un chargement puisse étre limite
pour un certain trajet de charge passant par lui
et ne pas ’étre pour un autre trajet de charge pas-
sant aussi par lui. Il se pourrait que la dénomination
de frontigre d’écoulement du systéme, pour
désigner I’ensemble des chargements limites, soit
trompeuse dans le cas du matériau non-standard.

Remarquons que dans la pratique, la fonction g¢
n’est pas définie de facon unique, on choisira évi-
demment celle qui, satisfaisant les conditions indi-
quées, correspond au convexe K¢ le plus grand
(dans la zone des chargements correspondant au
probléme réel envisagé).

Rappelons enfin, que dans le cas d’un systéme
comportant plusieurs corps, les conditions de frotte-
ment aux divers interfaces interviennent comme des
formes particuliéres de critéres de plasticité et lois
de comportement plastique; elles devront donc
satisfaire le principe du travail maximal pour que
les résultats du § 3. soient applicables, ou satisfaire
les conditions du § 4.1. pour que les résultats du
§ 4.2. soient applicables. On sait que cette question
a été étudiée par Drucker [2]; nous indiquons en
annexe les résultats que ’on peut obtenir.

5. CONCLUSIONS. EXTENSIONS DIVERSES

Pour le matérian standard, on a mis en évidence
que la recherche des solutions du probléme d’écou-
lement libre correspond a un probleme de mini-
mum : recherche des champs (s, v) réalisant le
minimum de la fonctionnelle I sur H x H’, dans
lesquels v O (i.e. solution non triviale en vitesses).

On en déduit de facon immédiate les théorémes
des méthodes statique et cinématique, on voit le
role de 'hypothése d’existence, et ses conséquences
sur les procédés pratiques de détermination des
chargements limites.

L’étude du cas de certains matériaux non-stan-
dards est ensuite tres facile.

* Les notations utilisées dans la suite sont celles du § 3.
avec en exposant la lettre f ou g pour préciser quelle est la
fonction convexe A faire intervenir dans les définitions.
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Nous pensons que cette présentation, outre ’avan-
tage de mettre clairement en évidence les propriétés
mathématiques qui sous-tendent la théorie des
charges limites, devrait rendre plus commode
Papplication des résultats puissants dont on dis-
pose pour les problémes de minimisation; pour ce
faire il sera nécessaire de préciser les espaces fonc-
tionnels H et H' du point de vue mathématique tout
en vérifiant que les conditions imposées aux champs
¢ et v pour assurer la convergence des intégrales,
etc..., sont bien acceptables du point de vue méca-
nique. -

* 11 est évident que (38) est vraie quelle que soit la loi
de comportement plastique du matériau. En conséquence
Pinégalité 2} < A{ est aussi toujours vraie.
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Nous avons traité le cas du milieu continu a
trois dimensions. Le formalisme utilisé se transpose
sans aucune difficulté pour les divers cas suivants :

— milieux polaires a trois dimensions,

— plaques,

~— poutres.

Il convient en effet pour I'élément infinitésimal
du systéme (dV, dS, ou dl) de définir au lieu des

tenseurs s et v, les grandeurs dynamiques et ciné-

matiques U, intervenant dans l'expression de la
puissance de déformation : > .UdV (resp. dS ou dl).

Ensuite on devra préciser la fonction de charge
]‘(Z) et la loi de comportement plastique, standard
ou non-standard, pour U.

NOTA : Ce travail s’inscrit dans un ensemble de recherches
menées avec M. le Professeur RApENKoOVIC et M. NGUYEN
Quoc Son.
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ANNEXE

CONDITIONS DE FROTTEMENT AUX INTERFACES

1. DIVERS TYPES DE CONDITIONS
DE FROTTEMENT

Soit un interface séparant deux matériaux M, et
M, dont f! et f? sont les fonctions de charge au voi-
sinage de l'interface, et ¢', ¢* les potentiels plas-
tiques (§ 4.1.).

Nous examinons les conditions de frottement
rencontrées couramment.

1.1. Interface lisse

Le contact lisse a I'interface, liaison unilatérale,
correspond au domaine plastiquement admissible
pour les contraintes :

e 0

o { s0it f(g) = Sup {o, 2} <0 )
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et a la régle de glissement.
c6<0, =0 [E] =0, [E].?quelconque @
c=0, =0 [Z] .n =0, [EJ.?quelconque

La figure 1 représente la « surface de charge de
ce contact » et les vitesses de déformation — ici
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>l

discontinuité de vitesse : U — u — correspon-
dantes. Le principe du travail maximal est vérifié,
avec les notations du § 4.1. on a : f convexe et
f= g, pour le contact.

1.2. Frottement sec de Coulomb a I’inter-
face

Le domaine plastiquement admissible pour les
contraintes est :
R 2
7] < —otge

soit f(s) = Sup {5, 1* — o tg? P <0 3)
et la regle de glissement :
<0, || < —ctgcpo:[z]zo
6 <0, |7|= —octga:
[u).n =0, [d].i.x>0 4)
c6=0, =0 :
[5]71 =0, [Z].i‘)quelconque
D’ou la figure 2 :
AT
Wi )

Fic. 2

Cette condition n’est pas standard : f £ g¢; f
correspond a la courbe de la figure 2 tandis que ¢
correspond a celle de la figure 1.

L’état de contraintes et le champ de vitesse a
I'interface sont régis non seulement par la condition
de frottement a linterface proprement dit, mais
aussi par les propriétés de M, et M, : le domaine
plastiquement admissible est ainsi 1'intersection
de (3), de f* <0 et de f2 <0, et la discontinuité
de vitesse est réglée par (4), par ¢* ou par ¢* suivant
I’état de contraintes. La figure 3 représente le cas
ou M, est rigide, et ot M, est un matériau de Tresca
standard.

1.3. Interface dit « parfaitement rugueux »

Considérons I’exemple de la figure 3 et supposons :
tg @, > 1. Alors la condition (3) ne limite le domaine
P.A. de la figure 3 que pour des petites valeurs de

| o|. A la limite on aboutit au schéma de la figure 4

T

Fic. 3
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Fic. 4

qui représente le cas de P'interface dit « parfaite-
ment rugueux », pour M, rigide et M,, matériau de
Tresca standard.

De méme pour des matériaux M, et M, quel-
conques.

1.4. Interface sans mouvement relatif ou
« collé »

Certains théorémes [2] font intervenir un modéle
idéal ou I'interface proprement dit ne permet aucun
mouvement relatif. Le domaine P.A. et les régles
pour les discontinuités de vitesse ne dépendent alors
que de /4, f g, ¢

2. APPLICATION DES THEOREMES
DE RADENKOVIC (§ 4)

2.1. Interfaces standards et non-standards

L’étude du § 1 montre que seul I'interface lisse
est standard. L’interface « parfaitement rugueux »
ne l'est pas quels que soient M; et M, (de méme
I'interface a frottement sec quelconque). Le carac-
tére de linterface « collé » ne dépend que de M, et
M, : ainsi, si M, et M, sont standards, l'interface
I’est certainement aussi.

Si linterface n’est pas « collé » I’existence d’un
potentiel plastique g convexe pour le comportement
del’ensemble (interface + M, et M, au voisinage), n’est
pas toujours assurée. C’est ainsi que pour un matériau
M; de Coulomb (fi = Sup {o, * — (C — o tg 9)2})
dont la loi de comportement est du type indiqué
dans [9] correspondant au potentiel plastique
g' = Sup {6, @ — o> tg?v} 0 < v < o, I'existence de
g co(r)lvexe pour I'ensemble n’est assurée que pour
v = U,

Cette fonction g n’est autre dans tous les cas
que le potentiel de I’'interface lisse.

2.2. Application du théoréme de Raden-
kovic

2.2.1. Matériau g.

S’il existe pour linterface global un potentiel
plastique convexe — & savoir : celui de I'interface
lisse —, l'application du théoréme de Radenkovic
est immédiate : on considére le systéme en matériau
standard g(M) et a interfaces lisses et 1'on sait que
la charge limite pour ce systéme est inférieure ou
égale a celles du systéme réel (*). En particulier

* Nous adoptons pour simplifier le langage du cas du char-
gement proportionnel.
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si le systéme est constitué d’'un matériau de Tresca
standard, I’existence du potentiel plastique convexe
pour linterface global est assurée et on retrouve
le théoréme B de -Drucker [2].

2.2.2. Matériau f.

2.2.2.1.

Le théoreme de Radenkovic conduit également a
une majoration, en considérant le systéme en maté-
riau standard f(M) et admettant pour regles de
glissement aux interfaces celles déduites de la nor-

malité de [E] a la frontiere du domaine plastique-
ment admissible pour chaque interface global :
la charge limite de ce systéme est supérieure ou
égale a celles du systéme réel.

2.2.2.2.

C’est la meilleure majoration que puisse fournir
le théoréme. Par contre la régle d’écoulement aux
interfaces n’étant pas physiquement trés parlante,
on peut préférer considérer le systéme composé du
méme matériau, et a interfaces parfaitement rugueux

standards (i.e.[ﬂ] normal & la frontiére du domaine

P.A., cf. fig. 5 ou M est un matériau de Tresca).
On obtiendra alors une majoration des charges
limites du systéme réel, qui ne peut étre meilleure

que la précédente car le convexe des chargements
licites pour ce deuxié¢me systeme standard contient
celui du premier systeme standard.

y
BEREE
TTT T TR

Fic. 5.

L’avantage de ce systéme est que dans les pro-
blémes ou par hypothése o << 0 a linterface, il
n’y a pas de différence entre I'interface parfaite-
ment rugueux standard et l'interface parfaitement
rugueux réel (§ 1.3.) pour lequel on sait mieux
intuitivement construire des solutions.

Dans le cas o M est un matériau de Tresca stan-
dard on retrouve le théoréeme A’ donné dans [10].

2.2.2.3.

Enfin on peut préférer considérer le systéme
composé du méme matériau standard 2.2.2.1. et
2.2.2.2., et a interfaces « collés ». Il fournit une
majoration qui ne peut étre meilleure que les précé-
dentes, car le convexe des chargements licites pour
ce systéme standard inclut les deux précédents.

Dans le cas ot M est un matériau de Tresca stan-
dard on retrouve le théoréme A de Drucker [2].
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