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Poingonnement d’un milieu semi-infini en matériau plastique
de Tresca non-homogéne

D. BERTHET, J. C. HAYOT, J. SALENCON (PARIS)

ON ETUDIE, en déformation plane, le poingonnement d’un demi-espace constitué d’un ma-
tériau de Tresca dont la cission limite est fonction de la profondeur (matériau stratifi€). Les
solutions ont été construites, par la méthode classique pour les équilibres limites plans, dans
le cas oul la cission limite croit linéairement avec la profondeur, pour les conditions extrémes
de frottement sous le poingon: poingon lisse et poingon parfaitement rugueux.

Praca dotyczy zagadnienia wciskania sztywnego szeSciennego stempla w sztywno plastyczna
polprzestrzeni. Zalozono, ze material spelnia warunek plastycznosci Treski, w ktérym granica
plastycznosci jest funkcja glebokosci. Podano rozwiazanie dla dwoch przypadkow, dla stempla
gladkiego i przy uwzglednieniu tarcia, kiedy granica plastycznosci materiatu jest liniowo za-
lezna od gtebokosci.

PaGora kacaercsi BOABNWBAHMA YKECTKOrO IIECTHUTPAHHOIO INT2MIA B JKECTKO-ILIACTHYECKOE
HONYIPOCTPaHCTBO. IIpenmoaraercsi, YTo MaTepualn yAOBIETBOPSAET YCIOBUIO IINACTUYHOCTH
Tpecku, B KOTOpOM IIpeeNt IUIACTHYHOCTH ABJAETCA (yHKUuei rilyounbl. IaeTcs pelueHHe
JJIs1 IBYX CIIy4aeB JAJIA TJIQJIKOTO INTAMII2 W IIPM YUeTe TPEHMs, KOTJa IpeAell MIACTHIHOCTH
Marepuasna 3aBUCHT, B JIMHEHHOM CMBICJE, OT I'JTyOMHBI.

1. Introduction

L’ETUDE des problemes de plasticité dans les cas de non-homogénéité a fait 'objet des
travaux de plusieurs auteurs au cours des derniéres années [3, 5 a 14] tant pour le ma-
tériau élasto-plastique que pour le matériau rigide-plastique et les problémes d’écoulement
libre.

Dans ce dernier cas Rychlewski [10 & 13] a examiné les types de non-homogénéité
avec saut c’est a dire correspondant 3 des solides constitués de plusieurs matériaux homo-
genes dont les limites de plasticité sont différentes. Ce type de probléme a été également
abordé dans [14 et 15] & propos du poingonnement d’un bicouche en déformation plane.

Kuznetzov [5], FAVRETTI [3], et OSTROWSKA [9] ont traité des cas ou la non-homo-
généité se manifeste par une dépendance continue de la limite d’écoulement du matériau
constitutif, en fonction des coordonnées du point considéré dans le solide étudié.

Nous considérons ici le probléeme du poingonnement, en déformation plane, du demi-
espace (x > 0) constitué d’un matériau rigide-plastique obéissant au critére de Tresca et
dont la cission limite croit linéairement avec la profondeur :

(1.1) k(x) = ko(l—}-%).

La longueur a qui servira d’unité de longueur dans toute la suite est donc la pro-
fondeur pour laquelle la cission limite atteint le double de sa valeur en surface ; elle
caractérise la non-homogénéité.
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Du point de vue pratique le probléme envisagé ici, correspond par exemple 4 la dé-
termination de la capacité portante d’une fondation sur une couche d’argile d’angle de
frottement interne nul et dont la cohésion varierait comme le poids des terres en place.

Dans [3] FRAVRETTI a étudié le cas d’une cission limite qui décroit linéairement avec
la profondeur, dans le but d’interpréter les essais de microdureté pour des matériaux
ayant subi des traitements thermiques de surface. Seul le cas du poingon lisse a été abordé.

On étudiera d’abord le cas du poingon lisse, puis celui du poingon rugueux. Pour
le premier de ces problémes, KUZNETZOV [5] a donné une solution approchée valable
pour une non-homogénéité faible (i.e. a grand vis a vis des dimensions du poingon);
dans [14 et 15] l'utilisation de solutions cinématiques a fourni des majorations de la force
nécessaire au poingonnement dans les cas du poingon lisse et du poingon rugueux.

2. Notations

k(x) est la cission limite du matériau; o, et o, les contraintes principales, positives
en traction, ¢, == 0,.

On pose: 0 = (0x, 0,), p = —(0,+03)/2.

On sait que 1’'on a alors dans les zones en équilibre limite:

Oxx = —p-+kcos20,
2.1 gy, = —p—kcos28,
Txy = ksin26.

3. Equations de P’équilibre limite plan pour le matériau de Tresca non-homogéne

L’état d’équilibre limite plan pour un matériau de Tresca non-homogéne est, avec
les notations du § 2, gouverné par les équations pour les contraintes suivantes:

— 24 —2k 1n20 +2k cos 20

By 0s 20 —}— sxn20 =0,

+

dy 3

<

n20— —3500520 =0,

ap
———+2kcos29 +2k n20a -{— a 7

ou p et 0 sont les fonctions inconnues de x et y.
Les caractéristiques de ce systéme quasi-linéaire hyperbolique sont les lignes de cisaille-
‘ment maximal, de pente:

3.2 dyldx = tg(6Fn/4), lignes a, B.

En posant

(3.3)
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les relations le long des caractéristiques sont:

dp+2kd0——j—kds, =40, ligne «,
Se
(3.4
ok .

dp—2kdf— %5 dsg =0, ligne §;

ou encore
ok ok .
dp+2kdi+ [W — —a—;—ctg O— n/4):|dy =0 ligne «,

3.5)

ok ok .
dp—2kdd— [W + th (9—~n‘/4):|dy =0 ligne B.

(S’il y a des forces de masse dérivant d’un potentiel ¥ on remplace dans les formules
(3.1)~(3.5) p par (p+oV). Dans le cas du matériau stratifié étudié ici, dk/dy = 0.

Pour les vitesses le probléme se pose exactement comme dans le cas du matériau ho-
mogene: les lignes « et § sont caractéristiques pour les vitesses, et les relations le long
des caractéristiques sont les relations de Geiringer:

dv,—vpdd =0 ligne o,
(3.6)
dvg+v,d9 =0  ligne .

la condition de positivité de la puissance dissipée:

a0

v, a0 dv o ~0.

A PGS T
0sg i dsg * Sy t

3.7 -

On peut comme dans le cas homogéne, tracer 'hodographe (cf. [3]): la propriété
d’orthogonalité entre la tangente & une ligne de glissement et la tangente 4 son image
sur ’hodographe est conservée. -

On sait (cf. [2]), qu’une condition suffisante pour que la puissance dissipée soit non
négative est que, sur 'hodographe I'orientation du réseau des lignes images des lignes
o et § du plan de ’écoulement, soit en chaque point opposée de celle du réseau original.

4. Probléme posé

Un poingon rectangulaire rigide de largeur 0’0 = B = 2b, animé d’une vitesse verticale
de translation U agit & la surface du demi-plan x = 0, constitué du matériau stratifié
de cission limite £(x) (1.1).

On cherche a déterminer la force limite de poingonnement, F.

Les forces de masse sont le poids du matériau, constant, ou qui peut aussi étre supposé
variable avec la profondeur x; celui-ci dépendant toujours d’un potentiel ¥(x) s’éliminera
du calcul de la force limite de poinconnement et il n’en sera plus fait mention dans la
suite.

9 Arch. Mech. Stos. nr 1/72
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5. Poingon lisse

On suppose que le contact entre le poingon et le demi-plan est sans frottement.
Les conditions aux limites pour le probléme d’écoulement plan considéré sont alors:
(N

Ox = Tyy =0 pour x =0, y>0 ou y < —2b,
Tyy =0, vy=U pour x=0, —2b<y<0.

5.1. Champ de contraintes

La résolution en contraintes s’effectue a partir de Oy:

dans OCD domaine de dépendance de OD, les caractéristiques « et 8 sont rectilignes
et la solution est:
6 =—m, .
p= —k(x) = —ko(l+x/a),
O, point singulier de la solution, est une caractéristique « dégénérée, enveloppe des ca-
ractéristiques £ du faisceau OBC d’ouverture 7z/2: 0 varie en O de = & 7/2.

Le faisceau de caractéristiques OBC est déterminé, A partir des données sur OC et
en O, de fagon classique en utilisant les relations le long des caractéristiques.

La solution dans le troisiétme domaine OBA est obtenue elle aussi en utilisant (3.5),
a partir des données sur OB (caractéristique) et de la condition 6 = =/2 sur y'0.

La fig. 1 représente le réseau indéfini de caractéristiques de cette solution, calculé
numeériquement pour OB < 10q.

Il est clair que ce réseau ne gépend aucunement de k,: en effet dans (3.5) on a:

k@=hb+ﬂ,

(.2)

ok

ax = Kol
ok

Zy 0

et la solution est donc du type: p/k, = f(x,y), 6 = g(x, y) indépendants de k,.
D’autre part la longueur a qui caractérise la non homogénéité (cf. § 1) intervient en

FiG. 1.

tant qu’échelle pour les réseaux d’écoulement. o désignant la contrainte normale le long
de OB, la fig. 2 représente o/k, en fonction de (—y/a).

La solution pour un poingon de largeur B = 2b donnée s’obtient immédiatement
a partir du réseau indéfini de la fig. 1: on conserve dans cette solution indéfinie la partie
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correépondant a OA = b et on compléte par symétrie par rapport & Paxe du poingon
(fig. 3).

L’intégration de o sur OA4 donne F/2. La fig. 4 représente w/k, = F/Bk, en fonc-
tion de B/2a.

rd
-~
g / ko 1 //,
vd
///
Elthod ///
-~
///
rd
//
. rd
Sl
s o >
PO
///
//
,/
7’
204 el
///
e
re
///
-/
w0~ S
///
| 1 | i | | o
0 5 10 15 20 25 30
, Y/
Fi1G. 2.

Fic. 3.

L.
0 5 90 15 20 25 30 BJog.
FiG. 4.

[ A



132 D. BerTHET, J. C. HAYOT ET J. SALENCON

5.2. Champ de vitesses

Le mode de déformation associé & cette solution en contraintes est le suivant (pour
y = —b; pour y< —b on complétera par symétrie):
le matériau est immobile au dessous de ABCD;

il y a discontinuité de la vitesse v, d’amplitude U ]/ 2 le long de ABCD et glissement
sous le poingon le long de OA4: la vitesse de glissement croit le long de 40 A partir de
la valeur U en A. (OABC) est la zone déformée ol les vitesses s’obtiennent par intégra-
tion des relations de Geiringer.

La fig. S représente I’hodographe correspondant a cette intégration, calculé dans le
cas bja = 6. Son orientation montre que la condition suffisante de non-négativité de
la puissance dissipée, indiquée au § 3, est vérifiée.

La construction de ’hodographe est beaucoup moins commode que celle du réseau
d’écoulement en ce sens qu’elle doit étre effectuée entiérement pour chaque valeur de

0

A Oy
FiG. S.

b/a, & partir de OA en suivant le réseau d’écoulement; il n’est pas possible comme pour
les schémas d’écoulement, d’obtenir un réseau en continuant la construction & partir
du précédent.

Pour cette raison plusieurs constructions d’hodographes ont été effectuées afin de
vérifier la non-négativité de la puissance dissipée. Celle-ci semble étre assurée V b/a.

On dispose donc d’une solution incompléte au sens de BisHop [1], qui fournit un

majorant de la force de poingonnement.
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5.3. Commentaires sur les résultats

Au voisinage du point O, le réseau de lignes de glissement de la fig. 1 ést tangent au
réseau de la solution de Prandtl. Il s’agit alors d’un poingon de largeur faible vis 3 vis
de la longueur a caractérisant la non-homogénéité, et I'influence de celle-ci se fait donc
trés peu sentir.

Au fur et 4 mesure que la largeur du poingon croit, on voit que les caractéristiques
du faisceau OBC s’incurvent pour devenir paralléles 3 OC, tandis que le réseau s’allonge
parallélement a y'O.

La profondeur de la zone déformée (H) croit moins vite que la largeur du poingon;
de méme pour la largeur de la zone perturbée 3 la surface.

C’est 4 dire que pour un poingon de largeur donnée, si I’on fait croitre la non-homo-
généité, la zone déformée s’enfonce moins profondément dans le milieu. La fig. 6 représente
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la variation de H/a en fonction de b/a (la tangente a I’origine a pour pente ]/ 2/2: réseau
tangent a celui de Prandtl).

La pression moyenne @ part de la valeur (w--2)k, pour B/a = 0, et est une fonction
croissante. La pente de la tangente a I'origine est

dw

comme on le voit en intégrant (3.5), le long d’une caractéristique « du réseau au voisinage
de O assimilé au réseau de Prandtl.

La courbe (@, B/2a) est toute entiére au-dessous de cette tangente d’équation
(5.4 w = (a+2-+Bja)k,.
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Ce résultat est'en parfait accord avec celui donné dans [14 et 15], ol par une approche
cinématique (5.4) a été obtenu comme majorant de la pression de poingonnement confir-
mant le résultat de KUZNETZOV [5]. La concordance des résultats au voisinage de B/a = 0
ne doit d’ailleurs pas surprendre car la solution cinématique de [14 et 15] utilise le réseau
d’écoulement de Prandtl et son mode de déformation.

6. Poingon rugueux

On suppose maintenant que la condition de frottement sous le poingon est:

|Txy] <k > vy(x = 0%) =0,
6.)
Txy = k(resp—k) - v,(x = 0%) > 0 (resp < 0).
Autrement dit il y a frottement maximal, c’est & dire que s’il y a un glissement, il se
produit dans une mince couche de matériau adhérente au poingon.
(6.1) remplace ainsi la condition sur 7,, dans (5.1),, pour ce qui est des conditions
aux limites du probléme d’écoulement plan.

6.1. Champ de contraintes

On construit d’abord la solution indéfinie en contraintes correspondant aux condi-
tions aux limites

0=mn pour x=0,y>0,
6.2

0:% pour x=0,y<0.
(6.2) correspond a 7,, = k ce qui, du point de vue des vitesses examiné par la suite
¢ 2 Apermettra le glissement du sol selon y’0.
La détermination de cette solution s’effectue comme au 5.1. Celle-ci comporte trois
zones:
—OCDoub=metp=—k(x),
— un faisceau de caractéristiques g issu de 0, d’ouverture 3m/4,
— un troisitme domaine OBA ou la solution est obtenue A partir des données sur
OB caractéristique et de la condition 6 = m/4 sur y'0.
Le réseau de caractéristiques de cette solution indéfinie, calculé pour OA4 < 10a, est
représenté a la fig. 7. (Il est indépendant de k, et a y joue le role d’échelle de longueur).
Pour un poingon de largeur B = 2b donnée on a par raison de symétrie sur I'axe du
poingon (y = —b):

(6.3) To(x >0, —b) = 0.

On obtiendra donc la solution correspondant & ce cas en limitant le réseau indiqué
de la fig. 7 4 sa partie utile par la caractéristique o, SBCD, et la caractéristique g, T'S,
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Fic. 7.
qui se coupent sur I'axe du poingon (y = —b) en un point ou 6 = /2. On compléte
alors par symétrie (fig. 8). '
B=2b

Cl

FiG. 8.

La résultante verticale des contraintes le long de OTS donne F/2 (il est plus commode
4 tous points de vue d’intégrer le long de (S), courbe issue de O, lieu de S). La courbe
(w/ko = F|B, , B[2a) est tracée a la fig. 4(*).

6.2. Champ de vitesses

Le mécanisme d’écoulement correspondant & cette solution en contraintes est le
suivant:
le triangle T'ST’ est indéformé et s’enfonce & la vitesse verticale ¥V du poingon;

. il y a discontinuité de vitesse le long de ST (et sym.) et SBCD (et sym.); le matériau
au-dessus de SBCD (et sym.) étant immobile;

les zones déformées sont STODCBS (et sym.).

N L’intégration des équations de Geiringer permet de déterminer les vitesses en tout
point de la zone déformée: ’hodographe (fig. 9) est la représentation graphique -de cette
intégration.

Comme au § 5.2 on a effectué plusieurs constructions d’hodographes afin de vérifier
la non-négativité de la puissance dissipée. Celle-ci semble assurée Vb/a.

La solution proposée est donc bien une solution incompléte [1], fournissant un majorant
de la force de poingonnement.

y (1) On m’a pas jugé utile de donner la courbe de ¢ composante normale de Ia contrainte sur 3’0 en
fonction de (— y/a), qui parait présenter peu d’intérét en raison de la forme des solutions (fig. 8), et spé-
cialement si bja << 1.
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0

Fi1G. 9.

6.3. Commentaires sur les résultats

Au voisinage du point O le faisceau de lignes f OBC est tangent 3 un éventail de
Prandtl (d’ouverture 37/4). La solution, pour les faibles valeurs de b/a, a l'allure indi-
quee sur la fig. 10, et tend vers la solution de Prandtl si b/a — 0.

L’intégration de (3.5) au voisinage de O, dans le réscau assimilé au réseau de Prandtl
fournit la pente a I’origine de la courbe (&, B/2a): on trouve:

(6.4) dw/d(B[2a) = 4k,

et la tangente @ = (n+2-+2B/a)k, est entiérement au-dessus de la courbe.

A noter que les majorants donnés dans [15] pour @ par la méthode purement ciné-
matique déja décrite sont:

65 pour Bla <12 @ = (n+2+2Bla)ks
' >1

[2 o= (r+3+B/a—al4B)
(représentés sur la fig. 4).

Les résultats obtenus par les deux méthodes concordent donc au voisinage de B/a = 0,
ce qui était attendu pour les mémes raisons que dans le cas lisse.
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Sur la fig. 6 on a tracé la courbe de H/a en fonction de b/a dont la tangente a l'origine

a pour pente cette fois /2. Ici encore, si la non-homogénéité devient plus forte, la zone
déformée s’enfonce moins profondément dans le demi-plan.

Fia. 10.

7. Remarques finales

Les solutions présentées ne sont, nous I’'avons vu, que des solutions incomplétes et
ne fournissent en toute rigueur qu’une majoration de la force de poingonnement.

Il resterait 2 démontrer qu’il est possible de prolonger le champ de contraintes de
fagon statiquement et plastiquement admissible dans les zones non déformées; il n’y
a évidemment aucun probléme en ce qui concerne la zone STT' dans le cas rugueux,
et il reste dans les deux cas a effectuer le prolongement au-dessous de la zone déformée.
S’agissant d’un matériau dont la résistance croit avec la profondeur il semble raisonnable
de penser que ce prolongement est possible; 'utilisation de méthodes adaptées de celles
de BisHoP [4] ou de SHIELD [6] devrait pouvoir étre envisagée.

De toutes facons, les courbes de la fig. 4 montrent clairement Pintérét des résultats
obtenus ici. Les majorations antérieures, excellentes dans le cas de faible non-homo-
généité du matériau stratifié, deviennent vite trés surabondantes lorsque la non-homo-
généité augmente.
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