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INTRODUCTION

Cette étude, dont certains résultats ont été présentés dans quatre notes aux Comptes rendus [Salencon
(1967 a, b, 1968 a, b)], a trait a Papplication de la théorie des charges limites & la résolution des problémes de
plasticité en déformation plane, pour le matériau rigide parfaitement plastique obéissant au critére de Tresca et
au principe du travail maximal.

On sait que 1’étude de la déformation plane apparait habituellement comme un chapitre & part dans les
traités de plasticité, dominé par la théorie mathématique des réseaux de lignes de glissement. S’appuyant sur
cette théorie liée au caractére hyperbolique des équations en contraintes et en vitesses dans les zones plastifiées,
on construit des solutions, qui n’intéressent en général qu’une partie de la structure étudiée (la zone plastifiée
supposée) ; pour un méme probléme on peut d’ailleurs bien souvent trouver plusieurs sotutions de ce type.

Par contre, pour interpréter ces solutions, en préciser la portée, et analyser la signification physique des
résultats obtenus, il est nécessaire de se replacer dans le cadre général en utilisant les principes extrémaux de la
théorie des charges limites. C’est sur la reconnaissance de ce fait qu’est fondé notre travail.

Dans la premiére partie. nous définissons avec précision la notion de charge limite et les diverses conditions
sous lesquelles celle-ci a une signification pour une structure réelle élasto-plastique. Nous analysons, 4 la lumiére
de la théorie des charges limites, les caractéres et la validité des résultats fournis par les méthodes couramment
utilisées dans la résolution des problémes pour le matériau rigide parfaitement plastique ; mettant en évidence
que la grande majorité des solutions connues. en particulier pour les problémes de déformation plane, ne sont
que des solutions incomplétes, nous insistons sur le fait que seules les solutions complétes, dans lesquelles on
connait dans toute la structure un mode de déformation licite et un champ de contraintes licite associés,
fournissent une solution exacte.

Nous traitons également des possibilités d’extension de la théorie classique pour interpréter les résultats
dans les cas fréquemment étudiés ol Pon emploie le critére de Coulomb comme critére de plasticité de matériaux
non standards ou comme condition de frottement sec aux interfaces entre solides constituant la structure.

Les trois parties suivantes sont consacrées  I’étude de divers problémes de poinconnement en déformation
plane. L'application de la théorie des charges limites nous fournit une méthode de recherche productive
permettant de trouver des résultats nouveaux : notre idée directrice dans ces recherches est la mise en évidence
de solutions complétes et la discussion de leurs conditions de validité ; diverses méthodes sont utilisables.
Lorsque ce but ne peut étre atteint, nous cherchons & encadrer au mieux la charge limite aux moyens des
théorémes limites classiques.

Dans le probléme du poingonnement symétrique d’une plaque par deux poingons rigides étroits (h/a 2 1),
nous utilisons la méthode qui consiste. & compléter statiquement une solution incompléte. Pour
5,298 < hja < 8,713 nous parvenons ainsi 4 mettre en évidence une solution compléte par une construction
progressive au moyen d’une méthode issue de celle de Bishop (1953); nous démontrons des théorémes
permettant de faciliter la vérification des conditions nécessaires, dans cette construction et toutes autres
semblables. ‘

Pour fifa < 5,298, la méthode ne permet plus de compléter la solution de Hill mais nous construisons une
solution statique encadrant ainsi-avec une bonne précision la charge limite.

Nous étudions la question de la signification intrinséque des résultats obtenus, c’est-a-dire en quoi les
conclusions gue nous tirons sont liées 4 la méthode de prolongement choisie ; et nous montrons par exemple :



.

- que dans le cas ii/a > 5,298, la largeur minimale du bloc nécessitée pour le prolongement par cette
méthode différe au plus de 0,3% en écart relatif de la largeur minimale absolue (inconnue mais que nous
encadrons au moyen des théorémes limites): cela constitue une bonne justification des conditions
supplémentaires que nous avons imposées au prolongement pour adapter la méthode de Bishop au probléme ;

- en considérant certains problémes locaux posés par le prolongement, qu’il est plausible que la borne
hfa = 5,298 ait un sens indépendamment du mode de prolongement choisi et que pour hfa < 5,298 la solution
de Hill ne puisse pas étre complétée.

Cela apparait comme une contribution, sur cet exemple particulier, a I'étude détaillée du probleme
fondamental posé par Prager (1958) sur la prolongation du champ de contraintes des domaines en écoulement
plastique aux domaines rigides.

Pour le probléme de I’écrasement d’une plaque entre les plateaux d’une presse (2/a < 1), nous utilisons une
méthode différente, construisant d’abord une solution statique 3 laquelle nous essayons d’associer ensuite un
mode de déformation licite pour constituer une solution compléte. Nous obtenons ainsi. quelles que soient les
valeurs de /i/a, de la largeur de la plaque L et du coefficient de rugosité des plateaux m, une solution statique ;
par contre nous ne trouvons de solution cinématique associée, si L/a > 1, que dans certains intervalles de h/a
fonctions de m. Grice a la méthode utilisée, associant considérations statiques et cinématiques. ces intervalles
sont plus étendus que ceux obtenus antérieurement par d’autres auteurs par la recherche directe de solutions
cinématiques ; ils nous permettent, dans les intervalles ol la charge limite n’est pas connue exactement, de
donner de meilleures majorations.

C’est ensuite au probléme du poingonnement d’un bicouche que nous appliquons notre méthode de
recherche. On considére un bicouche semi-indéfini formé d’une bande dc matériau rigide-plastique fixée sur un
demi-plan en matériau rigide plastique plus dur.

Envisageant d’abord le cas ol le demi-plan inférieur est iridéformable (K = *9) nous donnons, quelle que
soit la valeur du coefficient de rugosité partielle sous le poingon, une solution coniplete. Nous étudions les
propriétés de la charge limite connue ainsi : comportement asymptotique, ..., ainsi qu’une relation trés simple
entre les charges limites correspondant aux cas du poincon lisse et du poincon # rugosité maximale.

Si le demi-plan inférieur a une cission limite finie K, la solution précédente est valable comme solution
incompléte. Pour chaque valeur de A/z et de m, nous montrons qu’il existe une valeur minimale de K, soit
Ko(hja, m) finie, telle que si K=K, cette solution incompléte peut étre complétée. Cela signifie que si
K > Kq (hfa, m), la charge limite du bicouche est la méme que si le demi-plan inférieur était indéformable. La
démonstration de ce théoréme est basée sur la mise en évidence d’une solution compléte valable siK .> K,
(h/a, m) fini ; K’y est donc un majorant de K. La recherche d’un minorant de K, se fait & partir de solutions
cinématiques du probleme, dont la zone déformée pénétre dans le demi-plan inférieur du bicouche.

Nous sommes ainsi conduits a I’étude de certaines classes de solutions cinématiques du probléme. Nous
choisissons de considérer la classe des mécanismes de déformation licites associés a la solution de Prandtl puisque
celle-ci fournit la valeur exacte de la charge limite dans le cas du milieu homogéne, et nous cherchons la meilleure
parmi ces solutions cinématiques en minimisant la puissance dissipée. I est alors loisible d’¢largir le probléme 4 la
recherche du minimum de la puissance dissipée sur cette classe de solutions cinématiques dans le cas o le milicu
sur lequel agit le poincon est non homogéne de fagon quelconque vérifiant seulement une hypothése de symétrie
par rapport a 'axe du poingon. Dans ces conditions nous ramenons la recherche du minimum de la puissance
dissipée, qui est un probléme de minimisation de fonctionnelle sur la classe de fonctions dont dépend la classe de
solutions cinématiques, a la minimisation d’unc fonction d’une variable. Ce résultat s’applique trés simplement
au cas du bicouche pour lequel nous donnons I'expression de la fonction a minimiser dans tous les cas de valeurs
de hfa et de m. On en déduit un minorant Ky (hfa, m) de K. De plus nous étudions le poinconnement d’un
demi-plan composé d’un matériau rigide-plastique stratifié (non homogénéité fonction uniquement de la
profondeur) : la fonction a minimiser s’obtient par intégration a partir de celles du bicouche et cette méthode
permet d’obtenir un majorant de la charge limite de facon remarquablement simple.

Le point fondamental qui ressort de ce travail est qu’il est nécessaire pour résoudre les problémes de
déformation- plane de se placer dans I"optique de la théoric des charges limites. Nous en avons déduit une
méthode de recherche axée principalement sur la mise en évidence de solutions complétes. qui se révéle
productive, comme le montrent les exemples traités, méme lorsqu’on ne peut parvenir i mettre en évidence de
telles solutions.



PREMIERE PARTIE

théoréemes genéraux



I — THEORIE DES CHARGES LIMITES.

Afin de préciser la terminologie utilisée dans la suite, nous rappelons sans entrer dans les détails les
principaux résultats de la théorie des charges limites en dégageant au maximum les hypothéses nécessaires i leur
établissement. Pour des exposés généraux plus détaillés on pourra se reporter 4 Mandel (1966), Koiter (1960),
Radenkovic (1962).

I — Le probléme de I'équilibre limite

1.1 — Structures étudiées et matériaux les constituant.

Considérons une structure (un solide, un systéme de solides) formée de matériaux élastiques-plastiques.

Elle est soumise a un chargement défini par les paramétres d’intensité Q;, Q,, ... Q,, les autres conditions
aux limites étant homogénes : vitesses de déplacement nulles ou contraintes apphquees nulles. Pour simplifier
les énoncés nous supposons qu’il n’y a pas de forces de masse. D’autre part tous les processus de chargement
considérés sont quasi statiques.

Nous supposons que les lois de comportement des matériaux constituant les solides sont telles qu’en phase
plastique le principe du travail maximal [ Hill (1950) ] soit vérifié dans chacun de ceux-ci.

De plus nous faisons sur les conditions de frottement aux interfaces des solides une hypothése analogue,
sur laquelle nous reviendrons dans la suite (§ 1.8).

1.2 — Structure rigide-plastique associée.

Nous supposons que les matériaux constituant les solides, s’ils sont écrouissables ont un écrouissage limité ;
c’est-d-dire que, au cours d’un processus de chargement monotone, lorsque la déformation en un point a atteint
une valeur suffisante, il 0’y a plus écrouissage en ce point au-deld de la charge correspondante et le matériau est
alors parfaitement plastique : son critére de plasticité ne dépend plus de la déformation (dans la représentation a
une dimension €, 0, la courbe présente un palier).

Les mdtCHdll‘( peuvent présenter un cffet Bauschinger mais nous supposons que celui-ci n’affecte pas le
critére ** palier 7 (')

Nous définissons la structure rigide-plastique associée comme la structure semblable a la structure
élastoplastique dormée constituée en chaque point par le matériau rigide-parfaitement plastique dont le critére
est le critére " palier ” du matériau élasto-plastique donné correspondant, et la loi de comportement celle de ce
matériau élasto- plastique lorsque le palier est atteint (le matériau rigide parfaitement plastique ainsi obtenu
satisfait donc au principe du travail maximal) (*).

1.3 - Chargement de la structure rigide-plastique associée : charge limite.
Considérons la structure rigide-plastique associée soumise aux mémes conditions aux limites que la

structure élasto-plastique donnée. Soit un processus de chargement ** croissant © (*) de la structure ; on peut
méme supposer un chargement radial ol les ; croissent proportionnellement & un facteur unique A > O.

(1) On pourra noter par la suite lu grande ressemblunce de cette hy pothése (conforme a Uexpérience) avec les propriétés
démontrées pour la surface limite de plasticité.

(2) Pour les démonstrations des rcsultats de la théorie des charges hrmtcs il est sculement necessalrc que la matériau rigide
parfaitement plastique associ¢ vérifie le principe du travail maximal : hypothése faite au \ 1.1 sur les lois de comportement
des mutériaux Clasto-plastiques donnés est done trop forte : il suffit de supposer que le principe du travail ma\lmal est vérifié
par ces matériaux cn phase plastique au * palicr
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La structure étant rigide-plastique, il n’y a pas en général unicité du champ de contraintes sous un
chargement donné.

-Si I'on étudie la déformation de la structure, il est clair que celle-ci ne devient possible que lorsque
I’écoulement plastique libre apparait.

On peut démontrer, par application du principe du travail maximal, que malgré la non-unicité signalée
ci-dessus, la valeur 7\{ P pour laguelle ’écoulement plastique libre apparait lors du processus de chargement radial
considéré est unique.

Ainsi tant que A < )\lrp il n’y a pas de déformation et la structure demeure rigide.

Pour A = 7\er, la déformation de la structure devient possible ;elle se poursuivrait a charge constante si les
changements de géométrie qui en résultent n’avaient pas d’influence. Une légére augmentation de la charge
au-dessus de 7\1’7’ (parfois méme une diminution) suffit ensuite a entrainer des déformations ruinant la structure.

AP est la charge limite de la structure rigide-plastique pour le processus de chargement radial considéré.

Pour un trajet de'}charge croissant quelconque on définit de méme dans Pespace Q,, Q,, ... @y, le point
P,7D : point de charge limite de la structure.

La démonstration de P'unicité [ cf. Mandel (1966) ] montre également que PP est indépendant du trajet
de charge suivi pour I'atteindre : quel que soit le trajet de charge de 0 4 P[P il y a écoulement plastique quand on
atteint P/P. Pour cette démonstration on utilise le principe du travail maximal et on prouve que I'ensemble des
points de charge limite Pl”p qui appartient nécessairement a Iensemble des chargements auxquels on peut
associer un champ de contraintes licites, est la frontiére de cet ensemble qui est convexe dans ’espace des
chargements O et que, de plus, le vecteur de coordonnées ¢;, correspondant a I’écoulement plastique libre
naissant est normal extérieur au point de charge limite a cette frontiére.

1.4 — Chargement de la structure élasto-plastique, lorsque les changements de géométrie sont négligeables.

Soit Ja structure élasto-plastique soumise au méme processus de chargement radial que ci-dessus. Nous
supposons que les déformations sont suffisamment petites jusqu’a Papparition de I'écoulement plastique libre
7\1617 défini ci-dessous pour pouvoir négliger les changements de géométrie de la structure (confondre
coordonnées actuelles et coordonnées initiales).

Ceci nécessite une condition supplémentaire en ce qui concerne les matériaux constituant la structure : la
déformation plastique nécessaire pour atteindre le critére ** palier ” doit étre suffisamment faible.

On a alors en suivant la croissance de A :

a) pour Ao :les vitesses de déformation sont €lastiques en tous les points de la structure : €; = é,e]' (cela ne
veut pas dire que la limite d’écoulement n’est atteinte en aucun point de la structure). Remarquons que dans
certains cas de contraintes résiduelles cette valeur Ao peut étre nulle, les vitesses de déformation plastiques étant
non nulles pour tout A positif. .

b) pour Aq <7\<?\‘1’p: en des points de la structure ol la limite d’écoulement est atteinte, la vitesse de
déformation contient une partie plastique non nulle : éij = 6'1-7 + 65 avec el!]’- # 0.

Cette déformation plastique est contenue par la déformation des régions ol les vitesses de déformations
sont purement élastiques, ou par ['écrouissage : cela se traduit par le fait que si A est maintenu constant égal &

une telle valeur on a : éi-} =0.N< AN AP N=0= EZ = 0).

¢) pour A = NP : [Pécoulement plastique libre apparait. En certains points de la structure ou la limite
d’écoulement est atteinte, la vitesse de déformation contient une partie plastique non nulle elp- qui ne s’annule
pas pour X = 0 : ces points constituent une zone ol I’écrouissage est terminé et ot le critére d’écoulement vérifié
est celui correspondant au “ palier ™. En négligeant les changement de géométrie il y aurait déformation de la
structure sous charge constante A = ?\‘l’p. En fait, comme au § 1.3 une légére augmentation de A au-dessus de A,
(ou méme une diminution) suffit a entrainer des déformations ruinant la structure.

(3) On peut par exemple définir ainsi la “croissance” : le long du trajet, Vi ]Qil est une fonction croissante, et Qi est de signe
constant.
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Dans l'espace Oy, 0, ... @, pour un trajet de charge croissant on définit de méme les points Py et Plep.

Il est clair, puisque les changements de géométrie sont négligeables jusqu’en A\ = 7\1617 , et daprés la
définition de AP, que NP est identique & NP pour le méme chargement radial, de méme pour PP et PEP.
On peut donc les noter A, et P, .

Ainsi dans le cas ol les conditions sont telles que les changements de géométrie sont négligeables jusqu’a
I"apparition de I’écoulement plastique libre, la charge correspondant a cette apparition pour la structure réelle est
la méme que pour la structure rigide plastique associée. C’est la charge limite de la structure.

1.5 — Autres cas o la charge limite de la structure rigide-plastique associée a une signification pour la structure
élasto-plastique.

Dans certains cas trés courants dans la pratique on trouve que, considérant la structure élasto-plastique
soumise 4 un processus de chargement radial, lorsqu’on calcule les déformations au cours du chargement en
supposant les changements de géométric produits négligeables, la charge est asymptote & une limite
correspondant 4 ’apparition de I’écoulement plastique libre lorsque les déformations deviennent infinies. Cette
constatation interdit donc d’appliquer les résultats du § 1.4 puisque ’on vérifie a posteriori que les changements
de géométrie ne sont pas négligeables jusqu’a I"apparition de I’écoulement plastique libre. On trouve également
que cette limite est atteinte rapidement, c’est-d-dire que sur un diagramme représentant A en fonction du
paramétre de déformation associé, pour une déformation de P'ordre de deux a trois fois celle a la limite
d’élasticité Ay, N\ est déja trés voisin de sa limite qui est évidemment la charge limite de la structure
rigide-plastique associée.

Cela prouve que la charge limite de la structure rigide-plastique associée a une signification pour la
structure élasto-plastique : elle est trés voisine de la valeur pour laquelle des déformations ruinant la structure
apparaissent.

1.6 — Cas o la charge limite de la structure rigide-plastiq.ie associée n’a aucune signification pour la structure
élasto-plastique.

Ce sont les cas ol 'on doit tenir compte des changements de géométrie en suivant le processus de
chargement.

Un exemple est fourni par [’expansion quasi-statique d’une cavité sphérique dans une sphére
élasto-plastique apaisse [ cf. Mandel (1966) | et en particulier dans un milieu infini : dans ce dernier cas, la charge
limite de la structure rigide-plastique associée est infinie tandis que, en tenant compte des changements de
géométrie, on obtient une valeur finie de la pression & I'intérieur de la cavité pour la plastification totale du
milieu.

1.7 — Recherche d’une charge limite. Remarques.

Dans le cas oit les hypothéses de § 1.4 ou 1.5 sont vérifiées, on voit que I'on peut se borner pour apprécier
la ruine de la structure élasto-plastique étudiée a rechercher la charge limite de la structure rigide-plastique
associée : on se proposera alors de rechercher pour cette structure le chargement limite correspondant a des
vitesses de déplacements ¢, ¢ ... G- '

C’est le probléme de la recherche d’un chargement limite ot il faut remarquer que les Q; ne sont plus
considérés comme des données et qu'il faut se donner les g; en remplacement. Ce sont les conditions aux limites
cohérentes (cf. § 1.8).

On ne devra pas perdre de vue toutefois, que c’est seulement la charge limite qui est atteinte par cette
méthode pour la méme structure en matériaux élasto-plastiques correspondants et par exemple ne pas donner
aux solutions complétes dont il sera question par la suite, une valeur qu'elles n’ont pas.

La méthode de présentation de la théorie des charges limites adoptée ici, est trés voisine de celle de Hill
(1951, 1952). Remarquons qu’il existe effectivement des cas ol ce qui a été dit au § 1.4 est applicable : par
exemple le probléme de la torsion d’un tube cylindrique mince { Lee (1952) |.

Ainsi que cela a été montré, par Hill (1952) et Prager (1958), la présentation de la notion de charge limite
donnée par Drucker, Greenberg et Prager (1951) est absolument équivalente a celle de Hill : quoique d’apparence
plus générale, elle nécessite en fait les mémes hypothéses et est peut-étre d’application plus difficile aux cas
ressortissant du § 1.5. Celle de Hill est assurément la plus précise.



1.8 — Conditions aux limites.

Mandel (1966) a défini la notion de conditions aux limites cohérentes sur les surfaces extérieures S d’une
structure, pour I'étude des problémes d’écoulement libre

a) en chaque point de S, on doit se donner trois composantes orthogonales entre elles pour 'ensemble
des deux vecteurs contrainte et vitesse,

b) Pécoulement libre doit étre possible pour des valeurs arbitraires, entre certaines limites, de ces données.

Dans le cas (qui est celui étudié ici) ol le chargement appliqué — c’est-a-dire les contraintes appliquées—
dfapend d’un nombre fini de paramétres Q; (forces généralisées), auxquels correspondent les ¢; (paramétres de
vitesses de déplacement), la reconnaissance des données aux limites cohérentes, qui en général est délicate, est
plus aisée.

Les Q; étant les inconnues, indépendantes, du probléme de la détermination de la frontiére d’écoulement
de la structure, la condition a) indique que les ¢; données doivent correspondre aux Q; inconnus,

Quant & b), cette condition correspond au fait que I’écoulement libre doit étre possible pour des valeurs
arbitraires des ¢; (entre certaines limites, souvent imposées pour des questions de signes).

En d’autres termes les données ne doivent étre ni sous abondantes ni surabondantes (*).

Dans le cas d’un systeme de solides nous devons aussi considérer les conditions aux interfaces (cf. § 1.2).
Sur un tel interface de contact entre deux solides il y a nécessairement continuité de la contrainte appliquée et
de la vitesse normale ; de plus une condition de frottement est satisfaitc.

Comme I'ont remarqué Drucker et Prager (1952), Drucker (1954, la condition de frottement de Coulomb
ne satisfait pas dans ces conditions le principe du travail maximal et ne permet pas la démonstration des
propriétés fondamentales de la théorie des charges limites énoncées ci-dessus.

La condition 4 P'interface doit étre : soit la donnée de la vitesse de glissement, soit celle de la contrainte
tangentielle, [ 7] ou 7. soit une condition de frottement indépendante de la pression normale (valable dans le
cas ol les critéres des matériaux constituant les solides sont indépendants de la pression moyenne) du type :

(¥i=o, !5} | < mk m donné 0<m< 1
171 = o, (G, | = mk, G, [V colinéaires, G v >0

(k minimum au point considéré dans la direction considérée des cissions limites des deux matériaux en
contact).

1.9 — Circonstances particuliéres.

Il peut se faire que pour certaines données aux limites cohérentes sur la structure on trouve plusieurs

points de charge limite correspondants : cela se produit lorsque la surface limite représentée dans I'espace O, 0,
.. Op, comporte des faces planes |voir un exemple dans I"article de Mandel (1964) ].

De méme lorsque la surface limite présente des points coniques le méme point de charge limite sera obtenu
pour des données aux limites cohérentes différentes.

[>’autre part, on a supposé dans tous les raisonnements que la structure ¢tait finie. On est pourtant parfois
amené pour la simplification de certains problémes. a étudier des cas de milicux infinis ou semi-infinis . les seules
conditions 4 la limite 4 I'infini plausibles sont &’y supposcr les déplacements nuls : dans ce cas tous les résultats
de la théorie des charges limites sont applicables a ce type de problémes.

(4) C’est ainsi que, si I'on considére un processus de chargement proportionnel, les Q; n’étant plus indépendants mais propor-
tionnels a un facteur A, 1a donnée cohérente correspondante n’est pas celle des ¢;, mais celle de X (associé a4 A dans Pexpres-
sion de la puissance) : en effet I’écoulement libre ne serait possible que si les données ‘ii Ctaient telles que e vecteur ¢ soit
dirigé suivant une normale sortante a la frontiére d'écoulement au point de charge limite correspondant au chargement
proportionnel cffectué (la condition b ne serait donc pas remplie) : on se trouve en présence de données surabondantes
auxquelles doit ¢tre imposée une condition de compatibilité. Les résultats de Rychlewski (1966 a) ont trait & ce probléme
si on les interpréte dans le cadre de la théorie des charges limites.
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2 — Propriétés de la charge limite.

Le tableau suivant résume les propriétés des points de charge appartenant aux différentes régions séparées
par la surface limite :

intérieur surface limite extérieur
<L L 0>L

Il existe au moins un champ de contraintes S.P.A. Il n’existe aucun champ de contraintes S.P.A. en

en équilibre avec O équilibre avec Q.

Dans tout champ de vitesses de déformation Il existe au moins un champ de vitesses de

CP.A. la puissance des forces extérieures du déformations C.P.A. dans lequel la puissance des

chargement est inférieure ou égale a la puissance forces extérieures du chargement Q soit supérieure

dissipée. a la puissance dissipée.

Dans tout champ de vitesses de déformation Il existe au moins un champ de vitesses de

CP.A., la puissance des forces extérieures du déformation C.P.A. dans lequel la puissance des

chargement Q est inférieure a la puissance dissipée. forces extérieures du chargement Q soit supérieure
ou égale a la puissance dissipée.

La structure peut supporter le chargement Q. La structure ne peut pas supporter le chargement
0.

. : statiquement et plastiquement admissible

SPA ; .
AP . . encore licites.
C.P.A.: cinématiquement et plastiquement admissible. ot

Ces résultats sont des conséquences du fait que le principe du travail maximal est vérifié dans toute la
structure.

Remarquons que la surface limite, lieu des points de charge limite est d la fois : la frontiere de 'ensemble
des chargements Q auxquels on peut associer un champ de contraintes licite (° ) qui soit en équilibre avec Q.

Et la frontiére de I'ensemble des chargements Q tels qu’il existe au moins un champ de vitesses licite (°)
dans lequel la puissance des forces extérieures de ¢ soit supérieure ou égale a la puissance dissipée.

Dans le cas de chargement proportionnel a un scul paramétre on peut énoncer :

2.1 - l.a charge limite est la borne supérieure précise des chargements auxquels il est possible d’associer dans les
systémes un champ de contraintes statiquement et plastiquement admissible (%). ’

2.2 — Dans tout champ de vitesses cinématiquement et plastiquement admissible (°), la puissance produite par un
chargement non supérieur a la charge limite ne dépasse pas la puissance dissipée.

2.3 — Siunchargement est supérieur a la charge limite il existe au moins un champ de vitesses cinématiquement et
plastiquement admissible dans lequel sa puissance dépasse la puissance dissipée.

Dol :
2.4 — La charge limite est la borne inférieure précise des chargements dont la puissance dépasse ou égale la
puissance dissipée dans au moins un champ de vitesses cinématiquement et plastiquement admissible.

3 — Détermination d’un chargement limite.

Pour simplifier le langage, nous étudions le cas du chargement proportionnel ; il s’agit donc de la déter-
mination de la charge limite.

(5) Clest-i-dire satistaisant les équations d’équilibre, les conditions aux limites et ne violant nulle part le critére.

(6) Satisfaisant les conditions aux limites sur les vitesses et tel qu’il soit possible en tout point ou le tenseur des vitesses de
déformation n’est pas nul de lui associer au moins un tenseur contraintes a la limite de plasticit¢ et tel que la loi de
comportement soit veritice.
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La détermination directe de la charge limite st possible dans certains cas, mais la plupart du temps on
utilise des méthodes ** d’encadrement ” conséquences directes des propriétés énoncées au § 2.

3.1 — Minorant de la charge limite ou m éthode statique.

La valeur de A correspondant & une distribution de contraintes qui satisfait les équations d’équilibre, les
conditions aux limites sur les contraintes (pour cette valeur de \) ct ne viole nulle part le critére de plasticité.
n’est pas supérieure & la charge limite. Autrement dit une telle distribution de contraintes fournit un minorant
de la charge limite.

3.2 — Majorant de la charge limite ou méthode cinématique.

Supposons que 'on connaisse un mode de déformation satisfaisant les conditions aux limites sur les
vitesses et plastiquement admissible (c’est-a-dire qu’il est possible en tout point ol le tenscur des vitesses de
déformation n’est pas nul de lui associer (au moins) un tenseur contraintes tel que la loi de comportement soit
vérifiée ainsi que le critére de plasticité : dans le cas du critére indépendant de la pression moyenne. la condition
“ plastiquement admissible ” correspond, d’aprés le principe du travail maximal a Pinvariance du volume). On
peut alors calculer la puissance dissipée dans le systéme dans ce mode de déformation, celle-ci est en effet une
fonction univoque du tenseur des vitesses de déformation plastiquement admissible (7). En égalant cette
puissance dissipée, au travail des forces extérieures, on obtient une valeur de A qui n’est pas inférieure 4 la charge
limite. La méthode cinématique fournit un majorant de la charge limite.

4 — Les différentes maniéres pratiques de traiter les problémes.

On considére un systéme de solides rigides parfaitement plastiques soumis 4 des conditions aux limites et
aux interfaces cohérentes. Pour simplifier les énoncés nous supposons comme précédemment qu’il n'y a qu’un
seul parameétre de chargement.

Les différentes maniéres pratiques de traiter les problémes sont directement issues des théorémes énoncés
ci-dessus.

4.1 — Utilisation de la méthode statique.

On cherche a déterminer une distribution de contraintes satisfaisant les conditions d’équilibre, les
conditions aux limites sur les contraintes pour une valeur A, et ne violant en aucun point le critére de plasticité.
La valeur de A correspondant a une telle distribution fournit un minorant de la charge limite.

11 faut insister sur le fait que la distribution de contraintes en question doit étre connue et remplir les
conditions ci-dessus en tout point du systéme faute de quoi on ne peut rien dire sur la valeur de A
correspondante.

4.2 — Utilisation de la méthode cinématique.

Cette fois, on cherche & déterminer un mode de déformation du systéme satisfaisant les conditions aux
limites sur les vitesses et plastiquement admissible. La valeur de M\ obtenue en égalant dans te mode de
déformation, le travail des forces extérieures 4 la puissance dissipée est un majorant de la charge limite.

Les deux procédés ci-dessus sont couramment employés, notamment en utilisant. pour 4.1 des
distributions de contraintes formées de champs uniformes séparés par des lignes de discontinuité, pour 4.2, des
modes de déformation par glissement le long de surfaces de discontinuité isolées [ cf. par exemple pour le
probléme du poingon, Drucker et Shield (1953) |.

4.3 — Notion de probléme statiquement déterminé,

Le systéme considéré est soumis a des conditions aux limites et aux interfaces cohérentes, portant sur les
contraintes et sur les vitesses. Envisageant alors le probléme du seul point de vue des contraintes, ajoutons aux
conditions aux limites sur les contraintes du probléme, des conditions aux limites supplémentaires portant
également sur les contraintes de fagon que : & partir de cet ensemble de conditions aux limites dépendant de A,
des équations d’équilibre, et du critére d’écoulement supposé vérifié, il soit possible de déterminer pour une
certaine valeur de A une distribution de contraintes dans une certaine zone du svstéme. Cette solution satisfait

(1) 11 0’y a pas de difficulté le long d’éventuelles surfaces de discontinuité de vitesse dans les solides, qu'il suftit de considérer
_ comme des zones deformées infiniment minces.



.

évidemment les conditions aux limites du probléme sur les contraintes aux frontiéres de la zone en question. 1l
est clair que si le domaine de définition de la distribution de contraintes est le systéme entier, la valeur de X est
un minorant de la charge limite. Ce cas ne se rencontre que trés rarement. S’il n’en est pas ainsi, on ne peut rien
dire a priori quant a la valeur de A trouvée, sauf & prolonger la distribution dans tout le systéme en satisfaisant les
relations d’équilibre, les conditions aux limites sur les contraintes pour la méme valeur de A et en ne violant pas
le critére, de facon & pouvoir appliquer la méthode statique, ou bien a mettre en évidence une solution
incompléte au sens précisé ci-dessous. ‘

4 4 — Solutions * incomplétes et solutions ** complétes .

Nous utilisons ici la terminologie introduite par Bishop (1953). Les solutions proposées le plus
couramment présentent :

un mode de déformation valable pour I'intégralité du systéme considéré, c’est-a-dire que les vitesses sont
définies en tout point du systéme ;

et une distribution de contraintes compatible avec ce mode de déformation, satisfaisant certaines autres
conditions énoncées par la suite, qui n’est définie que dans les zones ol les vitesses de déformation ne sont pas
nulles, ¢’est-a-dire les zones ol il y a effectivement déformation plastique dans le mode de déformation proposé.

Compatible, veut dire que le critére d’écoulement est satisfait en tout point et que le tenseur de contraintes
et le tenseur des vitesses de déformation sont liés par la loi de comportement. De plus, la distribution de
contraintes satisfait les conditions aux limites sur les contraintes pour une certaine valeur de A, dans la zone
déformée : ot elle est telle que I'équilibre de chacune des zones déformées soit possible pour la méme valeur de A
sous Paction des charges qui lui sont appliquées et en assurant le respect des conditions de continuité des
contraintes aux surfaces de discontinuité de vitesse compte tenu des données dont on y dispose.

Une solution partielle de ce type est ditc incompléte en ce sens qu’il reste, pour démontrer sa validité en
tant que solution du probléme, & montrer la possibilité de trouver une distribution de contraintes acceptable
dans les zones non déformées, c’est-a-dire qui satisfasse les conditions aux limites sur les contraintes (*) dans ces
régions pour la méme valeur du paramétre \ ainsi que les relations d’équilibre, et telle que le critére d’écoulement
ne soit nulle part violé.

Si 'on peut trouver dans les zones non-déformées une telle distribution de contraintes acceptable, la
solution globale ainsi obtenue est dite solution compleéte.

Il est clair d’aprés les résultats de la théorie des charges limites rappelés au § 3 qu’une solution incompléte
peut étre utilisée pour le calcul d’un majorant de la charge limite : le mode de déformation est bien licite et nous
connaissons méme une distribution de contraintes compatible. En calculant la puissance dissipée comme la
puissance du champ de contraintes compatible, nous obtenons L, majorant de la charge limite, qui n’est autre
que la valeur du paramétre de chargement N pour laquelle la distribution de contraintes compatible connue
satisfait les conditions aux limites sur les contraintes dans la zone ol elle est définie.

Notons que cette propriété conduit parfois  certaines confusions : on croit avoir obtenu un minorant de la
charge limite par la méthode statique alors qu’il agit en réalité d’un majorant obtenu par la méthode
cinématique.

Si Pon dispose d’une solution complete, la valeur de la charge 2 laquelle elle correspond est un minorant
de la charge limite (méthode statique), L, = A.

A est donc alors la valeur exacte de la charge limite.

Pour résumer, nous rappelons les conditions sur le matériau et aux interfaces poui que la théorie
développée, ci-dessus, soit valable :

- Dans le cas d’un solide unique : matériau parfaitement plastique satisfaisant au principe du travail
maximal en phase plastique (matériau standard ou 4 dilation standardisée ).

- Dans le cas d’un systéme de solides formés de matériaux standards :

(8) Parmi ces conditions aux limites figurent aussi les conditions de continuité des contraintes aux frontiéres entre zones
déformées ct zones indéformdées et le long des lignes de glissement isolees.

(9) Radenkovic (1961).
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aux interfaces entre solides contitués de matériaux a critere indépendant de la pression moyenne,
conditions de frottement générales énoncées au § 1.6 ;

aux interfaces ol un solide au moins est constitué d’un matériau dont le critére dépend de la pression
moyenne, condition de frottement |6, | = 03 = 0 (lisse ou vitesses relative nulle).

II — EXTENSIONS POSSIBLES DE LA THEORIE DES CHARGES LIMITES.

Une extension de la théorie est possible au cas des structures constituées de matériaux élasto-plastiques
dont le critére est indépendant de la pression moyenne et satisfaisant au principe du travail maximal, avec aux
interfaces des conditions de frottement de Coulomb. Des théorémes utiles peuvent étre établis, moins précis que
dans la théorie classique des charges limites.

1 — Les différents types de chargement.

La définition de la structure rigide-plastique associée est identique & celle donnée au § 1.1.2. Cette fois le
principe du travail maximal n’est plus vérifié dans 'ensemble de cette structure par suite du frottement de
Coulomb aux interfaces.

Comme précédemment on se raméne dans les cas correspondant a ceux des § I.1.4 et 1.5 & I’étude de
apparition de I'écoulement plastique libre dans la structure rigide plastique associée. C’est cette étude qui est
profondément modifiée : les résultats du chapitre I § 1.3 et 2 sont changés.

Comme dans le cas classique, nous pouvons évidemment affirmer la condition nécessaire suivante : si un
chargement () ne provoque pas la ruine, c’est-g-dire est supporté par la structure, ou est limite, il existe qu moins
un champ de contraintes statiquement et plastiquement admissible en équilibre avec lui.

Considérons d’autre part un chargement limite, soit Q ; il lui correspond par définition un champ de
contraintes o;; statiquement et plastiquement admissible qui 'équilibre auquel est associé un champ de vitesses
de déformation »;; cinématiquement ct plastiquement admissible. L’application du théoréme des travaux virtuels
donne alors : '

Q;d4; = / o vijdV  + [ TIv],ds (il 0’y a pas de terme relatif aux vitesses normales car
puissance solides interfaces ou bien { '] ,, # 0 détachement et o = 0, ou bien
des forces , ] 7]] 5 = 0 et o+ 0 compression.)

extérieures

Le premier terme du second membre n’est autre que la puissance dissipée m(vj;) correspondant au champ de
vitesses de déformation 1;; dans la méme structure constituée des mémes solides en les mémes matériaux avec des
interfaces lisses, pour laquelle ce champ est certainement cinématiquement et plastiquement admissible ; et on
a: Qi; = (vi).

- Cherchant maintenant a donner une condition suffisante pour un chargement @ non supporté par la
structure le résultat précédent nous conduit & énoncer (*°) : si Q est un chargement non supporté par la
structure il existe au moins un champ de vitesses de déformation cinématiquement et plastiquement admissible
dans lequel la puissance des forces extérieures de ) soit supérieure d la puissance dissipée w{ vi;) dans les solides
de la structure. (Si Q peut aussi étre limité Iénoncé doit étre modifié¢ en remplacant *“supérieure ™ par
“supérieure ou égale ™).

2 — Propriétés.
Soit £ I’ensemble des chargements Q tel qu’il existe un champ de contraintes licites en équilibre avec Q.
Soit £ 'ensemble des chargements @ tel qu’il existe au moins un champ' de vitesses de déformation licite

dans lequel fa puissance des forces extérieures de (0 soit supérieure ou égale 4 la puissance dissipée ﬂ(vi]-) dans les
solides de la structure.

(10) Qui_ contient la propriété énoncée au § L.1.2 dans le cas des conditions aux limites cohérentes (interfaces lisses ou
parfaitement rugueux).



On a les propriétés suivantes :

2.1 —

V O supporté par la structure ou limite : Q€F,
22~

V Q non supporté par la structure ou limite : QEF.
23 -

V Q limite : OEENF qui donc n’est pas vide,
qui sont identiques a celles énoncées au chapitre [.

24 —
Par contre il n’est pas possible en général de démontrer que dans I’espace des chargements O, ENF est une
surface, frontiére commune des ensembles £ et F, :

25 -

En conséquence, si ¢ est un chargement limite représenté par le point de charge limite P; pour un certain
trajet de charge, et si I'on considére un autre trajet de charge, aboutissant en P ;, P, n’est pas nécessairement
point de charge limite pour ce nouveau trajet : une influence de {histoire des contraintes ne peut étre exclue.

26 —
Si @ est un chargement tel que on ait construit un champ de contraintes licite en équilibre avec lui et le
mode de déformation licite associé alors Q € E N F.

2.7 —
Si @ est un chargement auquel correspond une solution incompléte (définition identique & celle de 1
§ 44): Q€F.

2.8 —
Dans le cas de chargement proportionnel & un seul paramétre A, 'ensemble £ N F est un segment fermé
de l'axe des X dont il n’est pas possible en général de démontrer qu’il se réduit a un point.

3 — Drucker (1954) : Théoréme A :

Si un chargement Q n'est pas supporté par la structure pour la condition [[17]] = 0 aux interfaces, il ne
peut étre supporté par aucune structure semblable, avec conditions de frottement de Coulomb aux interfaces.

Nous en donnons la démonstration suivante par I'absurde & partir des deux conditions que nous avons
énumérées plus haut :

puisque Q n’est pas supporté par la structure avec les interfaces & glissement bloqué {condition cohérente),
il existe un champ de vitesses de déformation v;f cinématiquement et plastiquement admissible pour cette
structure dans lequel qul > 7 (v; %) qui est produite uniquement dans les solides. On suppose que pour certaines
valeurs des u, coefficients de frot/ tement de Coulomb, Q soxt supporté par la structure, alors il existe un champ
de contrainte statiquement et plastiquement admissible UU qui I’y équilibre : en apphquant le théoréme des
travaux virtuels on obtient :

0;d4i= /ol/]\vl]dV + [ T ¥*]dS = fo;}v;‘}dl/ car [7#]=0
solides aux interfaces solides
donc Uz/ Vl]d V> (vl vi;) dans les solides, ce qui est impossible car contredit le principe du travail maximal

satisfait en tout point des solides.
Le théoreme est donc démontré.
4 — Théorémes A’.

Si un chargement Q n'est pas supporté par la structure pour la condition aux interfaces: [P = 0 7|<k
(k minimum des cissions limites des deux matériaux en présence) [?] #0 |7{= k et puissance dissipée par
Jrottement positive (11, il ne peut étre supporté par aucune structure semblable avec conditions de frottement
de Coulomb aux interfuces.

(11) Cette condition de frottement est plus physique que celle du théoréme précédent : elle correspond au cas d’interfaces collés.
(cf. Rychlewski, 1966 b).



La démonstration en est analogue :

Dans la premiere structure ol les conditions aux interfaces sont cohérentes, on a :

q vj licite tel que Q; 47> w(viy) + k | [ V*] |

puissance des > puissance dissipée
forces extéri- totale
eures de Q.

On suppose que pour certaines valeurs des u, Q soit supporté par la structure ;- d o‘f‘ licite donnant 7A” con-

trainte tangentielle aux interfaces, en équilibre avec Q. A chaque interface la condition de frottement impose
(A I<uo

et [Tk

En appliquant le théoréme des travaux virtuels on obtient :

Q;qf = falf-}’vfjdV + ]?A’[[v’*]]ds ol TAITI<KkIIV]I
solides interfaces
donc
foi]A’ Vl?; av> n(vl;-} dans les solides, ce qui est impossible car contredit le principe du travail maximal.
Le théoréme est ainsi démontré.
5 — Drucker (1954) : Théoréme B :

Si un chargement Q est supporté par la structure ou est limite dans le cas ou les interfaces sont lisses, il
est supporté par la structure ou est limite dans tous les cas de frottement de Coulomb aux interfaces.

Nous en donnons la démonstration suivante par Pabsurde : puisque Q est supporté ou est limite dans le cas
des interfaces lisses (conditions cohérentes) il existe un champ de contraintes licite o?- qui I’équilibre. On suppose
que O ne soit pas supporté par la structure pour certaines valeurs de u : soit alors V;; le champ de vitesses de
déformation pour cette structure tel que Q; q;-“ > n(vl‘}‘-) puissance dissipée dans les solides.

En appliquant le théoréme des travaux virtuels on a :

0;4f = OB rav o+ [7B [ Velds = o8 vidV  car  tB=0
140 v gy
solides interfaces solides
donc
/ol-‘;- yl.;f dav > n{pl-}f) puissance dissipée dans les solides. Ce qui contredit le principe du travail maximal.

Le théoreéme est donc démontré.
6 — Cas du chargement proportionnel.

La transposition de ces théoremes dans le cas du chargement proportionnel est aisée. Il en résulte un
moyen d’obtenir des minorants et majorants de la zone de charges limites. En particulier, dans le cas ol la
charge limite est la méme dans le cas lisse {B) et dans le cas parfaitement rugueux (4°) cette valeur est aussi
la charge limite dans le cas du frottement de Coulomb a Pinterface. Et d’une facon plus générale :

la charge limite dans le cas des interfaces parfaitement rugueux est un majorant de la zone de charges
limites dans le cas du frottement de Coulomb aux interfaces ;

la charge limite dans le cas des interfaces lisses est un minorant de la zone de charges limites dans le cas du
frottement de Coulomb aux interfaces.



7 — Solide constitué de matériau non standard.

Radenkovic (1961) a également proposé une extension des théorémes limites au cas du matériau de
Coulomb non standard dont le tenseur des vitesses de déformation dérive d’un potentiel plastique de Coulomb
différent du critére. L’étude est faite & trois dimensions en généralisant le critére de Coulomb en un critére de
révolution (surface limite conique dans ’espace 0, 05, 63) selon la méthode indiquée par Drucker et Prager
(1952). Deux théorémes sont énoncés apparentés dans leur esprit a ceux de Drucker (1954) déja cités. La
généralisation est également possible avec la classique représentation du critére de Coulomb a trois dimensions du
type courbe intrinséque (la contrainte principale intermédiaire n’intervient pas et la surface limite est une
pyramide hexagonale). Les théorémes obtenus permettent dans une certaine mesure de préciser le sens de
méthodes couramment employées en Mécanique des sols. Une extension au cas d’un critére f et d’un potentiel g
quelconques est (surtout en ce qui concerne celui-ci) plus délicate. (Voir 4 ce sujet les articles de Radenkovic
(1962), Palmer (1966), Sacchi (1968).) :

Les résultats de Radenkovic, associés 4 ceux de Drucker et Prager (1952), Drucker (1954) concernant les
lignes de discontinuité des vitesses, permettent de préciser la validité des résultats obtenus en mécanique des sols
lorsque l’on tente d’appliquer la théorie des charges limites.

IIT — APPLICATION AUX PROBLEMES DE POINCONNEMENT EN DEFORMATION PLANE.

A titre d’exemple, et pour illustrer les diverses notions présentées précédemment, nous considérons le
probléme du poingonnement d’une plaque de largeur 2L et d’épaisseur 24 par des poingons symétriques
rectangulaires de largeur 2a, rigides. Le matériau est supposé satisfaire au principe du travail maximal. Il n’y a pas
de forces de volume. On étudie le probléme en déformation plane ; le critére, supposé indépendant de la pression
moyenne, est équivalent a celui de Tresca.

Fig. 1

Par raison de symétrie, il est évident que le probléme est équivalent a celui représenté ci-dessous, du
poingonnement d’une plaque d’épaisseur 4 supposée fixée sans frottement (glissement possible) sur un support
rigide, par un poincon.

§\\ \ \W Fig. 2

La structure étudiée est constituée du poincon P et de la plaque. P est supposé infiniment rigide et aucune
condition autre que les équations d’équilibre n’est 4 vérifier par un tenseur des contraintes licite dans P. La force
de poinconnement F appliquée au poingon est supposée verticale axiale (**) et on se donne la vitesse verticale U
au point d’application de cette force. Les autres données aux limites sont des conditions de vitesses de dépla-
cement ou de contraintes nulles. La condition & Dinterface entre poincon et plaque est également précisée :
donnée de la vitesse de glissement de la contrainte tangentielle ou d’une condition de frottement du type
proposée en I § 1.6. L’application de la théorie des charges limites est possible.

(12) Chargement proportionnel. On pourrait aussi poser le probléme en se donnant la vitesse d’enfoncement du poingon,
verticale, et en cherchant la force (deux composantes) a appliquer..



1 — Milieu infini.
Faisant tendre L et A vers I'infini, on obtient le probléme classique du poinconnement du demi-plan.
Différentes solutions incomplétes ont été données 4 ce probléme :

~ celle de Prandtl pour le poingon parfaitement rugueux,
~— celle de Hill, de Prandtl, et d’autres pour le poincon sans frottement.

Elles fournissent un majorant de la charge limite.

Bishop (1953), Shield (1954), Sayir et Ziegler (1968) ont indépendamment et de facons différentes,
complété ces solutions, le champ de contraintes licite donné dans la derniére référence vérifie la condition non
nécessaire que les contraintes s’annulent a Pinfini.

2 — Milieu fini et h/a > 1.
On suppose L fini suffisamment grand pour ne pas influer sur la solution du probléme.

Quelle que soit la valeur de m, coefficient de rugosité partielle du poingon : pour une épaisseur supérieure
a av/2 et une largeur supérieure a 64, la solution incompléte de Prandtl est encore valable fournissant un majo-
rant de la charge limite.

D’autre part il existe un autre type de mode de déformation imaginé par Hill : il ne s’agit plus de
refoulement de matériau plastique jusqu’a la surface libre, mais de la formation d’un bulbe plastique sous le
poin¢on, sur toute I’épaisseur de la plaque, séparant ainsi deux morceaux rigides qui se déplacent
horizontalement de chaque coté. Ce type de mode de déformation permet la construction de solutions
incomplétes (Hill).

Celles-ci, valables quelle que soit la valeur de m, ne fournissent pas la méme valeur de majorant de la charge
limite que celle de Prandtl. Hill indique que pour #/a < 8,74, cette valeur est inférieure a celle donnée par la
solution de Prandtl, et que pour //a > 8,74 'ordre est inversé (13).

Pour h/a = 8,74 Bishop (1953) donne une solution compléte associée & la solution de Prandtl. En effet
Putilisation d’une restriction de la solution compléte de Shield n’est pas possible dans ce cas car elle ne satisferait
pas 4 la condition de frottement nul sur I’assise rigide.

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous étudierons le cas h/a < 8,74.

(13) Les calculs effectués dans la suite de ce travail donnent pour cette valeur critique de h/a le résultat de 8,7127 que nous
adoptons dans toute la suite.



DEUXIEME PARTIE

sur le poinconnement d’'une plague
en déformation plane h/a > |



I — RAPPELS SUR LA THEORIE
DE L’EQUILIBRE LIMITE EN DEFORMATION PLANE.

La théorie de I’équilibre limite en déformation plane pour le matériau parfaitement plastique est exposée
dans de nombreux ouvrages {voir par exemple : Geiringer (1937), Mandel (1942), Hill (1950), Prager (1951),
Mandel (1962) etc.). Nous rappelons ici les résultats fondamentaux utilisés dans la suite.

Nous désignons par k la cission limite. Les_contraintes positives sont les tractions. o, et 0, sont les deux
contraintes principales dans le plan (x, y), 0, 20, * 1 et 2 sont les axes principaux correspondants.

Nous posons :
- >
p:_(01+02)/2:¢:(0x’1)y ¢:d/7ﬂ/4
Le critére de plasticité et potentiel plastique est (0; - 05) = 2k

Iy a identité decaractéristiques des équations des contraintes et des équations des vitesses. Le_géseau des
caractéristiques est formé de deux familles de lignes orthogonalesa et 8 définies par (1, @) =~ n/4 et (1 ,é =mn/4

Nous supposons qu’il n’y a pas de forces de masse :
Les relations le long des caractéristiques sont :

. dp + 2kd ¢ =0 le long d’une ligne a
en contraintes {dp —2%d ¢=0 le long d’une ligne 8

dont on tire les théorémes de Hencky pour le réseau des caractéristiques ;

pour les vitesses dvg —vgdo=0 le long d’une ligne «
de +traded=0 le long d’une ligne f

ce sont les équations de Geiringer dont on déduit la validité des théorémes de Hencky pour I’hodographe (image
dans le plan des vitesses du réseau des caractéristiques).

Du premier théoréme de Hencky, on tire la propriété classique : connaissant deux arcs de caractéristiques o
et B sécants (et orthogonaux en leur point de rencontre), il est possible sans connaitre la valeur de p sur ces
lignes, de construire, dans ’hypothése d’une solution continue, le réseau des caractéristiques s’appuyant sur ces
deux 13 dans tout le domaine ol ces caractéristiques sont sécantes. Ensuite il suffit de fixer la valeur de p en un
point pour qu’elle soit connue en tous les points du réseau ainsi construit. Ce résultat largement utilisé par la
suite, facilite beaucoup la construction de solutions incomplétes. Une méthode analogue s’applique dans le plan
des vitesses pour la construction de ’hodographe.

Enfin, le probléme étant hyperbolique linéaire en ce qui concerne la vitesse, les lignes de discontinuité de-la
vitesse sont nécessairement des caractéristiques (et la discontinuité est tangentielle et constante). Pour les
contraintes le probléme est quasi-linéaire : les lignes de discontinuité de la distribution de contraintes ne sont pas
des caractéristiques (cf. Courant-Hilbert (1962)) ; une fois connue la direction d’une telle ligne, une relation
existe entre les sauts de p et ¢ . Les problémes posés par les lignes de discontinuité des contraintes ont été
abordés par Winzer et Carrier (1948 et 1949). Il est important de rappeler que, en ce qui concerne les vitesses,
une ligne de discontinuité de contraintes doit étre considérée comme une bande infiniment mince, parfaitement
flexible et inextensible (Prager (1951), Geiringer (1953) ).
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II — RECHERCHE D’UNE SOLUTION COMPLETE
ASSOCIEE A LA SOLUTION INCOMPLETE DE HILL.

1 — La solution incompléte de Hill.

Hill (1950 a) a proposé pour le probléme du poingonnement d’une plaque par un poingon rigide, tel qu'il a
été posé dans le chap. 111 de la premiére partie, une solution incompléte qui, pour h/a < 8,713, doit étre préférée
a celle de Prandtl. Eile utilise le réseau de lignes de glissement de la figure 1. Nous établissons dans annexe 1 une
formule relative aux abscisses curvilignes dans ce réseau, utile dans la suite.

Fig. 1

1.1 — Mode de déformation.

Sous le poingon de largeur A’4 on trace la partie de ce réscau limitée au bulbe ““ d’ouverture ™ « dont
Pextrémité atteint le support rigide de la plaque. La solution incompléte a alors pour zone déformée P'intérieur
de ce bulbe et le mode de déformation est (fig 2) :

les deux blocs rigides (B) et (B’) sont animés d’une vitesse horizontale dirigée vers Iextérieur.
L’hodographe est un réseau de courbes homothétique du réseau des lignes de glissement : on en déduit la
répartition des vitesses dans la zone déformée la vitesse de (B) et (B’) est U a/h, il n’y a pas de glissement a
interface sous le poingon s’il est.animé d’un mouvement de translation vertical.

(B')

Fig. 2
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1.2 — Champ de contraintes associé.

1l existe une infinité simple de champs de contraintes compatibles définis dans la zone déformée ; il suffit
en effet de donner la valeur de p en un point du bulbe pour définir un tel champ ainsi qu’il a été dit *). Le
champ de contraintes associé doit aussi satisfaire les autres conditions : ainsi, la possibilité d’assurer I'équilibre de
chacun des blocs rigides (B) et (B’) entraine que la résultante horizontale des contraintes s’exergant sur chacune
des deux parois du bulbe soit nulle. Cette condition qui est la seule introduite par les conditions supplémentaires
imposées au champ de contraintes associé, fixe le champ de contrainte compatible que I'on doit considérer. Ce
champ satisfait les conditions aux limites sur les contraintes pour une valeur de F qu’il est alors aisé de
déterminer, L,.

Nous définissons py, = L, [ 2a.

D’aprés la formule de 'annexe | nous avons :
ha=1++ f “V2E t)dt=1+2]a [y (26) +1, (20)]dt
0

0

X
D’ot1, en posant Aq (x) =[ Iy (t)dt :
0

hja = A (20) + 1 (20) (1), 0<a<1,351(77,°4) pour que h/a< 8,713

Pour déterminer py, nous écrivons que la résultante des contraintes appliquées sur I’axe entre la surface
libre et e point 1 est nulle : '

[44
-2K)a + V2 z—)3(t, t) (py, - 2k - 4kt)dr =0
h Js Ph
0

d’olr :

o (20) + 20 [y (20) +1; (20)]

T, 2a) + I, (2o) @

pp =2k

2 — Prolongement du champ de contraintes de la sofution de Hill.
Probléme local au voisinage du point A.

Nous nous proposons de prolonger le champ de contraintes ainsi défini, par une méthode analogue a celle
de Bishop (1953) pour la solution de Prandtl, construisant ainsi une solution compléte. Cette méthode consiste &
prolonger de facon entiérement plastique le champ de contraintes au-dela de la zone déformée, jusqu’a une
surface libre de contraintes ; au-dela de cette surface et jusqu’a la surface réelle du solide on utilise le champ de
contraintes nulles ; pour la vérification des autres conditions aux limites il est nécessaire de tronquer la solution
par d’autres lignes de discontinuité de contraintes permettant de poursuivre le prolongement par des champs
simples.

Dans toute la suite, par raison de symétrie, nous ne traitons que du prolongement du champ de contraintes
a droite de I’axe de symétrie.

Le prolongement entiérement plastique au-deld de la caractéristique ABI est indéterminé en I’absence de
condition supplémentaire. Le fait que ce prolongement doive admettre une surface libre de contraintes est une
condition supplémentaire dont nous allons étudier les conséquences.

Nous considérons d’abord le probléme au voisinage du point A. Les résultats de base pour cette étude se
trouvent dans un article de Hill (1954).

La question se pose, de savoir si le prolongement entiérement plastique du champ de contraintes au-dela de
ABI est défini de maniére unique par la condition * existence d’une surface libre .

(1) On vérifie aisément en comparant les orientations relatives des caractéristiques et de leurs images sur 'hodographe que le
choix des noms des lignes & et  sur la fig. 1 est correct pour que la puissance dissipée soit en tout point non négative.
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Nous supposons la surface libre réguliére en A4 et assimilons 4 sa tangente de méme que la caractéristique
AB. B est 'angle de ces deux droites (fig. 3).

Fig. 3

Avec les notations de Hill, les contraintes appliquées sont :

P2 =g, =0.

Pr=py-2ka-k q =k
D’ot ’on déduit que 8 doit nécessairement vérifier :

L+2(B-7/4) =2 pi/k = 2cos(B-n/4) -1 (si m/4 < f < 37/4).
Suivant les valeur de py, nous avons :

©sipy =2k (1 +a), Cest-a-dire py 2>k, la deuxiéme inégalité est toujours vérifiée et la premiére définit la
valeur minimale o de S par: [ +2(8y - w/4) =p, /k

VB : Bo <B<3m/4, il existe pour le probléme local une infinité d’équilibres rigides-plastiques satisfaisant les
conditions aux limites et parmi ceux-ci une infinité d’équilibre enti¢rement plastiques, comportant d’ailleurs des
lignes de discontinuité.

Pour 8 = f3,, il existe un seul équilibre satisfaisant les conditions aux limites :il est entiérement plastique,
et composé d’un éventail de Prandtl et d'un champ homogéne : il n’y a pas de ligne de discontinuité (fig. 4,

type a).

En particulier si by = 2% (1 +a), py =k, la valeur minimale de § est §y= n/4, & laquelle correspond
Péquilibre entierement plastique homogéne (fig. 4, b).

si pp, <2k (1 +a), p; <Kk, la premicre inégalité est toujours vérifiée et la seconde définit la valeur
minimale 8y de 3 par : p,/k =2 cos (3o - 7/4) - 1.

v3 B0 <B<3m/4, il existe une infinité d’équilibres rigides plastiques, satisfaisant les conditions aux limites et
parmi ceux-ci une infinité d’équilibres entiérement plastiques comportant tous, au moins une ligne de
discontinuité.

Pour =8, I'équilibre satisfaisant les conditions aux limites est unique. Entiérement plastique, il est
composé de deux champs homogénes séparés par une ligne de discontinuité (fig. 4 c). '

p=k p=k : -k

\
p=p, =k p=p, <k

/

Fig. 4
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Nous avons obtenu par la résolution numérique de l’equatlon ppl2k = 1 les valeurs : o = 1,0302 (59°, 03)
hja =5.298. A

Nous voyons ainsi que la condition d’existence d’une surface libre n’est pas suffisante pour entrainer
Punicité du prolongement entiérement plastique au voisinage du point A.

Dans le but de restreindre 1’étendue du prolongement jusqu’a la surface libre nous décidons de prendre
pour § la valeur minimale 4, a laquelle correspond P'unique prolongement entiérement plastique de la fig. 4 (a,
b, ¢ suivant le cas).

Nous ne traiterons dans ce chapitre que du cas ol cet équilibre est du type a ou b, a > 1,0302, c’est-a-dire
du cas ou le prolongement local entiérement plastique est continu jusqu’a la surface libre (h/a = 5,298)‘

Remarquons que pour la solution compléte de Bishop, la question du prolongement local au voisinage du
point A ne se pose pas puisque le champ de contraintes de la solution incompléte comporte déja une surface
libre en A.

D’autre part, si nous cherchons pour a = 1,3507, valeur correspondant 4 la transition entre les solutions
incompletes de Hill et de Prandtl, le prolongement local défini ci-dessus au voisinage de 4 de la solution
incompléte de Hill, nous obtenons une surface libre horizontale pour le prolongement retrouvant ainsi au
voisinage de A le champ de la solution incompléte de Prandtl (*). Le choix de 8, pour §, permet donc d’obtenir
un prolongement local situé a I'intérieur de la plaque, jusqu’a la valeur de A/a corresporidant a la transition.

3 — Poursuite du prolongement (dans Phypothése h/a > 5,298.

L’abaque de la figure 6 donne (& +7) en fonction de @, obtenu par résolution numérique de ’équation
pp =2k [1+ (a+9)].

Les résultats de I’étude du prabléme local nous permettent de poursuivre le prolongement.

A partir du prolongement local continu en A nous cherchons a construire un prolongement” entiérement
plastique qui soit continu dans le plus grand voisinage possible du point 4. Le théoréme de Hencky, alors
applicable, montre que le prolongement du champ semi-homogéne AO’B est nécessairement un éventail de
Prandt]l ABO d’ouverture 7y =({AB, AD) suivi d’'un champ homogéne ADC aboutissant a une surface libre
rectiligne (il est identique au prolongement local en 4).

Ensuite, supposant la profondeur et la largeur du solide illimitées, le prolongement a partir des

caractéristiques BI et BDC et des conditions de symétrie, est aisé : nous obtenons le bulbe d’ouverture (a + v),
ADJD’4’, auquel se raccorde un champ semi-homogéne JDCH, terminé par un champ homogéne JHKH’ (fig. 5).

Al 6] A

<N

Fig. 5

(2) Pour hi/a = 8,713, la solution de Prandtl complétée par Bishop, constitue une solution Lomplete du probléme. D’apres le
résultat de Hiil (1951) sur I'unicité du champ de contramtes dans la réunion des zones dcformecs de plusieurs solutions
complétes d’un méme probléme; le résultat obtenu ici est nécessaire pour que ’on puisse espérer compléter par cette méthode
la solution de Hill.
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Pour aller jusqu’a la surface libre et construire celle-ci a partir de C, nous utilisons les méthodes classiques &
partir du théoréme de Hencky en suivant les caractéristiques a issues de 4°, sans discontinuité.

Mais le champ ne peut étre entiérement continu : considérons la caractéristique CK : c’est une ligne de
discontinuité de la courbure des caractéristiques «, dont le rayon de courbure est infini a4 gauche (champ
semi-homogeéne) et fini a droite, décroissant quand on s’8loigne de C sur CK. Calculons ce rayon de courbure par
application des théorémes de Hencky :

Le premier théoréme montre qu’en un point de la surface libre les rayons de courbure R et S des
caractéristiques a et 8 sont égaux, donc en C R & droite = S,.

D’aprés le deuxiénie théoréme :
LS, =A0+ 0D +DC=a 2 (2 +a+y)
et Ryr = Rg + MC

On calcule MC par application du méme théoréme il vient : MC = ND + /2 u et en explicitant ND :

MC=a~2 [u-1+1, QV@+nu) +I; 2@+ H)'\,VZZQ

RM:—a\/2_{3+a+'yfu~[0 [2\/(06+7)u]—\/&:l_7 -1, [2\/(04+'y)u]}

Au point £ de CK défini par Ry = 0, la caractéristique 8, CK, a un point stationnaire  droite ot elle est
rencontrée par une caractéristique § infiniment voisine issue de la surface libre au-dela de.C (Hill). La condition
d’existence d’une surface libre apparait ainsi trop forte pour un prolongement entiérement continu. Une ligne de
discontinuité doit étre introduite a partir de £ déterminée comme indiqué par Bishop (1953) ; nous pouvons
ensuite poursuivre la construction du réseau et de la surface libre.

Les résultats de la résolution numérique en u de I'équation Rpy= 0, sont représentés a la figure 7 en
fonction de (a+7v) : ug fonction décroissante de (o +7) varie de 46,3° pour (o +v) = },0302 4 42,6° pour
(at+y)=a/2.

La ligne de discontinuité issue de E ne pénetre jamais dans le bulbe d’ouverture o, puisque cela ne se
produit’ pas dans le cas le plus défavotable, (a +v) = #/2, comme le montre le schéma construit par Bishop (*).

4 — Quelques propriétés du réseau. —

Ainsi qu’il apparaitra par la suite, il est important de déterminer le point de la surface libre ol sa tangente
est verticale. Ce point P est défini par p = k,¥ = /2.

Appliquons le théoréme de Hencky et les relations de discontinuité en définissant | ¢ || (*) par la
continuité du sens des lignes « au franchissement de la ligne de discontinuité (les lignes § ont, dans cette
hypothése, un rebroussement) :

le long de AP, avant le franchissement de la ligne de discontinuité; nous avons :
pH2kYy =k + 2k (@+y —u)+ 2k (@72 - uw

aprés franchissement de la ligne de discontinuité :
pr2ky=k+2k(a+y—u)+2k(n/2 - uy+2k|¢¥] - 2ksin [Y]

Si [¢] = 0, cette équation en remplagant p et ¥ par k et m/2 respectivement, donne up = (a+ v)2
solution acceptable si (o + v)/2 < up (vérification a posteriori de hypothése).

Si cette solution est inacceptable, c’est-a-dire si (a + 7v)/2 > ug la solution doit étre recherchée avec
P’équation complete, ou [¢[| # 0. Comme [ ] <0, on a up <up < (a + v)/2.

(3) Ewing ¢t Hill (1967) ont remarqué que I'intensité de cette discontinuité était pratiquement négligeable.

(4) La notation || g || représente le saut de g, dans le sens indiqué.
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I1 est également important de connaitre la valeur de p sur 'axe. On trouve facilement : p=py-4ku-k;
en particulier le point de 'axe oll p = k correspond 4 u = (a + ¥)/2 (point Q).

On peut aussi déterminer le point ol le bulbe d’ouverture (a+7) a une tangente verticale. On trouve
u=(a+7y)-na/4.

Sur la figure 7 sont représentées les variations de ces différentes grandeurs en fonction de (a + 7).

5 — Marche a suivre pour continuer la construction de la solution compléte.

Pour continuer la construction de la solution compléte et satisfaire les conditions aux limites (contraintes
normales pour x = /) de la méme maniére que Bishop, nous devons déterminer la courbe.(L) possédant les
propriétés suivantes :

courbe allant de la surface libre de droite a la surface libre de gauche et sur laquelle la contrainte appliquée
donnée par le calcul du réseau entiérement plastique, soit en tout point verticale.

Une fois cette courbe déterminée, pour que la méthode fournisse effectivement une solution compléte
associée a la solution incompléte de Hill, diverses conditions doivent étre vérifiées :

a) Le champ de contraintes intérieur au bulbe d’ouverture & doit étre identique 4 celui de la solution
incompléte ; autrement dit on doit vérifier que la ligne de discontinuité qui part de /' ne pénétre pas dans le
bulbe, ce que nous avons déja établi au § 3, de méme que la courbe (L.

b) Pour que les conditions aux limites soient satisfaites sur I'assise rigide, il faut que la courbe (L) soit
située au-dessus de celle-ci.

Pour les deux conditions ci-dessus, nous devons donc vérifier que (L) passe par I et n’a pas de point
d’abscisse verticale supérieure a celle de 1.

c) La méthode de Bishop consiste & utiliser au-dessous de (L le champ de contraintes uniaxiales défini par
la continuité de la contrainte sur (L ). Pour que cette méthode soit applicable, il faut que ce champ ne viole le
critére d’écoulement en aucun de ses points. Nous devons done vérifier qu’en chaque point de (L) la contrainte
verticale, appliquée a (L) calculée dans le prolongement entiérement plastique correspond 4 un tenseur uniaxial
dont la contrainte principale est, en module, non supérieure a 2k.

Bishop a effectué numériqukemen't la vérification de c) dans le cas du probléme qu’il a étudié (compléter la
solution de Prandtl (*). Nous nous proposons d’effectuer cette vérification dans les cas étudiés ici (et méme plus
généralement, cf. chapitre 1II) sans calculs numéyiques. -

6 — Famille des courbes tracées dans le domaine intérieur aux surfaces libres, sur lesquelles la
contrainte appliquée soit verticale.

Par Iétude des courbes de cette famille nous voulons montrer I'existence et 'unicité de (L) et faciliter les
diverses vérifications.

En tout point du domaine intérieur aux surfaces libres, le champ de contraintes est défini par p, ¥ et la
condition d’écoulement. On a :

Oy =-p +kcos2 y
3) Oy=-p—kcos2\l/
Txyzksin2¢/

L’axe Ox est vertical descendant. Une facette sur laquelle la contrainte exercée est verticale est définie
par : Ty = 0y cos a + Txy sin @ = 0 en désignant par « I'angle de sa normale avec 0,, d’ou :

tga=(sin 2 y)/ (p/k + cos 2 ) (4)

(4), détermine une seule direction de facette non orientée.

(5) De méme Szczepinski (1966) dans une étude du méme probléme que celui traité ici et Ewing et Hill (1967) pour un probléme
associé.
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Ainsi en tout point du domaine (ol sin 2y et (p/k + cos 2y/) ne sont pas simultanément nuls) un champ
d’éléments de contact est défini. Dans les zones du domaine ot le champ de contraintes est semi-homogéne, les
segments rectilignes de caractéristiques sont des isoclines du champ d’éléments de contact.

Soit ¥ la famille des courbes enveloppes de ces éléments de contact, intégrales de (4), dont nous nous
proposons d’étudier les propriétés. (La figure 8 représente les courbes de V' dans le cas du réseau de Bishop.)

!
| A

. - ~

Fig. 8

Sur 'axe on a ¥ = les éléments de contact y sont i tangente horizontale, sauf au point £ olip =k, en
lequel tg « est indétermine®, qui est une courbe intégrale réduite & un point. On a ainsi une premicre famille de
courbes intégrales, constituée de courbes fermées entourant le point 2.

11 est utile de tracer Iisocline tg « = <o correspondant a un élément de contact vertical, pour cette famille
de courbes. Dans le champ semi-homogéne, JDCE, le segment rectiligne de cette isocline est défini par
(p/k + cos 2 ¥) = 0 d’ol par application du premier théoréme de Hencky :

cos2yYy=mw-1+2(a+y)-2y
ou encore :
cos2 (w2 +a+y-u)y=2u-1

On a tracé la courbe représentant la solution de cette équation en « en fonction de (a + v) (fig. 7).

L’Isocline tg @ = o part du point £ et-aboutit au point P a tangente verticale sur la surface libre. Elle est
continue, & tangente continue et passe toujours au-dessus du point £ sur CE.

Au-dessus de cette courbe .....: p/k+cos 2y >0ettga<O car
Au-dessous. .. ... D oplk+cos2Py<Oettga>0 sin 2y < 0

Cette isocline repart du point £ symétriquement.
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En les points de la surface libre ol p =k et ¢ #* /2, la direction de facette indiquée par la formule est,
comme cela se voit directement, la direction de la tangente 4 la surface libre : la surface libre apparait comme
une partie de courbe intégrale (et non une enveloppe). Au point P ol p = k et Y = n/2, il y a indétermination
(comme en £2). L’étude précise en ce point montre qu’il s’agit d’un point de branchement 4 7/2 (fig. 9).

En P 'angle « varie de 7/2 4 0. La courbe intégrale, limite des courbes intégrales entourant 2, et composée
de la surface libre OACP et d’une branche partant en P normalement 2 la surface libre.

Fig. 9

Une autre famille de courbes intégrales, a pour limite la portion inférieure de la surface libre et la méme
branche normale en P.

7 — La courbe (L)
7.1 — Existence et unicité de (L ).

Il est clair que cette branche normale en P est la seule courbe allant d’une surface libre & Pautre et sur
laquelle 1a contrainte appliquée soit en tout point verticale. C'est la courbe (L) cherchée.

72 — (L) passe par L.

Soit I’ le point ol (L) coupe P'axe Ox et considérons Péquilibre du volume OI'OPCAO. Les forces
appliquées a ce volume le long de OA, et de (L) sont verticales, le long de ACD, nulles, cela entraine que la
résultante des forces le long de OI” soit verticale (¢’est-a-dire nulle ici par raison de symétrie) ; py, étant connue
par la formule (2), la condition de contrainte nulle sur O/” donne OI' =1 défini par la fotmule (1). Nous
montrons ainsi que (L) passe par 1. —

Fig. 10
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7.3 — Forme de la courbe.

Au voisinage du point /, (L) est tangente 4 P'horizontale et & concavité vers le haut ; cette courbe est
ascendante jusqu’a son point de rencontre avec la ligne de discontinuité issue de E car elle ne franchit pas
Iisocline tg @ = o> . C’est le segment J/Q de (L. (figure 10).

En Qily a discontinuité de o et donc de la tangente a (L ). (1.) est horizontale en P comme nous Pavorns vu,
et nous démontrons dans ’annexe 2 que sa concavité est dirigée vers le bas, et qu’elle est descendante jusqu’en Q.
L’abscisse du point P calculée par Ewing (1968) est Xp = 20 [Ag (@ +7y)-Iy (@+7) <A

Le point le plus bas de (L) est donc /. Ceci achéve la vérification des deux premiéres conditions du § 5.

8 — Vérification de la condition sur les contraintes le long de (L ).

La derniére vérification & effectuer relativement a (1) a trait aux contraintes appliquées : en un point M de
(L) ot tg a=sin 2 Y/ (p/k + cos 2¢) définit la normale 4 la courbe, la contrainte 7} verticale, appliquée 4 une
facette tangente a la courbe en ce point, calculée dans le réseau plastique, est égale a :

szoxcosa+7xysma=(—p+kcos2¢/)cosa+ksin2g[/sina

Le contrainte principale du tenseur uniaxial correspondant est :

L. fkcos2y 4 ksin2 b tgo = k S 21K
= = — co o=k —

cos « p ® s g plk +cos2 ¢ (5)
qui doit vérifier (°) : 17 1< 2k (6)

La formule (5) est valable en tout point du domaine ot elle fournit la contrainte principale du tenseur
uniaxial défini par la contrainte verticale appliquée a I’élément de contact de normale donnée par (4).

L’étude de ¢ dans toute la zone plastique va nous permettre de démontrer des théorémes facilitant la
vérification de la condition (6).

8.1 — Variation de t le long des caractéristiques.
La différentiation de (5) donne

dt _ — (p/k + cos 2 ) 2 pdp/k® — (1 — p*/k*) (dp/k — 2 sii 2 Y d {)
t (p/k + cos 2 ¢)*

d’ol1 en tenant compte de la relation dp = - 2kd ¥ le long d’une caractéristique o :

2k

_ cos 2 ¢
" (p/k + cos 2 ¥)? {

dt Asin2¢/)(%-+ ) 4V

ou encore !

(%"L 1C032'w2 )y
dt = —dp (1 —sin2y) & 1=sin2¥ (7

(-Z—+ cos 2 Y)?

le long d’une caractéristique a.

(6) Rappelons que tel que nous avons posé le probléme, les tractions sont permises pour x = A. Voir a ce sujet Hill (1953).
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Dans le cas d’une caractéristique § nous trouvons de méme :

— 2k . P cos2
die =2 g pn2gy 2 Y
G Toos gy 4 T2V G T 7
ou encore :
(_11+ 1 cos‘ 24y %
dt = —dp (1 +sin 2 ¥) *tsin2¢ (8)
(%+ cos 2 ¢)?

Nous voyons que dans les deux cas, dt et dp sont de signes opposés.

Les formules différentielles (7) et (8) supposent (p/k + cos 2) # O. Si en suivant une’ caractéristique («
par exemple) on franchit la séparatrice (p/k + cos 2¢) = O en un point ol Ip/k| # 1 (C’est-a-dire : sin 2¢ = 0), il
y a_une discontinuité infinie de t avec changement de signe. En un point ou sin 20=0(0="+I) p/k=+1,¢
est bien défini pour toutes les facettes sauf la facette verticale, et égal a ¥ 2k : ainsi au point 13, t ést défini égal a
- 2k sauf pour la facette verticale ol 7 = O par continuité le long de la surface libre, et il y a discontinuité finie.

Nous déduisons de ces résultats, le théoreme :

8.2 — Théoréme.

En deux points d’'un méme domaine ou est défini un champ de contraintes entiérement plastique, que l'on
peut joindre par des segments de caractéristiques o et B ne franchissant pas de ligne de discontinuité de la
contrainte (") ni la séparatrice pfk + cos 2y = 0 et tels que les variations de p le long de ces segments soient
monotones et de méme sens, les valeurs de t se rangent dans l'ordre des valeurs de — p.

8.3 — Remarque pour I'utilisation de ce théoréme.

L'utilisation de ce théoréme présente certaines particularités dans les cas de champs dé contraintes
discontinus.

Considérons exemple suivant d’un cas.de conditions aux limites surabondantes :

soit L, un arc de courbe dans le plan xy, et les données aux limites p et Y sur cette courbe (non
caractéristiques), permettant de définir un champ 1 entiérement plastique continu dans le domaine D, (limité
par les arcs de caractéristiques issus des extrémités de L, ):

Fig. 11

Soit L, un autre arc de courbe possédant les mémes prop}iétés, D, et 2 le domaine et le champ corres-
pondants.

Supposons que D, et D, ne sont pas disjoints et que dans leur intersection 1 et 2 ne coincident pas, mais
qu'il est possible en introduisant des lignes de discontinuité de contraintes dans D, et dans D, d’obtenir une
solution entidrement plastique dans D = D; U D, satisfaisant les conditions aux limites et coincidant avec les
champs 1 et 2 dans certaines parties de Dy et D, (fig. 11).

Il est clair que le théoréme énoncé plus haut est applicable entre deux points de Dy (resp.D,) pour les
valeurs de ¢ données en ces points par le champ 1 (resp. 2). '

Par contre pour pouvoir comparer les valeurs de £ données pour la solution générale en deux points quel-
conques de D, il est nécessaire d’étudier le point suivant : :

(7) Car dans les calculs ci-dessus p et Y sont supposés continus.
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8.4 — Discontinuité de ¢ au franchissement des lignes de discontinuité de contraintes.

Définissant [y ], par exemple, par la continuité du sens des lignes a, nous avons au franchissement de
la ligne de discontinuité : [p] = — 2k sin [¢].

D’autre part :

(1 — p?/k?) (p’k + cos 2 ") — (1 — p? k) (pfk + cos 2 )

[t]=¢t-t=— (p’fk + cos 2 ) (p/k + cos 2 )
ou encore :
2 v —si
[z] = - Ipr] P’k + cos 2 Y°) (p/k + cos 2 §) ©)
Ainsi : i
[#] a méme signe que — [p] (@ 7k + cos 2 z,b’)l(p/k +cos 2 y) (o

(expression indépendante du mode de définition de [y ]).

8.5 — Vérification de la condition (6) le long de (L ).

La méthode consiste, en appliquant les résultats ci-dessus, 4 trouver en chaque point de /P un minorant et
un majorant de t eux-mémes compris entre les bornes + 2k et - 2k.

8.5.1 — Le long de IQ.

Cet arc de (L) est situé dans le champ continu formé par le bulbe d’ouverture (o +7) et le champ
semi-homogéne. Utilisant les résultats du § 8.3, nous considérons ce champ prolongé jusqu’en K (fig. 12).

On voit aisément par application du ler théoréme de Hencky que le long de /Q, p est en tout point
supérieur 4 la valeur de p au point K. Le théoréme du § 8.2 est applicable puisqu’on ne franchit pas la
séparatrice (p/k + cos 2¢) = 0, de ce champ continu donc 500) <t

OrenKona :pp=pp—k—-4k(a+v)y=Fk—- 2k (a+y)
th =pp — k=~ 2k+2k(a+7)

avec (o« +y)y<a/2 dou:
t1Q<tk<(TrA2)k<2k

D’autre part le point Q est situé au-dessous de la caractéristique « passant par 2 (*). Le théoréme (§ 8.2)
est applicable entre tout point de IQ et Q (°) :

pQ:k>p[Q=>t[Q>l‘Q=—2k N

:8) O est situé au-dessous de P (§ 7.3). Donc i >u =ug (fig. 13). Pour (@ +y) 1,5l ona ug = ug) (fig. 7), ce qui demontre
laffirmation ; pour 1,51 <(a+7y) <(7/2); l'affirmation est encore vraie car vérifiée dans le cas du schéma de Bishop
(a+y=m/2), qui est le plus défavorable.

(9) Car 1a séparatrice (p/k +cos 2¢) = O, passe au-dessus de § (cf. fig. 7).
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Fig. 12

85.2 — Lelongde QP. -

Les conditions d’application du théoréme sont remplies entre tout point de QP, et le point P considéré
comme appartenant & OP, c’est-3-dire situé en-deca de la séparatrice :

Nous obtenons ainsi : -2k < tpo

Fig. 13

D’autre part, au franchissement de la ligne de discontinuité en allant vers la surface libreona [ p [ >0.La
séparatrice (p/k + cos 2y = 0) étant située au-dessus de E, les deux termes du dénominateur de (10) sont de
méme signe et donc [ ¢ | <O.

Considérons alors toutes les caractéristiques « sappuyant sur PQ (fig. 13). QFES est le segment
correspondant sur la frontiére du champ semi-homogéne : QF arc de ligne de discontinuité, ES arc de
caractéristiques B (*°). Le long de QS dans le champ semi-homogéne on a p > pg dont on déduit 7 < 7
< (m - 2)k. Au franchissement de S, ¢ a un saut négatif ou nul ; ensuite entre le point de QS et le point
correspondant de QP, p croit donc ¢ décroit. D’olt la majoration :

fPQ < (7T - 2)k

(10) It peut se faire que S soit situé au-dessous de E (@ +7) >>1,51), alors QS est entiérement arc de ligne de discontinuité ; il
peut aussi se faire que Q soit au-dessus de E : QS est alors un arc de caractéristique. Ces circonstances ne modifient en rien la
démonstration.
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Ainsi la condition (6) est vérifiée tout le long de /Q puisque 'on a la majoration,
-2k < 1o <(m-Dk
9 — Conclusion.

Supposant la largeur de la plaque suffisante (pour que le champ de contraintes non nul proposé puisse sy
développer), nous avons mis en évidence une.solution compléte associée & la solution de Hill, valable pour
5,298 < hfa < 8,713 (*!). Nous complétons ainsi le travail de Bishop (1953).

La solution compléte donnée est valable quelle que soit la valeur du coefficient de rugosité partielie sous le
poingon. Ainsi dans Pintervalle considéré, quelle que soit la valeur de ce coefficient, et méme dans le cas du
frottement de Coulomb (1T€ partie, chapitre II, § 6), F = 2a p;, est la charge limite, si la largeur est suffisante.

Cette solution compléte a été mise en évidence indépendamment par Szczepinski (1966). La méthode de
construction progressive que nous avons adoptée (par exemple la discussion du probléme local en A au § 2),
prépare les discussions des chapitres IV et V sur la signification des résultats obtenus, sous 'angle de la théorie
des charges limites.

III — RECHERCHE D’UNE SOLUTION STATIQUE POUR 1 < #/a < 5,298.

Dans le chapitre précédent, la méthode utilisée a consisté a essayer de compléter la solution incomplete
donnée par Hill. Nous avons obtenu un résultat positif et la charge limite est exactement connue, pour
hfa > 5,298. Pour h/a < 5,298, nous disposons de la solution incompléte de Hill qui fournit un majorant de la
charge limite, et de minorations statiques banales.

Nous nous proposons d’appliquer une méthode différente de la précédente, construisant d’abord une
solution statique 4 laquelle on tente ensuite d’associer un mécanisme cinématique licite.

1 — Construction d’une solution statique.

La solution statique utilisée est issue dans son principe de celle obtenue en complétant la solution
incompléte de Hill. Nous en tragons ici les grandes lignes pour revenir sur certains points au paragraphe suivant.

Considérons (figure 14), le réseau de caractéristiques formé du bulbe plastique 4A’ADJD’A’ d’ouverture §.
sous le poingon. Nous fixons la valeur des contraintes dans cette zone, par la condition p = k sur AD, d’ou sous
le poingon, une pression normale uniforme égale a p § = 2k (1 +8).

Comme au chapitre précédent nous poursuivons ce réseau de fagon entiérement plastique et continue dans
le plus grand voisinage possible du point 4 de fagon a obtenir une surface libre ACP.

Nous pouvons déterminer la courbe (L) - comme au chapitre IIN§ 7 *allant de la surface libre de droite 2 la
surface libre de gauche et telle que la contrainte appliquée sur cette ligne soit en tout point verticale. (L) passe
par le point I de ’axe Ox tel que la résultante des forces appliquées sur O/ soit nulle et y a son point le plus bas.
Posons OI = hg. Au-dessous de (L) nous considérons le champ de contraintes uniaxial défini par continuité de la
contrainte sur 7L}. I1 ne viole en aucun point le critére de plasticité.

Nous obtenons ainsi une solution statique valable V & > hg. Pour une valeur de 7 donnée, la meilleure de
ces solutions statiques est celle pour laquelle pg a la plus grande valeur possible, c’est-a-dire celle qui correspond
a & le plus grand possible.

(11) D’aprés le résultat du § 7.2, cette valeur est exactement égale a celle au-dessus de laquelle le prolongement de la solution de
Prandtl effectué par Bishop est valable.
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Fig. 14

2 — Etude plus précise de cette solution statique.

11 est nécessaire de préciser certains points de raisonnement du paragraphe précédent.
2.1 —Point I : calcul de OL

Le point 7 est défini par la condition que la résultante des contraintes le long de Of soit nulle.

Soit M un point quelconque de Ox. Suivant la position de M par rapport a J, la résultante horizontale R
des forces le long de OM est donnée par deux formules différentes :

Si M est au-dessus de J, entre O’ et J, il est I'extrémité d’un bulbe d’ouverture a et nous avons :
OM=a[de Qo) + I, (2a)] (1)
Rj2ak =6 [Ae Qa) + I 20)] — 2a [l Qa) +1; (2w)] + 4o (20) 2)

Si M est au-dessous de J, dans la partie du champ homogéne JHK existant réellement c’est-a-dire située
au-dessus de la ligne de discontinuité issue de E, posons d = JM nous avons :

OM =a [Ay, (28) + 1, (28)] +d 3)

° Rj2ak =8 [Ag (28) — Iy (28) — 21; (28)] + Ao (28) —%6 (4)
- Pour & > 1,0302, le point I est au-dessus de J, déterminé par les formules (1) et (5) :

8 [Ap (20) + 1o (20) I— 2a[1 (20) +1; (20) ]+ Ap (20) =0 ()

qui ne sont autres que les formules (1) et (2) du chapitre II : § est égala (a+7),ps = 2k (1 + 8)=py =2k
[T+ (@+7)]

Pour 6 = 1,0302, T est en J.

Pour § < 1,0302,1 est au-dessous de J sous réserve qu’il soit situé au-dessus de la ligne de discontinuité
issue de E (ce que nous vérifierons plus bas) ; nous obtenons en annulant R donné par  (4) :

dla = Ay (28) — Ip (28) — 21, (28) + A, (28)/8 (6)
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hgfa=2Aq¢ (28) — 28 I, (28) + Ao (28)/8 @)
d/a varie de 0 pour § = 1,0302 &4 1 pour § =0
hja varie de 5,298 a 2,0.

u ¢
50° }
4798 |
LTS TN
Fig. 16 40° , L , ; -
20° 30° 50° 70° 90° 8
4
—RH/a/f
1 P~ -
Fig.16 0 : ¢ ¢ £
30°\ s0° \50° &

32° 4758

Vérifions que pour § < 1,0302, le point [ ainsi obtenu est bien au-dessus de la ligne de discontinuité
issue de E.

Pour cela nous avons calculé comme au chapitre précédent la position du point E : d’abord par sa coor-
donnée angulaire ug tant que up < & ; puis si g > & par son abscisse sur 4K a partir du point 4. La courbe
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de up en fonction de § (fig. 15) montre que ug est une fonction décroissante de 6. Ona up = § pour §.
= 47°,8; Au-dessous de cette valeur pour 8, le rayon de courbure Ry est négatif':

Ry=—a~2[3 -1, (28) - I, (28)],

E existe et se trouve sur HK tant que — g /2 < Ry < 0 c’est-d-dire pour 32° < § < 47°,8 (approx.). Au-dessous
de 8 = 32° le champ est continu jusqu’en K (fig. 16). On voit alors que pour § < 47°8 on est certain que / est
au-dessus de F puisqu’il est situé au-dessus de K (cas dfa< 1); pour 6 > 47° 8, la position la plus défavorable
pour I est obtenue pour § = 90° : c’est le prolongement de Bishop pour lequel la propriété est encore vérifiée.
I se trouve donc toujours au-dessus de la ligne de discontinuité.

2.2 — Autres vérifications. Particularités.

Les autres vérifications sur la forme de la courbe (L) sont identiques dans ce cas 2 celles faites au cha-
pitre II. La seule différence est que pour & < 1,0302, (L) est rectiligne horizontale en I et dans sa traversée
du champ homogéne ; pour Pencadrement de ¢ sur (L) il n’y a aucun changement : il se fait de la méme maniére
par application du théoréme du § 11.8.

3 — Résultats

3.1 -6 > 1,0302.

La meilleure solution statique est obtenue lorsque / est  la profondeur 4 (% épaisseur de la plaque). Résol-
vant alors : ija = Ay (2a) + I, (2a) (8) on obtient a > 1,0302 pour 4/a > 5,298, puis

Iy (20) + 2a [Ty (20) + I, (20)] _ o
2%k = aAo(Qxx)+Io(2a)l "=2k(1+8)=p5s=rp ©

d’ol
§ > a>1,0302etpg.

Nous retrouvons le cas déja traité au chapitre précédent et ainsi que nous l’avons vu, un mode de défor-
gﬁfon licite peut-étre associé & cette solution statique, qui n’est autre que celui de la solution incompléte de
32 — 6 < 1,0302.

L’angle 8 correspondant & la meilleure solution statique est obtenu lorsque I est a la profondeur 4 :
d’oli pour 2 < hja < 5,298 :
hla =244 (26) — 281, (286) + 4, (28)/8 (10)
d’é\‘lp5=2k(l+5) -

Pour 1 <#/a< 2, le champ obtenu pour § = 0 qui est le champ homogéne uniaxial vertical de compression
est encore valable et pg = 2k est minorant de la charge limite.

Fig. 17

La figure 17 représente pour hifa < 5,298, le réseau de la solution statique du type ci-dessus, donnanta
pg la valeur maximale.
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La solution statique obtenue est valable quelle que soit la valeur de m, coefficient de rugosité partielle
sous le poingon, puisqu’elle correspond a des contraintes tangentielles nulles.

Ainsi pour 1 < Afa < 5,298 nous disposons d’une solution statique, mais il n’est pas possible de lui asso-
cier un mécanisme cinématique licite ; pg est un minorant de la charge limite.

Sur la figure 18, nous avons tracé les courbes représentatives de py/2k majorant de la charge limite et

pg/2k minorant, en fonction de k/a. (Voir aussi les tableaux I et II).
Ces deux courbes sont confondues pour § = 1,0302, comme il résulte du § 3.1 (h/a = 5,298).

Montrons qu’elles sont tangentes en s/a = 5,298 (6 = 1,0302) : la courbe (py/2k, h/a) est dérinie pour
1<h/a<8,713 par les expressions paramétriques (8) et (9) (cf. chap. II) en un point &c, y) de cette courbe on a :

dyldx = (1 + 2a — y)/x ;

La courbe (pg/2k, h/a) est définie pour 2 < h/a < 5,298 par les expressions paramétriques (10) et (11)
et en un point de cette courbe on a :

ayjix = & - DIalls (25) + Ao (26)] -}
au point d’intersection des deux courbes on a § = a et dy/dx = (y — 1)/x pour les deux courbes.

Les courbes sont trés voisines pour 4,00 < h/a £ 5,298. L’écart maximal est atteint pour h/a = 2 et
il est de 20%.

Cette solution statique a été donnée indépendamment par Szczepinski (1966).
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IV — PROBLEMES VOISINS, SIGNIFICATION DE LA BORNE //a = 5,298

1 — La borne %/a = 5,298

Dans les chapitres I1 et III qui précédent, nous avons trouvé la borne %/z = 5,298 au-dessus de laquelle
nous avons complété la solution de Hill, et au-dessous de laquelle nous avons mis en évidence une solution
statique permettant avec la solution incompléte de Hill d’ericadrer la charge limite pour le probléme du
poingonnement d’une plaque. La signification de cette borne doit étre précisée car son existence apparait i ce
stade comme directement liée au mode de prolongement choisi et aux résultats que nous avons pu obtenir.
Ceux-ci dépassent d’ailleurs le cadre du probléme traité et permettent, comme nous allons le voir, la résolution de
problémes voisins.

2 — Quelques probiémes voisins.

Les résultats que nous avons obtenus permettent d’apporter des précisions sur les solutions des problémes
ou interviennent des champs de Prandtl. Nous en citerons quelques-uns.

2.1 — Butée d’une paroi lisse sur un talus. **)

Ce probléeme est celui de la butée d’une paroi lisse sur un talus infini non chargé (figure 19), la paroi 4’4
est animée d’un mouvement de rotation autour d’un point I situé au-dessous de la normale en A" a2 4’4, 3
distance finie ou infinie.

La solution incompléte classique est composée d’un champ de Prandt] avec écoulement vers la surface libre
supérieure et fournit comme majorant de la charge limite, la pression uniforme sous le poingon pg = 2 k (1 +8).

Fig. 19

Il est évident que la solution statique du chapitre III (§ 1 et 2) peut étre associée a cette solution
incompléte (le tracé en pointillé sur la fig. 19). La solution est donc compléte et p § = 2k (1 + &) est la charge
limite.

(12) Pour ce probléme, comme pour celui du § 2.2, nous pourrions aussi utiliser le prolongement des solutions incomplétes de
Prandtl V &, par la méthode de Shield donné i P’annexe 3.
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2.2 — Poingonnement d’un coin trapézoidal infini. -

Pour le probléme du poingonnement d’un coin trapézoidal infini par un poingon rigide sous une force
verticale axiale, une solution statique avec discontinuité de contraintes a été proposée par Winzer et Carrier
(1948) (* *). Elle fournit comme minorant de la charge limite la pression uniforme sous la paroi p°® = 2k (1 + sin8)
La solution incompléte classique (fig. 20) est composée d’un champ de Prandtl avec écoulement vers les deux
faces du coin ; le majorant qu’elle fournit est pg = 2 k (1 + 8).

La solution statique du chapitre Il (§ 1 et 2) peut &tre associée a cette solution incompléte. La solution
est donc compléte et ps = 2k (1 + 8 ) est la charge limite.

Fig. 20

2.3 — Traction des éprouvettes entaillées en V.

Le probléme est analogue au précédent. Le champ de Prandtl fournit une solution incompléte (c’est celle
de la figure 20 ol les caractéristiques changent de nom). Cette solution peut étre complétée comme au § 2.2
Ewing et Hill (1967) ont utilisé la solution ainsi obtenue mais ces auteurs n’ont fait qu’une vérification
numérique discréte (pour 8 = 60°) de ce que le critére n’est pas violé au-dessous de (L. "

2.4 — Poingonnement d’un coin trapézoidal de hauteur finie.

L’étude du poingonnement d’un coin trapézoidal de hauteur 4 finie, dans les mémes conditions que
ci-dessus, en admettant des tractions sous la base du coin (poingonnement symétrique d’un bloc quasi hexagonal
par exemple, figure 21), est également intéressante.

C’est d’ailleurs la généralisation du probléme étudié aux chapitres II et III au cas ou la surface libre, plane, n’est
pas horizontale. L’application des résultats des chapitres II et III est immédiate.

(13) Une mauvaise interprétation a conduit ces auteurs a considérer le résultat qu’ils avaient obtenu comme un majorant de la
force nécessaire pour produire ’écoulement plastique et a le préférer a la solution de Prandtl.

(14) Voir aussi Putilisation faite par Sowerby, Johnson et Kamanta (1968) pour les probiémes de filage et d’étirage.
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Fig. 21

24.1 - Sihja>5298

Pour une valeur de /1/a supérieure & 5,298, définissons 'angle 8, par la relation : py, (hfa) = 2k (1 +8,),
qui explicitée s’écrit :

8, = 310 Qu) + 2u [I, Qu) + 1, (2u)]g | (Wa) — 1

ol u est 'unique racine de : 4, (2u) + 1, (2u) = h/a. Cette correspondance est représentée a la figure 22.
Alors :

Si 6 <4, la charge limite est F/2a = pg = 2k (1 +8) : la solution incompléte avec écoulement de Prandtl
sur les cotés jusqu’a la surface libre étant complétée du point de vue statique comme ci-dessus.

Si 6 = 64 la charge limite est pg = 2k (1 +84) = py, (h/a), plusieurs modes de déformation sont possib‘les
associés a la méme solution statique : écoulement de Prandtl jusqu’a la surface libre, écoulement avec bulbe
plastique central et blocs rigides glissant sur les cotés, etc.

Si & > 8¢ la charge limite est p = py, (h/a). La solution compléte utilisée est celle avec bulbe plastique
étudiée au chapitre II.

24.2 - 8i1<hja<5298.
_

Pour une valeur de hza comprise entre 1 et 5,298, définissons P’angle 5, par la relation
ps (hja) = 2k (1 + 84) (*°), qui explicitée s’écrit :
8¢ unique solution de : 2.4y (284) 21, (284) + Ap (284)/8¢ =h/a.
Cette correspondance est représentée a la fig. 22.

Alors :
Sid < by, la charge limite est p = 2k (1 + §), comme au § 2.4.1.

Si 6 =8y, la charge limite est p = 2k (1 +84) = pg (h/a) un seul mode d’écoulement peut &tre associé a la
solution statique correspondante, c’est I’écoulement de Prandtl jusqu’a la surface libre.

Sid > 8, pg (h/a) est minorant de la charge limite (*®) (solution statique) et py, (h/a), et 2k (1 + &)
sont des majorants ?solutions cinématiques). Définissant 8, par py, (hfa)= 2k (1 +8,) on voit que si§,< 6§< 6
p = 2k (1 + 8) est le meilleur majorant et si § > &, py, (h/a) est le meilleur majorant.

(15) pg (h/a) représente la valeur de p ‘5 correspondant A k/a (fig. 18).

(16) Pour une valeur de % fixée, cette solution statique fournit toujours un meilleur minorant que celle de Winzer et Carrier
(1948).
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3 — La borne A/a = 5,298 et le prolongement de la solution incompléte de Hill.

Pour le méme probléme qu’au § 2.4 ci-dessus, nous nous intéressons aux conditions de possibilité du
prolongement de la solution incompléte de Hill avec bulbe plastique.

Considérons pour une valeur de //a (> 1) donnée, la solution incompléte de Hill correspondante (fig. 23).
Soit § le demi angle au sommet du coin.

Fig. 23

De I’étude du probléme local au voisinage du point A faite au chapitre II, ainsi que des conclusions finales
de ce chapitre on tire les résultats suivants :

Pour hjfa 2 5,298, il est nécessaire (II § 2) et suffisant (Il § 9) pour que la solution incomplétes avec bulbe
puisse étre complétée que 6 Z kg =8y,

Pour hfa < 5,298, il est nécessaire (II § 2) pour que cette méme solution puisse &tre complétée que § = K,

Ko défini par la formule 1 kg =u +v
ou u est défini par : hfa = A, Qu) +1y (2u)
etv par :cosv = 310 Quy+2ull, Qu+1I, (2u)_]$'/(h/a)—u

Cette correspondance A/a, Kq estvreprésentée sur la fig. 22.

Si alors, partant de A/a infini, on fait décroitre i/a continment, ’angle k, nécessaire (=5, suffisant)
décroit continliment et, lorsque h/a franchit la valeur 5,298, I’angle ko minimal nécessaire croit brutalement
(dérivée discontinue, infinie a gauche).

Relativement 2 la solution incompléte a ““ bulbe ”, ce phénoméne est une propriété intrinséque de la borne
hja = 5,298.

Si on supposait que cette solution est prolongeable pour k/a < 5,298, la valeur de § minimale suffisante
pour a/a <5,298 serait représentée par une courbe majorante de la dourbe K, tracée, continue en hja = 5,298
avec la courbe ko =08, pour /g > 5,298. Le méme phénoméne se reproduirait donc. I serait tentant, mais osé,
de conclure de Tallure peu “ physique ” de ce phénoméne que le prolongement n’est donc certainement pas
possible pour h/a < 5,298, s’agissant du matériau rigide-plastique de telles considérations sont hasardeuses.

I1 apparait ainsi du moins que la valeur /e = 5,298 a certainement une signification réelle au point de vue
du prolongement de la solution incompléte a bulbe. Il n’est alors pas déraisonnable de penser que pour
hja < 5,298 le prolongement n’est pas possible et méme, allant plus loin comme Szczepinski (1966) (17),
d’imaginer que dans le probléme initial de la plaque, la valeur exacte de la charge limite pour 1 <h/z <5,298 est
strictement intérieure aux deux courbes py et ps. En toute logique, 'influence de m sur la charge limite ne
pouvant d’aucune maniére étre écartée a priori, c’est un faisceau de courbes paramétré en m (0 <m < 1) que
nous devons imaginer, tangentes a ’horizontale pour h/a = 1 et a pg (h/a) et py, (h/a) pour h/a = 5,298.

(17) Ces propriétés ne sont pas équivalentes.
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V — INFLUENCE DE LA LARGEUR DE LA PLAQUE

Dans les chapitres II et III ol nous avons étudié le poingonnement d’une plaque, c’est le paramétre sans
dimension h/a caractéristique de la hauteur de la plaque qui joue le role principal dans I’étude de la charge limite,
et il n’est fait mention du paramétre de largeur L/a qu’occasionnellement. Nous avons toujours supposé
implicitement la largeur L suffisamment grande pour ne pas avoir d’influence.

Nous étudions maintenant I’incidence de la valeur de L/a sur la validité des résultats que nous avons
trouvés. Nous plagant toujours du point de vue de la théorie des charges limites, nous allons tenter :

pour i/a 25,298, de déterminer la valeur critique L, au-dessus de laquelle 1a largeur n’a plus d’inﬂuencei
sur la valeur de la charge limite, celle-ci étant égale apy, ;

pour 1 <h/a <5298, ol nous ne connaissons pas la valeur de la charge limite, de préciser par exemple la
valeur minimale de la largeur pour que la charge limite soit au moins égale a 2apg (probléme de force portante).

Ce type de probléme a été étudié par Hill (1950 b) pour les mesures de dureté, par Ewing et Hill (1967),
Ewing (1968) pour les éprouvettes de traction entaillées.

1—h/a> 5298

1.1 — Majorant de la largeur critique.

La solution compléte que nous avons mise en évidence au chapitre I1 est valable si la largeur L de la plaque
permet son développement, c’est-a-dire L > Yp distance de P (fig. 10) a I'axe Ox. Ainsi Yp est un majorant de
Leop.

Il est & remarquer que c’est la partie “ statique > de la solution compléte qui impose a L d’étre au minimum
égale a Yp

Ewing (1968) a donné I’expression analytique Vp. Avec les notations du chapitre II c’est :

yp=al2exp @+7) — 1] (%)

Le majorant de L, ainsi obtenu est représenté 4 la figure 24. 11 est valable quel que soit m. (Notons que
L/a <h/a. Connaissant en outre la forme des surfaces libres dans les prolongements, il est possible de déterminer
la largeur 2z du poingon pour qu’un essai sur cylindre circulaire du diamétre donné soit interprétable.)

1.2 — Minorants de la largeur critique.

Appliquant les théorémes limites, ¢’est au moyen de solutions cinématiques que nous allons mettre en
évidence des minorants de Lgp.

En effet, si nous disposons pour chaque valeur de h/a d’une solution cinématique:fournissant un majorant
de la charge limite dont la valeur est une fonction croissante de L/a, nous pouvons déterminer pour chaque valeur
de ht/a, une largeur L au-dessous de laquelle on peut affirmer que telle valeur de la charge ne peut étre supportée
par le solide. En particulier pour la charge F'= 2 apy,, d’olt un minorant de L¢y .

1.2.1 —hfa=8713.
La valeur de la charge pour laquelle on étudie le probléme est celle de Prandtl F' = 2a (7 + 2)k.

y

(18) En toute rigueur, cette formule n’est valable que pour (¢ +7) <1,51, c’est-a-dire lorsque la caractéristigue « aboutissant en
P ne franchit pas de ligne de discontinuité. Ewing fait toutefois remarquer que la correction a apporter a cette formule pour
tenir compte de la discontinuité est trés faible.
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Fig. 24

Les numéros renvoient aux paragraphes du chapitre V ol sont présentées les différentes courbes. Pour ne pas
trop encombrer la figure, nous n’avons tracé qu’une des courbes correspondant a m = 1.
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1.2.1.1 — Cas du poingon lisse (m = Q).

C’est le probléme qui a été étudié par Hill (1950b), qui a fourni une solution incompléte possédant la
propriété indiquée plus haut. Les calculs précis d’Ewing et Hill (1967) donnent par cette méthode le minorant
Lja=8.5927(*).

1.2.1.2 — Poingon rugueux (0 <m < 1).

La solution de HIll n’est plus une solution incompléte car elle associe une vitesse de glissement non nulle 4
des cissions nulles sous le poingon. Il est quand méme possible de l'utiliser pour calculer un minorant de L.y pour
m #0, par la méthode que nous allons indiquer, appliquant directement les théorémes sur les solutions
cinématiques.

Le principe est le suivant :

Cette solution de Hill fournit u minorant L de Lep si m= 0 ;si m # 0, la puissance dissipée totale est
augmentée du terme di au frottement sous le poingon, .on obtiendra donc un minorant de Lcy, soit Ly, en
compensant ’augmentation de puissanc/e.dissipée totale due au frottement par une diminution égale due a une
diminution —ALY; de la largeur de la plaque : L, = L) —ALp,.

L’application pratique de cette méthode nécessite quelques précisions. La figure 25 représente le schéma
d’écoulement et la figure 26 ’hodographe. Le mécanisme de déformation est le suivant : le bloc rigide FEIJLP
glisse le long de 1’arc de cercle IJ de centre £2 avec la vitesse de rotation w. Il y a glissement le long du segment
rectiligne JK avec la vitesse de glissement wr et cisaillement simple dans le triangle JKL. L’hodographe se
construit 4 partir des vitesses connues le long de GHI et EI (et symétriques) (la figure g, /e est semblable a JIE), et
les vitesses sont connues dans BDEIHG (et symétrique) et sont toutes proportionnelles a w ; on vérifie facilement
que Ia puissance dissipée est positive dans ce domaine. Au-dessus des lignes de glissement BDF et symétrique, U
étant fixée et w convenablement choisi (notion que nous précisons par la suite), le champ de vitesses dépend
d’une fonction arbitraire »(y), vitesse de glissement le long de 4’4. Des conditions sont imposées & ¥(y) par le
caractére non négatif de la puissance dissipée :

(1) dans ADEE, (et symétrique) ce qui entraine 'y fonction croissante de y ;
(2) dans E,EF (et symétrique) ce qui entraine : yYy) > wpoury €EA'A’y oudod ;
le long de la ligne de discontinuité de vitesse (caractéristique o) A 'BDEF
() U2 + v () V212 > ug 22
et ABD’E'F’
@) UV~ v @) VI > ug V2
ol up est la vitesse verticale du point B au-dessous des deux lignes de discontinuité, donnée sur I’hodographe par
81bs.

I n’y a pas de conditions supplémentaires dues 3 4 ’AB.

Nous obtenons ainsi une condition de possibilité portant sur w :

[ | ®)
‘/A’A’o wdy <2 [U - upg]
A,A
que nous pouvons satisfaire pour w positif suffisamment petit car upg est proportionnelle 4 w et positive. v(y) est
alors arbitraire sous les conditions (1), (2), (3) et (4), sans que la puissance dissipée dans tout le solide varie.
’ e

(19) Ici, comme dans les paragraphes qui suivent, il est nécessaire de vérifier que la hauteur 4 du bloc permet bien 2 la solution
cinématique de.se développer..Cette condition sera toujours remplie dans les cas que nous rencontrerons et nous n’en
parlons plus.
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Fig. 25

Fig. 26
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Pour la recherche du minorant de Ly, il est nécessaire, w étant fixé vérifiant (5), de choisir ¥y au mieux.
Pour obtenir le meilleur minorant, il est nécessaire que la puissance dissipée due au frottement soit minimale afin
que AL,‘;Z soit minimal, cette puissance dissipée vaut :

a
mk / ly (») | dy (6)

—a
et nous voyons que compte tenu de (1), (2), (3) et (4), v(y) optimum correspond au diagramme de la figure 27.

(y)
A' A} A, -
w
- (U~-uy) I
B Fig. 27
pente w
(6) devient :
+a
mk f | V(y)ldy:mkwxlnf{AoAz,az}
—a

et ALy, est alors défini par :
m x Inf { A A7, az} = 2{ ALY, N3 QT + (TR )2 — (R N/22 — BLY,) } 0

avec ALy < JK 2/2

On vérifie a posteriori qu’il existe une racine satisfaisant cette inéquation.

Utilisant pour I, JK, AyA, les valeurs numériques de Ewing et Hill (1967) nous obtenons :
(ALY [a)* — (ALY [a) x 93638 + 0,5 m =0

ce qui donne une variation sensiblement linéaire de L., en fonction de m

0
1 ~

entre  L$ = 8,5927 a pour m
LY = 8,5659 a pour m

i

122 -5298<hfa<8713.

Dans cet intervalle, nous allons donner deux méthodes de calcul d’un minorant de L¢y qui se relaient pour
fournir le meilleur résultat.

1.2.2.1 — Premiére méthode.
Il n’est pas possible, méme dans le cas m= 0, de contruire une solution incompléte semblable a celle de

Hill (1950 b) citée plus haut, mais nous allons dans un ordre d’idées trés voisin construire des solutions
cinématiques ayant les propriétés indiquées au § 1.2.

49



-

Considérons le schéma d’écoulement de la figure 28 (1,0302 <6 <<7/2). C’est celui d’une solution
incompléte de Hill (1950 b) pour la traction d’une éprouvette a entaille en V, la droite A, étant la surface de
I’entaille, que nous avons dit compléter, pour qu’il soit valable pour le probléme de la plaque, avec la déformation
du triangle AF(E . Les valeurs des paramétres HI, 21, JK, sont celles correspondant a la solution incompléte
pour le barreau entaillé (entaille d’angle 2¢). Le bloc £, E, ELJLP est rigide et tourne autour du point £2, glissant
le long de IJ. 1 y a continuité de la vitesse le long de JEE . L’hodographe peut étre construit (figure 29) a partir
des vitesses connues le long de GHI et IEE |, et les vitesses sont connues en tous les points. Nous déduisons en
particulier que le long dg 4’4 sous le poingon, la vitesse de glissement est v(y) = wy.

Fig. 28 Fig. 29
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La puissance dissipée totale est égale a celle dissipée dans les zones déformées de la solution incompléte de
Hill soit : '

2aU x 2k (1 +8) = 2aUpy,

augmentée de celle dissipée dans AEoE, (et symétrique) soit
2wk x Aire (AEoE,) = wk DE*~/2 sin € | cos (€ — 71/4)

et de celle dissipée par frottement sous le poingon soit mkwa* .

Pour obtenir un minorant de la valeur de Ley correspondant 2 la valeur de 4/a pour laquelle pj, = 2k (1 +6),
il faut diminuer la largeur du bloc de ALy, a partir de la largeur correspondant au cas du probléme de
Ientaille (*°). Les formules sont :

szg sin €/ cos (¢ — m/4) —ALY, N2 (U +JK) + O Ly)* +ma*[2 =0
ALY, < JK V/2)2
3 D‘EZ\—/z-isin €/ cos (¢ — mfd) — JK*2 — G x JK + ma*/2 — QI*u =0

ALY, = JK~/2/2 + QI [sin (n/4) — sin (7/4 — u)]

Les résultats obtenus par cette méthode sont représentés a la figure 24 en deux arcs de courbes
correspondant aux cas extrémes 2= 0 et m= 1, qui partant des points trouvés en 1.2.1 pour &/a = 8,713 sont
voisins et suivent assez bien la courbe représentative du majorant.

1.2.2.2 — Deuxiéme méthode

Nous utilisons, de la méme maniére que dans les paragraphes précédents une solution incompléte dans le
cas m= 0, due 2 Ewing et Hill (1967) dont le schéma d’écoulement est représenté & la figure 30. Nous avons
tracé 'hodographe 2 la figure 31 afin de déterminer la répartition des vitesses de glissement v(y/ sous le poingon.
Comme au § 1.2.2.1, nous obtenons »(y) = w.y.

Pour une valeur donnée du paramétre g, les calculs de Ewing et Hill donnent un majorant de la valeur de
L¢y correspondant a A tel que py, = 2k (1 + 28), pour m= 0. En diminuant, ce minorant selon la méthode déja
indiquée, naus obtenons les minorants correspondants 4 0 <m < 1 (figure 24).

._>y

Fig. 30 Fig. 31

(20)AL8 n’est pas nul.

51



-

Remarquons que pour ii/a 2 8,713, le résultat obtenu par cette méthode est un peu moins bon que celui
obtenuau § 1.2.2.1 (=1.2.1) :

Lep/a = 8,5920 au lieu de 8,5927 pourm = 0,
Lep/a = 8,5388 au lieu de 8,5659 pourm = 1,

Pordre est inversé pour h/a = 5,298. Comme nous I'avons dit, chacune des deux solutions donne 4 son tour le
meilleur minorant,

1.3 — Conclusions
L’examen des différentes courbes représentées a la figure 24, améne les remarques suivantes.
1.3.1 — Coincidence presque parfaite du majorant et du minorant pour m = (.

Les deux bornes trouvées pour Ly, le majorant et le meilleur minorant, sont pour chaque valeur de hja
extrémement voisines. On a par exemple :

pour /i/a = 8,713 : majorant 8,621, meilleurs minorant : 8.593
soit 0,3 % d’écart relatif,

pourhfa = 6,35 : majorant 5,786, meilleur minorant : 5,775
s0it 0,2 % d’écart relatif.

Du point de vue pratique, nous pouvons donc dire que la largeur critique est déterminée.

Notons que le majorant et les minorants trouvés (et donc la largeur critique, au moins 4 la précision de leur
¢cart) ne dépendent pas de la forme exacte des coins supérieurs de la plaque : en effet, les solutions complétes et
cinématiquement plastiquement admissibles utilisées sont relativement indépendantes de la forme des coins
supérieurs, qui se trouvent dans une zone supposée rigide (et en état de contraintes uniformément nul, dans le cas
de la solution compléte), comme on le voit sur le schéma correspondant, tant que les modifications de forme
n’affectent pas les surfaces libres des zones déform ées. Physiquement, ce résultat est satisfaisant.

1.3.2 — Influence du frottement sous le poincon

L’influence du ceefficient de rugosité partielle sous le poingon est relativement faible. L’augmentation de
ce ceefficient se traduit, toutes choses égales d’ailleurs, par une diminution faible et sensiblement linéaire de la
valeur du minorant. Ainsi, la courbe représentative du minorant pour 7 = 1 (poingon parfaitement rugueux), qui
correspond aux valeurs les plus faibles du meilleur minorant, est encore tiés voisine de la courbe du majorant. On
a les résultats :

hfa= 8,713 : majorant : 8,6210, meilleur minorant pour m = 1 : 8,565
soit 0,6 % d’écart relatif

hja= 635 :majorant : 5,786 , meilleur minorant pourm = 1: 5,714
soit 1,2 % d’écart relatif.

Pratiquement écart est encore suffisamment faible pour permettre une évaluation souvent acceptable de la
largeur critique. A cette précision, la largeur critique apparait comme une fonction linaire de /1/a et est comme
au § 1.3.1 indépendante de la forme exacte des coins supérieurs de la plaque.

2 1< h/a<5,298. \
Examinons d’abord quels types de renseignements sur I'influence de la largeur de la plaque nous pouvons
chercher a obtenir.

Il n’est pas question d’essayer de préciser une largeur critique, fonction de I'épaisseur, au-dessus de laquelle
la charge limite serait /' = 2apy, indépendante de la largeur. En effet, nous n’avons pas trouvé de solution statique
correspondant a cette charge.

Nous pouvons, par contre, au moyen de la solution statique mise en évidence au chapitre 111, donner pour

chaque valeur de /1/a, une valeur de la largeur au-dessus de laquelle on pourra affirmer que la charge limite est
supérieure ou égale a 2apg.
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Nous pouvons aussi, au moyen de diverses solutions cinématiques trouver une valeur maximale de la largeur
au-dessous de laquelle on pourra affirmer que la charge limite est certainement inférieure & 2apg (et une de méme
pour 2apy,. largeur minimale que nécessiterait un prolongement de la solution incompléte de Hill avec ** bulbe ”
plastique s’il en existait un).

2.1 — Majorant de la largeur correspondant & 2upg

~ La largeur nécessaire a la solution statique du chapitre IIT pour qu’elle puisse se développer, est un
majorant de la largeur au-dessus de laquelle la charge limite est certainement supérieure ou égale & 2apg. La

formule donnée par Ewing est valable pour 0 <6 < 1,0302 et s’écrit :

il

Yp=4a [2exp () — 1] correspondant a 2 <

h
Vp h

pour I <

il

Ce majorant est représenté sur la figure 24 ; la courbe correspondante se raccorde tangentiellement a celle
correspondant au majorant du § 1.1.

2.2 — Utilisation des solutions cinématiques.

2.2.1 — Méthode utilisant la solution incompléte de Ewing et Hill (1967 ).

La solution incompléte de Ewing et Hill (déja citée) existe pour § = 287, 210 et peut étre utilisée comme
au § 1.2.2.2, pour obtenir pour chaque valeur de m, une largeur maximale au-dessous de laquelle on peut

affirmer que la charge limite est inférieure a 2apg pour 5,070 <//a < 5,298 (a 2apy, pour 5,066 < 5,298).

Au-dessous de i/a =5,070 (ou 5,066 si on veut situer la charge limite par rapport a 2apy) nous pouvons
encore utiliser la solution incompléte ultime de Hill et Ewing (majorant p/2k = 1,9847). En diminuant la largeur
du solide. la restriction du schéma d’écoulement de cette solution incompléte ultime fournit une solution
cinématique a laquelle correspond un majorant de la charge limite fonction de L, inférieur a
F=24x 19847 x 2k d’une quantité proportionnelle & w/U qui se calcule par les mémes formules qu’au
§ 1.2.2.1 et 1.2.2.2 et est égal & 2a py (ou 2a ppy) pour une valeur de i convenable. Nous avons trouvé par la
construction de 'hodographe de la figure 30, la relation U = 4,078 w Q//a d’ol w = U/23,29.

Les résultats ainsi obtenus sont représentés sur la figure 24 : arcs de courbes qui se raccordent aux arcs

La méthode n’est commodément applicable que tant que le bulbe d’ouverture (8 + ) a une demi-largeur
inférieure a L.

Nous avons vérifié numériquement que les résultats obtenus a partir de la solution ultime de Ewing et Hill
comme indiqué ci-dessus sont meilleurs que ceux que Ion peut obtenir par la méme méthode a partir d’une
solution d’Ewing et Hill pour une valeur de § > 28, 210 v,

2.2.2 — Méthode utilisant la solution incompleéte de [{ill (1950 b).

Nous procédons comme au § 1.2.2.1, Pangle 6 variagt entre O et 1,0302. La discussion, assez longue car
différents cas sont & examiner suivant les valeurs de &, est dofinée en annexe 4.

Nous obtenons ainsi le faisceau de courbes(L/a, hja) représenté a la figure 24, situant la charge limite par
rapport & 2aps pour 0 <m < 1. Ces courbes se raccordent a cellesdu § 1.2.2.1 et aboutissent au point L/u= 1,
de la courbe du § 2.1. Les courbes sont au voisinage de hija = 5,298, situées au-dessous des courbes
correspondantes du § 2.2.1, et elles passent ensuite au-dessus de celles-ci.

L'utilisation des résultats pour situer la charge limite par rapport a 2apy, n’est pas possible dans tout
Pintervalle 1 <h/a <5,298. En effet, pour que la solution cinématique proposée soit valable, il faut que la
profondeur qui lui est nécessaire soit inférieure a Iépaisseur /2 qui lui correspond. Ainsi, on n’obtient une courbe
(LJa, hja) pour m = 0, situant la charge limite par rapport & 2apy,, que pour 2,98 <h/a < 5,298, cette courbe se
raccorde en l1fa = 5,298 4 la courbe correspondante obtenue au § 1.2.2.1... Elle donne des résultats meilleur que
ceux du 3 2.2.1.
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2.2.3 — Autre solution cinématique

Pour situer la charge limite par rapport a 2apy si hja < 2,98 nous utilisons la solution cinématique
représentée sur la figure 32.

Fig. 32

Il'y a trois types principaux de-mécanismes d’écoulement.

[l en résulte la courbe représentée sur la figure 24, valable quel que soit 7 puisqu’il n'y a pas glissement
sous le poingon. Partant du point (h/a =L/ = 1) avec une tangente horizontale, elle est croissante. Pour
hfa =298 elle est située au-dessous de celles trouvées au § 2.2.2, sans en étre trop éloignée pour /1/z = 298
(pour m = 0), valeur au-dessous de laquelle elle est la seule utilisable.

Signalons enfin que /= 2u x 2k est la valeur de la charge limite quelle que soit la largeur si 1/e = 1, quelle
que soit la profondeursi L/a = 1.

2.3 — Conclusions.

Les résultats obtenus pour 1 <h/a <5298 sont, on le voit, beaucoup moins précis que dans le cas
précédent. /

Du point de vue pratique la courbe du § 2.1 est sans doute celle qui présente le plus d’intérét : si les
paramétres d’un échantillon correspondent a4 un point situé au-dessus de cette courbe, on est certain que celui-la
peut supporter la charge 2apyg.

Diverses autres utilisations sont possibles des résultats des paragraphes précédents représentés a la figure 24
(et tableaux 11l de valeurs numériques).

Ainsi, I’étude de la charge limite & /4 fixé et L, variable peut étre faite. Si la valeur de / fixée est supérieure
a 5,298 ¢, on a, suivant les valeurs de L, la valeur exacte de la charge limite correspondante ou un encadrement
de celle-ci (un minorant et un majorant). Si la valeur de /1 fixée est inférieure & 5,298 4, on dispose toujours d'un
encadrement.

De méme pour I’étude de la charge limite a L fixée et /1 variable.
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TROISIEME PARTIE

sur le poingonnement d’une plaque
en déformation plane h/a <



-

I — INTRODUCTION

Dans I’étude effectuée dans la deuxiéme partie nous avons remarqué que la condition de frottement sous
le poingon n’avait qu’une faible influence sur les résultats obtenus.

C’est ainsi que dans le cas 5,298 <h/a <8,713 nous avons mis en évidence une solution compléte
indépendante de m et en conséquence, valable également dans le cas du frottement de Coulomb et montré
également que la valeur de m influait peu sur la largeur critique de la plaque. Dansle cas 1 <h/a < 5,298 nous
avons trouvé une solution statique satisfaisante indépendante de m ;quant aux solutions cinématiques utilisées,
I'incidence de la valeur de m était soit nulle (§ 2.2), soit faible.

Par contre, pour le probléme du poingonnement pour h/a <1 qui est le ““ probléme de la presse ”, la
condition de frottement sous le poingon a une grosse importance [Bishop (1958)]. De nombreuses études ont été
faites de ce probléme : Prandtl (1923), Hill, Lee et Tupper (1945, 1951), Hill (1950), Sokolovski (1950), A.-P.
Green (1951 et 1954), Bishop (1958). Les différents cas de frottement rugueux ou lisse y sont abordés
(0<m<1) et méme le cas du frottement de Coulomb sous le poingon chez Bishop (1958) et Szczepinski
(1967).

Dans la suite, nous allons étudier ce probléme en nous placant du point de vue de la théorie des charges
limites. Afin de pouvoir en appliquer les résultats précis, nous nous limitons au cas ou la condition de frottement
sous le poingon est du type indiqué en premiére partie, chapitre I § 1.8. Nous aborderons le cas du frottement de

Coulomb pour indiquer la généralisation immédiate, dans la recherche de certaines solutions incomplétes, d’un
résultat que nous avons obtenu.

II — ETUDE DU CAS DU POINCON PARFAITEMENT RUGUEUX, m = 1.

1 — Solution incomplete

Une solution incompléte de ce probléme a été donnée par Hill (1950 a). Elle présente deux types de
schémas d’écoulement suivant les valeurs de A/a.

1.1 — 1<a/h <3646

Le schéma d’écoulement et 'hodographe (qui tui est homothétique} sont repiésentés 4 la figure 1.

‘( . Fig. 1

On y trouve un bulbe plastique d’axe horizontal. L'ouverture @ de ce bulbe est telle que 'extrémité C en
soit sur ’axe de symétrie ww’ du poingon.
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OBCB’0’ est animé de la vitesse verticale U du poingon. 11 y a discontinuité de vitesse le long de OBC
(ligne a) et CB’O’ (ligne B), égale a U\/2. La vitesse dans OAI est uniforme, horizontale, égale a U a/h ; les blocs
(B) et (B’) sont rigides et glissent horizontalement a cette vitesse.

La solution en contraintes associée dans la zone déformée est obtenue en appliquant le théoréme de
Hencky. L’équilibre des blocs (B) et (B’) doit étre possible, ce qui fixe la valeur de la pression moyenne p sur Of
(0T):p=~k

D’ot le calcul d’un majorant de la charge limite par intégration de la résultante verticale le long de
OBCB’0O’ (ou de IJACA’T’) : nous avons :

a=h[Ao (20) + Io (20)] ha =1/ [40 (26) + Iy (20)] (1)
et par intégration le long de /AC :

F/2 = f V2's3 (¢, £) (2k + 4kt)dt + 2kh
FJ2 = 2kh + 2khf Al 26 + 1, (2] (1 + 28) dr

(3]
et p,, pression moyenne sous le poingon est égale a :
pi/2k = Fléka = {10 (20) + 2a[ly (20) + I, (20)] }/ [o (20) + Iy (20)] (2)

Remarquons que les points de la courbe p, /2k en fonction de i1/a et de la courbe py,/2k en fonction de /1/a,
ont la méme ordonnée pour des valeurs de /1/a inverses I'une de I'autre (fig. 2).

a devant étre compris entre O et 7/4, ce type de solution incompléte n’est valable que pour les valeurs de
hfa comprises entre 1 et 1/ [Ao{n/2) + Io(n/2)}= 1/3,646.

A noter que dans lintervalle 1/3,646 < h/a < 1, cette solution est valable comme solution incompléte
quelle que soit la valeur de m.

1/ 24
2 L
: L
: ".4' - /
! X
] i
] ]
: X
1] )
oL ' .
0 1/3,648 2 n/a
Fig. 2
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1.2 —a/h > 3,646

La figure 3 représente le schéma d’écoulement et "hodographe (homothétique).

v

h

ya— S Fig. 3

FEF’ se déplace verticalement & la vitesse U. [l y a glissement le long de EF, la discontinuité de vitesse étant
égale 4 UA/2 : glissement aussi sous le poincon le long de OBF : la vitesse de glissement égale a U\/2 enk, croit

linéairement entre £ et B et est constante et égale a U\/’Z% le tong de OB, dans OAI, la vitesse est horizontale,

uniforme, égale a Ua/h et les blocs B et B’, rigides, glissent horizontalement a cette vitesse.

La solution en contraintes associée dans la zone déformée est déterminée comme dans le cas précédent a
partir de p = k le long de O1 (O’T’).

Le calcul du majorant 2ap, de la charge limite correspondant se fait comme au § 1.1. On trouve que
quand /ifa N O, py 7oe,

A la différence de celle présentée au § 1.1 cette solution n’est valable comme solution incompléte que
pour w2 = 1 puisque | 7 Xy | =k le long de OBF. Par contre, l'utilisation du mécanisme cinématique est toujours
possible pour construire {ine solution cinématique qui fournit pour chaque valeur de m un majorant de la charge
limite, fonction croissante de .

2 — Solution compléte.

Nous pouvons compléter cette solution incompléte de facon relativement simple.

Dans les blocs (B) et (B’), I'état de contraintes uniformément nui est une solution convenable puisque les

contraintes sont nulles sur la surface extérieure et sur O; suivant la valeur de /1/a, il reste ensuite a prolonger le
champ de contraintes soit dans OBCB’O’ (fig. 1) soit dans FEF’ (fig. 3). La méthode employée est la suivante
[Sokolovski (1950)] :

A partir des deux arcs de caractéristiques OBC et CB’O’ (ou FE et EF) et des valeurs des contraintes
connues sur ces arcs, appliquant les relations de Hencky, on peut construire un champ de contrainte continu,
satisfaisant les équations d’équilibre, et entiérement plastique, dans le domaine d’influence de OBC et O’B'C (ou
FE et F'E') qui contient la zone ot le prolongement est a effectuer : la restriction de ce champ de contraintes au
domaine OBCB’0’ (ou EFE”) est une solution du probléme, car on a | 7 |< k sous le poingon puisque le critére
d’écoulement est satisfait (fig. 4 et 5).
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. Fig. 4

Fig. b

T Elw'

Ainsi, dans le cas diu poingon parfaiternent rugueux (= 1), pour toute valeur de hja inféricure a 1, la
charge limite est coniue, 2ap (fig. 5), indépendante de la largeur L de la plaque (Lja néeessairement = 1),

III — ETUDE DU CAS DU POINCON PARTIELLEMENT RUGUEUX.

1 — Solution compléte pour un voisinage de /1/u= 1

On a vu au § 1.1 du chapitre précédent que la solution incompléte représentée a la figure 1 est valable
quelle que soit la valeur de m et fournit pour chaque valeur de a1 le méme majorant de la charge limite 2ap,
(1/3,646 <hja < 1). Nous nous proposons de déterminer pour chaque valeur de /i/a, pour quelles valeurs de m il
est possible de compléter cette solution, précisant ainsi, du point de vue théorique, la gamme de conditions de
frottement pour laquelle elle est valable et fournit la valeur exacte de la charge limite (cf. Hill, 1950 a, p. 230).

Soit donc une valeur de A/ comprise entre | et 1/3.046. a (0 <a < 7/4) est I'angle du bulbe plastique
(fig. 1), et étudions le prolongement représenté a la figure 3 © si m <1, le seul point qu'il est nécessaire de
vérifier a nouveau concerne la condition de frottement sous le poingon. L'application du premier théoréme de
Hencky montre que  décroit de 0 a w ol 'ona ¥ = 7/2. En 0 il 0’y a pas de singularité dans le champ prolongé
et ¥ =a+ /2 17 [y atteint donce sa valeur maximale Cgale a A sin Za.

Ainsi, 4 /e donné (o donné), le prolongement est valable si sin 2a < m.

D’autre part, par application du résultat de Hill (1954) a I'angle 80w au voisinage de O nous montrons que
si m<sin 2« il n est pas possible de compléter la solution mu)mplctc (fig. 6) :

1521&%

u=ml4 - a q Fig. 6
P1

En effet les contraintes sur 'angle sont :

g1 =k =k sin 2¢,, ¢, = /4

g, =ak avec lal < m

g, =k sin 2¢, . ¢, =L Arcsina
2
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Pour qu’il existe un état d’équilibre au voisinage de O, satisfaisant ces conditions a la limite. sans violer le
critére, il faut que ’
1
2
Or, la| <m : la valeur minimale que puisse prendre Arccosa est Arccos m1.

. 1 [
uz ¢, —p,l=1n/4 — = Arcsin a I=15 Arccos al = 5 Arccos a

Donc, pour une valeur donnée de u, on peut affirmer qu’il est impossible de prolonger la solution
incompléte si m < cos 2u = sin 2o .

En résumé, pour une valeur de m donnée, la courbe de la figure S donne la valeur de la charge limite pour
1/[Ao(2x) + Iy (2x)] < hfa <1 avec 2x = Arcsinm ; pour hfa <1/ [A, (2X)+ 14 (2 x)]elle fournit seulement
un majorant de la charge limite.

Il apparait donc nécessaire de rechercher une solution permettant d'utiliser la méthode statique pour
obtenir un minorant dans le cas 2fa < 1/[4, (2x) + Iy (2x)].

2 — Solution statique pour i/a < 1/[A, (2x) + [, (2x)].
2.1 — Construction d’une solution statique.

I1 est clair, & partir de la représentation de Mohr des contraintes, que si on suppose que toute la zone située
sous le poingon est plastique, la condition de frottement | 7 | <mk est équivalente a la suivante : en chaque
point de 0w I'une des deux caractéristique fait avec Ow un angle inférieur au =, Arccos m.

ww’ étant 'axe du poingon et du changement, nous cherchons & construire une solution statique symétrique
par rapport a ww’' d’un type analogue & celles, données 4 la figure 3. Pour cela, partant du champ OA4,C, By,
bulbe d’ouverture x, nous construisons parmi tous les champs de contraintes en équilibre, entiérement plastiques
continus, satisfaisant les conditions ¢ = 71/2 sur Cw’ et ww’, Irl < mk le long de Ow, celui dans lequel le
long de Ow, 17 | = mk sur un segment Q¢ les caractéristiques o ont leur tangente paralléle 8 OB, ().

La construction de ce champ est simple. Nous utilisons le réseau représenté a la figure 7, donné par
Sokolovski (1950) : réseau infini partant du bulbe d’ouverture x et satisfaisant Y = n/2 sur Cy et Y = 7/2 + x sur
Oy, cest-a-dire, (7,,,, = — mk). I étant fixé et a donné, on place sur la figure 7 I'axe ww’ (Ow = @) et on e

considére du réseau que la partie située a gauche de la caractéristique o, pw’ aboutissant en w’. Le champ de
contraintes en équilibre, continu, entiérement plastique dans pw’w, est déterminé de maniére unique a partir des
données sur pw’ et sur ww’ ol Y = /2 (ou de fagcon équivalente sur p’w? symétrique de pev”) comme en Il § 2
d’aprés les relations de Hencky, puisque pw’ est constituée de segments rectilignes et curvilignes & convexité
tournée vers w, nous avons le long de pw : 7/2 < Y <a/2 + x donc U =7y, =- mk.Prenant p = k dans OI4 .
nous pouvons raccorder dans le bloc (B) le champ de contraintes nulles et nous obtenons dans 'ensemble de la
plague un champ de contraintes licite.

En application de la méthode statique, I'intégration de la contrainte le long de /o’ fournit le minorant de la
charge limite 0 et p,0 = F,»/2a.
e

0 o \p (%)
Dy RN D ; Oz /Ds

g Fig. 7

(1) Cette condition est suggérée par des considérations cinématiques : pour la construction ultéricure d'une solution cinématique
associ€e on a la plus grande possibilité de glissement ininterrompu sous le poingon.
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2.2 — Résultats obtenus.

A la figure 8 sont représentés les différents réseaux a Uintérieur de Ofcow” au fur et & mesure que « croit.

a) Lorsque w’ est dans un segment 4 .C, le point p est le point @ de la solution correspondante : sur pw

non
on afyy > — mk.

Par contre, lorsque w’ appartient a un segment CnA” + 1> les points p et ¢ sont distincts : O¢ > Op. Plus
précisément si w’ est situé entre C), et le milieu de G4, 4+ | on a Oy = 20,,p, et si w’ est situé entre ce milieu et

Ay 4 qona:¢ =D,
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b) Entre le schéma limite 1, w0’ = Cy, hfa =1/[4o (2x) + [ (2x)], et le schéma limite 5 (w’ = 4,), le champ
entre C; et w’ est homogene. A & donné, an est donc une fonction affine de a, et F;’n/2a = p;’n une fonction
affine de hja représentée par la droite tangente a4 la courbe de la figure 5 au point d’abscisse
hla =1/{Ao (2x) + 1o (20)].

La valeur de s/a correspondant au cas limite 5 est :

hja =1/ [Ao (2x) + 1o (2x) + 21g (/4 — X)]

c) Entre les schémas 5 et 7 (w0’ = (), c’est-a-dire pour «w’ dans 4, C,, le champ n’est pas homogéne sut
A, w’ i py est une fonction croissante et la courbe Cp, (D)7, hfa) a sa concavité tournée vers le haut et
est tangente en son point de départ a la droite trouvée en b.

d) Nous retrouvons ensuite un segment de droite tangent a cette courbe, puis un arc de courbe a concavité
vers le haut tangent a cette droite et ainsi de suite, obtenant ainsi la courbe représentative C du minorant de la

charge limite donné par ces schémas qui tend vers oo quand #/a \ 0, sauf lorsque m = 0 o cette courbe se réduit

a la droite pg/2k = |, correspondant au champ homogéne.
p/zk
1,50
1
i | Fig. 9
0 05 1 h/a

3 - Solutions complétes pour h/a < 1/[A, (2x) + 1,(2x)].

Disposant, ¥V m, V h/a <1, d’une solution statique, nous cherchons maintenant  la compléter en mettant
en évidence un mécanisme cinématique associé.
3.1 — Cas ou la largeur de la plaque est ¢gale i celle du poingon. /

Dans ce cas ou aucune condition supplémentaire n’est imposée a la vitesse le long de OJ, il est évident que
tous les schémas statiques de la figure 8 peuvent étre complétés cinématiquement de multiples fagons (ce cas est
celui de la presse a plateaux débordants).

Ainsi, quel que soit m, si L = a, on posséde pour toute valeur de /2/a une solution compléte et les courbes
de la figure 9 représentent la charge limite. (En particulier p/2k = 1, Vh/a < 1,si m = 0.)

3.2 — Cas o la largeur de la plaque est supérieure a celle du poingon.

Le bloc (B) [resp. (B’]} au-dela de OI (resp. O’I’) ne peut subir qu’un déplacement rigide (qui en raison de la
symétrie horizontale de la figure, doit étre une translation horizontale ; les schémas cinématiques doivent donc
pour étre valables donner une vitesse horizontale et uniforme le long de OI.

Hill (1950), puis A.-P. Green (1954) et Bishop (1958) ont abordé ce probléme en cherchant a construire
des solutions incomplétes.
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La méthode que nous employons permet d’obtenir des résultats plus étendus.

A la figure 10, nous avons représenté quand ils existent, les schémas d’écoulement que I'on peut associer
aux différents réseaux statiques de la figure 8.

Comme signalé par les auteurs cités ci-dessus, lorsque «’ appartient & un des segments 4 _C = on peut
construire une solution cinématique associée a la solution statique du § 2 (schérhas 1, 5,6, 7, etc.s : e bloc
9 w’¢’ est rigide et s’enfonce a la vitesse U verticale du poingon, il y a glissement sous le poingon tout le long de
O¢ et discontinuité de vitesse 4 la traversée de ¢ w’ qui se réfléchit jusqu'en O. (Rappelons que p =¢ dans ce
cas.)

Quand m’ appartient & un segment C A, . |, puisque O¢ >Op nous pouvons avoir des solutions
cinématiques avec des lignes de discontinuité de vitesses i}sues non nécessairement du centre «w’ mais de tout
point de wew’ situé entre w’ et le pied de la caractéristiqué « issue de ¢ : une telle solution ne sera acceptable
que si aprés réflexions les lignes de discontinuité de vitesse aboutissent en O. Nous voyons alors que si
W E Cydy + 1 il n’est pas possible de construire une solution cinématique associée a la solution statique sauf si
w’ est au milieu du segment (schémas 3,9, ...).

Dans ce cas on a ¢ = Dy, et Ej est sur Paxe ww’ : le mode d’écoulement est le suivant : D, £,D); se
déplace verticalement a la vitesse U, CLf,;Cy; est immobile, les deux caractéristiques passant par £); sont lignes
de discontinuité de vitesse et aprés réflexion ces lignes aboutissent en O ; il y a glissement sous le poingon tout
le long de O¢ (*).

Ces résultats prouvent que sur la figure 9, certaines portions de la courbe C,OZ représentent non seulement
un minorant de la charge limite mais cette charge limite elle-méme : ce sont les points de tous les arcs courbes
(schéma courant 6 et analogues) et sur chaque segment de droite, outre les deux extrémités, un point
correspondant a 3, 9 et analogues.

(2) I est a signaler que dans ce cas, hodographe et réseau des caractéristiques des contraintes dans la zone déformée sont
homothétiques, comme dans tous ceux cites auparavant ou la solution cinématique associée existe.
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Pour une valeur de m donnée, soit ['; le niéme intervalle de valeurs de a/# dans lequel la solution est
compléte, et A le niéme intervalle ol elle ne 'est pas : I'y;, = 4;;Cy, Ay = CGyMpuAy + 1. Nous désignons par
solutions complétes d’ordre 2 de type C, M ou A les solutions complétes correspondant & w’ en .Gy, My ou
Ap + 1

La longueur de A, est &, = 2h [tg (-Z—- x)]n fonction décroissante de n, tandis que <y, (longueur de ;)

est une fonction croissante : ainsi, sur la courbe C;)” Pimportance des segments rectilignes décroit et ¥ 0 quand
hja \ 0.

Dans le cas m = |.x = 7/4 et §,, = 0, ¥n : on retrouve le résultat du chapitre 11 § 2.

Dans le cas m = 0, chaque intervalle I',; se réduit aux deux points confondus 4,, et ;. On a /4, =
IC) = 2n — 1Yh et IMy; = 2n h.

Ainsi quand 71 \ 0, nous aboutissons de fagon continue (*) au résultat de Hill : la solution est compléte et
la charge limite égale 4 p = 2k, pour les valeurs discrétes de /i/a, 1ja = 1/q (g entier).

La figure 11 représente les variations de IC,, IM,, I4, en fonction de m.

A
3,646

3h.\

IA,

H
]
]
"
]
'
2h |
:
]
]
]
]
h | .
: Fig. 11
/ f
]
]
]
]
‘
0 : >
1

0 0,5
4 — Majoration de la charge limite dans les intervalles A ;.

Nous avons vu que p; constitue un majorant de la charge limite pour tout m inférieur a 1. Nous nous
proposons de trouver dans chaque zone A, une majoration, meilleure que celle-13, qui coincide avec la valeur

exacte en les points Cyy, My, Apy + 1 ol celle-ci est connue (majorant en ““dents de scie”). Ceci fait apparaitre un
nouvel intérét du résultat concernant M,, : permettre de réduire la distance entre majorant et minorant de la
charge limite.

(3) Le fait que la solution soit compléte lorsque W’ est en M, est ici essentiel.
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La méthode consiste a employer des modes de déformation qui lorsque w’ est en Cy;, My ou A4, |,
coincident avec les modes de déformation des solutions complétes correspondantes.

4.1 — Variation de IC,,, IM,,, [4,, | 1, en fonction de m.

Comme on le voit sur la figure 11, pour n= 1, les variations de 1Cy, IM,, IA,; 4 | en fonction de m sont les
suivantes .

IC; croit de 14 3,646
IM; est stationnaire puis croit de 2 a 3,646
[A, décroit, passe par un minimum (== 2,76) puis croit jusqu’a 3,646

Pourn =2
IC, croitde3
IM, croitde4 jusqu’a une méme valeur

TA; décroit, passe par un minimum, puis croit

Pourn =3

Les trois fonctions sont croissantes a partir de (2n — 1)k, 2rh, (211 + 1)k jusqu’d une méme valeur atteinte
pour m = 1 et leurs pentes croissent avec . ' k

4.2 — Majoration de la charge limite, pour w’ compris entre C,, et /,

1> qui coincide en C; avec la charge limite.

Soit mg la valeur fixe de m pour laquelle on étudie le probléme et posons x, =51 Arcsin mg-

On suppose s fixé et soit w’ compris entre Cy et My, : IC; < Iw’ < IM;,. Daprés le § 4.1, il existe
nécessairement une valeur de m, soit m, > myq, pour laquelle /Cj; coincide avec [w’ = a. Soit x, =%Arcsin .

Le mode de déformation de la solution compléte de type C pour m-= m, correspondante, peut étre utilisé pour
une solution cinématique dans le cas m =m, et donne un majorant de la charge limite qui, évidemment,
coincide avec la charge limite quand @ = IC), pour m = m, (alors m; =my).

Pour n = 1, cette méthode fournit comme majorant p; .
4.3 — Majoration de la charge limite, pour w’ compris entre M,, et A, , 1, qui coincide en M}, avec la charge
limite.

La méthode est exactement la méme que celle décrite au § 4.2 ;m, est la valeur pour laquelle IM,, = a et
on utilise comme solution cinématique la solution de type M correspondante.

Par exemple, dans le casn = 1, on obtient :

x, est défini para = h [Ag (2x1) + 1o (2x;) + tg (7/4 — x{)]
et py, , charge limite pour Jw’ = a et m = m;, est donnée par :

(a/h) O, [2k) = Lo (2x1) + 2x; [o (2x1) + 1y (2x1) + (1 + 2x,) 1g (n/4 — x))]
Appliquant la méthode cinématique, nous obtenons :

p;no _Pm M- moxﬁx_T_._l—.
2k 2k 2 a cos® (m/4 — xy)

P’mo majorant de la charge limite pour Jw’ =a et m =m. (Le deuxiéme terme du second membre correspond a
la gifférence de coefficient de frottement sous le poingon.)

4.4 — Majoration de la charge limite, pour w’ compris entre C,, et M,,, qui coincide en },, avec la charge limite.

Soit w’ compris entre Cj; et M, : deux cas sont & distinguer :
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a) Il existe une valeur m,; de m (unique et inférieure & m puisque M, est une fonction croissante), telle
que l'on ait a = IM,;, pour m =m,. Alors, au moyen de la solution de type M correspondante nous appliquons la
méthode cinématique comme au § 4.3 et les formules sont les mémes.

b) Il n’existe pas de valeur de m, de m telle que a = IM,, : autrement dit a << IM,, pour m = 0, ¢’est-a-dire
a< 2nh.

Onadonc (2n — 1) <IC,, <a <2nh

Nous utilisons alors une solution cinématique, dont le mode de déformation est celui de la solution
complete de type M d’ordre n pour m = 0 (fig. 12). Le calcul ci-dessous est fait dans hypothése ol la plaque a

une demi-largeur supéricure ou égale & Znh - L > 2nh ; (la modification & apporter est simple s’il n’en est pas
ainsi). '

a

Fig. 12

La puissance dissipée dans toute la plaque est Py = 2k x U x 2 x 2nh;
La puissance des forces extérieures est :

Py = p,ino x U x 2a — mok ZVg; « Ig; (terme de frottement sous le poingon)

soit P, =p,’nO x Ux 2a — 2mek U 2h[1+3+5+-+2n=3]+[a—-2m - Dh]x(2n - 1)}
d’our :

p,’nO/Qk =2nhla + my {(n — 1)*h/a +

qui est lindaire en h/a (*).

.2”_2"._1[1 —2(n - l)h/a]}

4.5 — Majoration de la charge limite, pour >’ compris entre M, et 4,, ;. 1, qui coincide en 4, , | avec la charge
limite.

Soit w’ compris entre M;, et A;; 4 1. Dans le cas général ou [4,, ;. ; est une fonction croissante de n, n > 2,
la méthode est la méme que celle exposée au § 4.4 en faisant jouer a 4;, ;| le role de M), :

a) 11 existe une valeur m; de m unique, telle que I'on ait @ =1A, 4 | pour m =m : nous appliquons la
méthode cinématique en utilisant la solution de type A correspondante. /

b) Il n’existe pas de valeur de 7 telle que @ =1A,,; | cest-d-dire que 'on a: 2nk <a <(2n + 1) i Nous
utilisons la solution cinématique dont le mode de déformation est celui de la solution de type A d’ordre n pour

m = 0. Dans P'hypothése oli la demi-largeur de la plaque est supérieure a (2xn + 1) & nous obtenons :
(p;”0/2k) = (2n + Dhja + my {n(n — Dhfa+n[l - 2n—-1) g]} linéaire en h/a (%)

Dans les cas particuliers n= 1 et n =2, ol [4,, ] est une fonction décroissante puis croissante de n, la
méthode est la méme avec quelques précisions supplémentaires : le domaine des valeurs de /4, 4 | pour
lesquelles il existe 71, est limité par la valeur minimale de /A, 4 | et celle pour m =m, , m, doit étre choisi
entre myq et la valeur donnant le minimum ; lorsque /4, ; { est inférieure 4 la valeur minimale, nous utilisons la
solution cinématique dont le mode de déformation est celui de la solution de type A minimum.

(4) Pour mg # 0, la pente de cette droite décroit quand n croit, s"annule et devient méme négative. Dans le méme temps, quand
71 croit e domaine des valeurs de a/h dans lequel on doit utiliser la solution b) décroit et disparait.
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4.6 — Autres majorations.

Les majorations présentées aux § 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5 ne sont évidlemment pas les seules de ce type
possibles. Ce sont celles qui viennent, semble-t-il, fe plus directement & esprit, elles sont relativement faciles &
calculer ne nécessitant pas de nouvelles constructions de réseaux.

Nous donnons le principe de deux majorations susceptibles de remplacer celles proposées aux § 4.2 et 4.3,
et dont P'utilisation assez longue dans le cas général devient trés simple dans le cas m= O du poincon lisse.

4.6.1 — Majoration pouvant se substituer & celle présentée au § 4.2.

w’ étant situé entre C,; et M;, considérons le réseau de caractéristique représenté a la figure 13 (dans le cas
n =2 ,les notations sont les mémes qu’au § 4.2).

Fig. 13

Le réseau est constitué de celui correspondant & la zone déformée de la solution compléte dans le cas
a =Iw’= ICy, prolongé avec un point singulier (caractéristique § dégénérée) en ¢ jusqu’a la caractéristique
a, ¢ GJ, qui, poursuivie au-dela de J avec la condition de couper /o’ 4 7/4, aboutit en '

Ce réseau fournit un mode de déformation licite dont 'hodographe est représenté a la figure 14.

a;o C1 azse1C) Cr W

Fig. 14

Il y a enfoncement uniforme du poingon a la vitesse verticale U et glissement le long de O¢ ; la ligne
OB{CE ¢ GJ w’ est une ligne de discontinuité de vitesse.

Bien qu’il ne s’agisse pasla d’une solution incompléte, nous pouvons commodément appliquer le théoréme
des travaux virtuels pour le calcul de la puissance dissipée. Nous obtenons ainsi pour le majorant £ de la charge
limite la relation : ///2 = intégrale des contraintes normales a [’ calculées dans le réseau de la figure 14 a partir
de la condition p = k dans OIA4 ;.

4.6.2 — Magjoration pouvant se substituer 4 celle présentée au § 4.3.

La méthode est sensiblement la méme que ci-dessus : w’ étant situé entre M, et 4y + |, le réseau des
caractéristiques (fig. 15) pour n = 1 est constitué de celui correspondant 4 la zone déformée de la solution
complete dans le cas a= [’ = [My, prolongé avec points singuliers en ¢ (caractéristique § dégénérée) et en C,
(caractéristique «), jusqu’aux caractéristiques « issue de 3, ¢ FH, § issue de C;, C,GH, qui coupent I'axe ww’ &
/4.
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" L’hodographe du mode de déformation licite correspondant est représenté a la figure 16.

ca; a, C) ci1gh

-

. ob; ¢ hfd¢
Fig. 15 Fig. 16
Il y a glissement sous O ¢ ; les lignes 04, B, FH et OB,C;GH sont des lignes de discontinuité de vitesse.

Le majorant de la charge limite s’obtient par intégration de la composante normale de la contrainte le long
de IA,C,GH calculée a partir de p = k dans 0l4,.

4.6.3 — Résultats particuliers dans le cas m = O.
Dans le cas m = O, les schémas des figures 13 et 15 se simplifient et nous obtenons les formules suivantes :

afh =2n — 2 + 1 )+ Ao (2p)

(0b/2Kk) x (afh) = 2 n — 2+ Io (29) + 2y o () + I (2)] majorant
entre My et Ay + 1 ¢

alh = 2n — 1 +1, 2y) + 4o (2y)

(Pb/26) x (afh) = 2n — 1+ Iy (2p) + 2y [Iy (2p) + Iy (29)] majorant

auxquelles correspondent des courbes majorantes & tangentes horizontales aux points d’ordonnées p/2k = 1.

5 — Compléments sur le cas du poingon lisse.
Qﬁelques développements supplémentaires peuvent étre donnés a propos du probleme du poingon lisse.

Parmi les majorations prbposées au chapitre précédent, ce sont celles présentées aux § 4.4, 4.5, 4.6.1, et
4.6.2, qui donnent les meilleurs résultats (*). Dans son article, Green (1951) utilise une majoration due a Hill :

—

[ix—l—+ q-g-] pour q (g — 1) < (afh)’ < q (g + 1), q entier = 1

p/2k = X7

2
-
Nous avons trouvé que cette majoration est la meilleure sauf pour 0,75 < hfa < 1,0 ol on doit lui préférer

la majoration p,/2k.

D’autre part, Green (1951) a construit une solution incompléte (%) pour ce probleme, valable dans

lintervalle 1/2 <hja <I. Celle-ci fournit un majorant de la charge limite meilleur que ceux donnés par les
majorations ci-dessus, dans cet intervalle.

Nous avons essayé d’utiliser la mérhe méthode que celle employée a la deuxieme partie pour prolonger les
solutions incomplétes de Green. Les résultats obtenus ne doivent étre considérés que comme des présomptions.
En effet, les valeurs numériques données par Green ne permettent qu’une construction assez sommaire des
réseaux utilisés sur lesquels on doit encore effectuer ensuite des calculs.

(5) Le majorant du § 4.6.1 se réduit, dans Uintervalle 1/2 < hia < 1apy/2k.

(6) Collins (1968 a, ¢) a récemment repris cette solution et démontré certaines relations trouvées numériquement par Green.
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Nous avons trouvé que dans le cas du schéma d’écoulement (de type I chez Green) qui correspond a
Pintervalle v/2/2 <h/a <1, le prolongement par cette méthode parait possible et nous avons obtenu une valeur
minimale de la largeur du bloc, supérieure  celle du poingon (cf. § 3.1) pour qu’il en soit ainsi.

Par exemple, pour h/a= 1/1,386= 0,722 ol p/2k= 1,0376,0na Lja= 1,1.
Dans le cas du schéma d’écoulement (de type I1) correspondant & h/a compris entre 0,500 et 0,707, il n’a

pas paru possible d’utiliser la méthode, les difficultés rencontrées étant du méme ordre que dans la deuxiéme
partie pour i2/a <5298,

IV — FROTTEMENT DE COULOMB SOUS LE POINCON

La recherche de solutions incomplétes dans Pétude du probleme de la presse, avec frottement de Coulomb
aux interfaces a ¢t€ abordée par Bishop (1958) et traitée par Szczepinski (1967).

7 désignant la contrainte tangentielle et o la pression normale, la condition de frottement sous le poing¢on
est :

ITl<  Inf [uo, k] si [V]=0,

71 = Inf [uo, k] s HI—/)]] #0,7, | % |l colinéaires et puissance dissipée positive.

Le réseau de lignes de glissement utilisé est celui de la figure 17 oli Iangle des caractéristiques a sous le
poingon varie au fur et a mesure que p 7 dans chaque champ non homogéne DyE,0, + 1.

A, C, A, C, N Cy 2 Fig. 17

La méthode employée par ces auteurs, semblable i celle du chapitre 1L § 2.1, consiste & placer ww’ sur le
réseau, et & ne conserver de celui-ci que la partie située a gauche de la caractéristique o, pw’ aboutissant en w".
On recherche ensuite s’il existe un mode de déformation cinématiquement admissible dans lequel pw’p’ soit
rigide, et Olw’p la zone déformée de gauche. Un tel mode de déformation n’existe que si w’ n’appartient pas a
un segment Cjdy + | et Szezepinski signale que si w’ appartient 2 un tel segment on ne connait pas de solution
complete. :

Le résultat que nous avons obtenu au § 3.2 du chapitre précédent est également valable ici, cest-a-dire
que, en fait, le réseau de la figure 17 permet encore la construction d’une solution incompléte lorsque w’ est au
milieu d’un segment CpA4y + 1. Deux lignes de discontinuité de vitesses (les deux caractéristiques) partent de £,
et non du centre du bloc, et aprés réflexion aboutissent en O. Ce résultat est essentiel. ici encore, pour retrouver
lorsque p \ 0, le résultat de Hill (1950) relatif aux solutions incomplétes quand le poicon cst lisse.

Nous n’irons pas plus avant dans Pétude du probléme de la presse avec frottement de Coulomb. En

particulier, on pourrait se poser la question de savoir si la méthode utilisée en 11 § 2.2 permet la construction de
solutions statiques : vérification de la condition de frottement sur pewp’. : :
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QUATRIEME PARTIE

sur le poingonnement
d’un demi-plan non homogéene
en déformation plane
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I — INTRODUCTION.

Nous allons maintenant étudier le poinconnement d’un demi-plan en matériau non homogéne, rigide,
parfaitement plastique, isotrope, vérifiant en chaque point le principe du travail maximal, et dont le critére
d’écoulement est celui de Tresca. La cission limite, k (M), varie d’un point & un autre, le coefficient de rugosité
partielle sous le poingon, m (M), est aussi variable.

Les conditions aux limites sont les mémes que dans le cas classique, et la théorie des charges limites est
évidemment applicable.

Un cas particulier, des plus importants, est celui ol le matériau constitutif du demi-plan est isotrope
stratifié : sa cission limite est alors fonction uniquement de la profondeur k (M) = k(x), (x 2 0) et m constant.

Nous allons d’abord traiter de fagon assez détaillée la probléme du bicouche oli une couche supérieure
d’épaisseur 4 et de cission limite constante &, repose sur une couche semi-infinie de cission limite constante K.

Les résultats obtenus nous conduiront ensuite & aborder le cas du demi-plan stratifié quelconque, auxquels
ils sont directement applicables.

D’autres cas de non homogénéité avec sauts ont été étudiés par Rychlewski (1966 b) qui fournit pour ces
problemes des solutions incomplétes.

II — PROBLEME DU BICOUCHE

-7

v Fig. 1

Le probléme est analogue au cas du matériau homogéne précédemment étudié. Le poingon rectangulaire
rigide de largeur 2z agissant sur la couche supérieure est soumis a la force F verticale axiale dont on cherche la
valeur limite. U désigne la composante verticale, donnée, de la vitesse du point d’application de cette force. Le
coefficient de rugosité partielle m est constant sous le poingon. Les conditions aux limites sont : déplacements
nuls & Pinfini, contraintes appliquées nulles sur y’y hors du segment {— a, a).

Sur la ligne de contact entre les deux couches, on suppose qu’il y a adhérence parfaite : la cission limite au
glissement entre les deux couches est 7 = Inf. (k, K, si cela est nécessaire, nous supposons de plus que la liaison
est bilatérale (tractions permises).

Ces conditions de contact reviennent & considérer le demi-plan comme formé d’un matériau continu de
cission limite k (x) =k + (K — k) x Y (x — h), ('), comme dans le cas oll k (x) est une fonction continue.

Nous verrons dans la suite que pour la plupart des résultats que nous allons obtenir, cette hypotheése que la
liaison est bilatérale est superflue.

(1)} Y : fonction d'Heaviside.
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Si on suppose K = 0o on obtient le cas particulier correspondant au poingonnement d’une bande rigide.
plastique infinie, reposant avec adhérence parfaite sur un support rigide.

C’est d’abord ce probléme que nous allons étudier.

III — BICOUCHE DONT LA COUCHE INFERIEURE EST INFINIMENT RIGIDE.

1 — Solutions incomplétes.

1.1 — Schéma d’écoulement.

Il est clair que ¥ m, ¥ hfa>+/2, le schéma d’écoulement de Prandtl fournit un mode de déformation
permettant la construction d’une solution incompléte a laquelle correspond le majorant de la charge limite
p' =F')2a= (n+2)k

Pour m =1 et hju <\/2_, un schéma d’écoulement a été proposé par Mandel, permettant la construction
d’'une solution incompléte [voir aussi Collins (1968 b), Johnson et Kudo (1960).]

En généralisant ce schéma de fagon analogue a ce quia été fait dans la_troisiéme partie (chapitre 111), nous
pouvons construire des solutions incomplétes ¥m, O <m < 1, et ¥ hjfa <+/2 (fig. 2).

|
wl T a, a, 0 B _
| ! H u o\
s s
A
w! R I
I Fig. 2

1.2 — Majorant de Ia charge limite : comportement pour a/h 7~

Les contraintes sont connues dans toute la zone déformée, a partir de la condition p = k dans OAB. Pour
calculer Fj; , majorant de la charge limite correspondant, il suffit par exemple d’intégrer les contraintes normales
le long de OTS. /

£

Soit pyy, la valeur moyenne de la pression sous le poingon p}, = £} /2a. Quand a/h 7 =, Py 7

Si, supposant A fixé, nous faisons croitre a vers Uinfini (a/h ™), le réseau de lignes de glissement sous le
poingon tend vers le réseau limite de Prandtl (cf. Hill 1950) ob les caractéristiques §, dans la moitié droite de
écoulement sont des cycloides dont le rayon du cercle générateur est r= h/(m + 1) et les points de
rebroussement situés sur la droite x = & (figure 3).

u O B
mr
h r -
I

Fig. 3

le
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Pour I’étude du comportement asymptotique de pp, , on peut considérer que pour a/h suffisamment grand,
tout le réseau de lignes de glissement sous le poingon est un réseau limite de Prandtl ; les contraintes y sont
connues a une constante prés que 'on détermine en écrivant I’égalité des forces horizontales exercées-sur Of par
le réseau a gauche et par le réseau OIARB supposé inchangé a droite.

Par intégration nous obtenons pour py, la formule asymptotique :

my1 — m* + Arcsin m + /2 Lmtl 1)

m + 1 2 h

Pz~ k(1 +~727—+

La courbe de p;n en fonction de a/h a donc une asymptote rectiligne.
Pour les cas m = 0 et m = | nous avons :

py N~k (1 +m+a/2h) , py vk (1 +7+alh)

1.3 — Courbes représentatives des majorants.
Nous désignons par Cyj; la courbe représentative de P en fonction de h/a.

Pour //2/2 <a <a,, il est clair d’aprés la figure 2 que pyy; = p;, puisque les réseaux de lignes de
glissement utilisés dans les deux cas (m = 1 et m <1) sont les mémes.

Poura; <a <a,, comme dans la troisiéme partie (chapitre I11), p;; est une fonction affine de hia.
Ainsi Gj}; est confondue avec Ci pour Aja, <h/a <+/2 puis est formée d’un segment de droite tangent 4
au point h/a= h/a,, pour hja, <hjfa <h/a, ; ensuite Cy; est une courbe tangente au segment de droite en

Cl
lz/a = h/a, et & concavité tournée vers les p positifs (figure 4).

En particulier, dans le cas m= O, le segment rectiligne de Cé est Phorizontale p= (m + 2)k pour
V212 <hja <2

T+ 2 1

Fig. 4
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Pour les valeurs de A/a voisines de zéro, la représentation de la figure 5, en fonction de a/k est plus
intéressante :

Les courbes sont en effet asymptotes aux droites trouvées au § 1.2 (figure 5).

p'/k

m+2

Fig. 5

3 1
1.4 — Relation entre p| et p}.
La figure 6 représente pour une méme valeur de la largeur @ du poingon et des épaisseurs /1, et /i, dans les

rapports 1 et.2 (on suppose h; < a+/2), les réseaux de lignes de glissement et les hodographes pourm = 1 et
m= Q.
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Considérons d’abord le casm = 1.

Soit S le sommet du réseau : point du réseau situé sur 'axe du poingon, en lequel ¢ = /4 [¢ = (Ox, Z)].
Draprés le premier théoréme de Hencky les angles rétrogrades, inférieurs & /4, faits en O, aprés réflexions, par
les caractéristiques « et § issues de S, avec Ox et la seconde bissectrice des axes sont égaux (angles marqués sur
61+zza+nﬁAl T ;
—_——  — X—oOlUngetn

2 gon tastg

sont lesnombres de réflexions des caractéristiques « et § issues de Sentre O et S, nous avons pg = k(1 +7 +4 9,).

Soit (C) la courbe lieu des points S pour les différentes'valeurs de « (& fixé). Pour le calcul du majorant de
la charge limite, on peut effectuer I'intégration de la contrainte normale le long de (C) de O 4 S; nous obtenons
ainsi :

la figure). Soit §; leur valeur absolue commune, O < 6, < 7/4. Posant ©, =

FYj2 =k [(m +2) hy V212 + /S (pyfk + 1) (— dyy)]
C .

:@1

C] —dy
ou  Fi/2 =k [(n+2) ] \/5/2+/ (m+2+40) x —2d 0] (1)
e =o0 ae

Sur I’hodographe : la vitesse le long de O/ est horizontale uniforme ; puisque la déformation plastique a
lieu sans variation de volume, on a U/vy= h/a. On en déduit que si on choisit les unités de telle sorte que U sur
’hodographe soit représenté par la méme longueur que 4, sur le schéma d’écoulement, ’hodographe et le réseau

de lignes de glissement ont méme longueur a= y¢ = si. (si désigne la distance horizontale de s 41.)

L’hodographe est un réseau de Hencky simple (déja rencontré dans la troisiéme partie). Il est intéressant de
considérer le réseau limité a la profondeur U/2 et dans lequel on trace les lignes symétriques de celles de la moitié
inférieure. L’angle 0, apparait comme ’angle tel que la longueur de ce réseau réduit soit si = «, le nombre de
réflexions de la ligne du réseau entre 7 et s est alors égal a ng + ng.

Dans le cas m = 0.

Désignons par .S le sommet du réseau. La courbe (C) lieu des points S est Phorizontale x =0, y < 0. 0, est

Pangle marqué sur la figure 0 < 6, < 7/4, et soit ©, = 0, + L > ! x%ou n est le nombre de réflexions de fa

caractéristique o« aboutissant en S entre S et 0. On a ps = k (1 + 1+ 4 0y) et le calcul du majorant de
la charge limite conduit a :

FL2 = K (7 + iy T+ / gk 1) (- dpy)]
- Jo

ou F}[2

O_@O 7dy
k[(7r+2)h0\/2—+/ (w+2+4@)-—-id§a] (2)
©=0 d0

Sur I'hodographe : comme dans le cas précédent, 'hodographe a méme longueur que le réseau de lignes de
glissement. On voit que ce réseau de Hencky est identique a celui considéré plus haut limité a la profondeur U/2.
o est 'angle tel que la longueur de ce réseau soit si = a, le nombre de réflexions de Ia ligne du réseau entre i et s
étant alors égal a n.

On voit ainsi que pour des valeurs &, et by = h;/2 de la profondeur, les valeurs de 6 correspondant 4 une
méme valeur yg sont égales pour m = 1 et m =0 0, =04, ainsi que les valeurs de ©, et & car ny, + ng=n. Les
fonctions yg, ©, sont donc les mémes dans les deux cas et en comparant (1) et (2) on voit que :

F: (h fa) = Fé (hfa) et pl1 (h fa) = pé (h,/a) pour hy = 2h .
2a a
1 1
ou encore p (_h )_pl (—h (3)

On vérifie que les formules données pour les asymptotes au § 1.2, satisfont bien (3).
En anticipant sur les résultats du paragraphe suivant, nous énongons la propriété (3) sous la forme :

L’épaisseur h de la couche supérieure étant fixée, la force portante F d’un poingon parfaitement rugueux
de largeur a quelconque (*) est la moitié de celle d’un poingon lisse de largeur double.

(2) En effet (3) est vérifiée pour a/h <\/2/2 par la solution de Prandtl

78



Ou encore

La force portante F d’un poingon parfaitement rugueux agissant sur une bande plastique d’épaisseur 4 est
égale 4 celle d’un poincon lisse de méme largeur agissant sur une bande d’épaisseur moitié.

2 — Solutions complétes associées.

Pour compléter les solutions incomplétes du § 1 il faut et il suffit que nous mettions en évidence un champ
de contraintes licite prolongeant ces solutions dans la couche supérieure.

2.1 — hja=+/2.

La solution incompléte a prolonger est celle de Prandtl. On peut utiliser pour cela les solutions complétes
de Bishop (1953), de Shield (1954) ou de Sayir et Ziegler (1968), qu’il suffit de trongonner a la profondeur 4.

Remarquons que le prolongement de Bishop fournit des contraintes nulles & Pinfini, mais que pour 4
suffisamment grand des tractions apparaissent & I'interface entre la bande et son appui rigide. La solution
compléte ainsi obtenue ne sera donc valable que si ces tractions sont acceptables.

Par contre, dans le prolongement de Shield, les contraintes normales & I'interface avec le support rigide sont
toutes des compressions, mais les contraintes a I'infini ne sont pas nulles (pression horizontale égale a 2k). La

nullité des contraintes a I’infini n’étant pas nécessaire, cette solution compléte parait devoir &tre préférée a la
précédente.

2.2 —h/a< /2.

Pour compléter la solution incompléte de la figure 2, nous utilisons le prolongement suivant (figure 7) :

0 B

Fig. 7

T
Dans le triangle rigide, lié au poingon T"ST, nous considérons la restriction du champ continu, en équilibre,
entiérement plastique défini A partir des caractéristiques symétriques TS et ST, on vérifie par application au
théoréme de Hencky que le long de T7T” on a |7 | < mk.

Dans le triangle rigide immobile SRR’, méme méthode ; on y vérifie par application du théoréme de
Hencky que le long de RR” on a p >k et que la contrainte normale sur RR’ est donc toujours une compression.

A droite de la ligne de glissement «, JAB : nous utilisons le champ de contraintes continu, en équilibre,
entiérement plastique dont les lignes caractéristiques sont représentées sur la figure : poursuite du champ radial

et du champ homogéne ; on voit aisément que les contraintes normales a I'interface sont des compressions de / a
E et sont nulles au dela.

3 — Conclusions.

Dans ce probléme, une solution compléte est connue ¥ h/a, ¥m, fournissant ainsi la valeur exacte de la
charge limite. Celle-ci est représentée sur les courbes des figures 4 et 5.
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IV — BICOUCHE DANS LECASOU k< K < + 0.

1 — Solution statique.

Considérons les champs de contraintes correspondant aux solutions complétes de Bishop et de Shield pour
le probléme du poingonnement d’un demi plan supposé homogene de cission limite k par un poingon rigide de
largeur 2a. Ces champs de contraintes, 4 propos desquels les mémes remarques sont a faire qu’au chapitre
précédent § 2.1, sont licites pour le probléme du bicouche étudié ici. Ils fournissent la valeur p° = (7 + 2)k
comme minorant de la charge limite Vm, Vh/a

p° est le meilleur minorant possible de la charge limite ne dépendant pas de K. En effet, un minorant ne

dépendant pas de K doit étre inférieur ou égal 4 la charge limite V K >k, or pour K =k, (7 + 2) k est la charge
limite Vh/a.

2 — Solutions incomplétes.

Les solutions incomplétes que nous avons proposées au chapitre précédent § 1, ¥ i/a = O, sont encore
valables dans le cas présent. Les courbes des figures 4 et 5 représentent donc encore des majorants de la charge
limite.

3 — Solutions complétes associées.

Les solutions complétes (si K = o) du § 2 du chapitre 11, peuvent encore étre utilisées mais elles ne sont
pas completes si K< co. Il est nécessaire pour obtenir des solutions complétes du probléeme actuel de les
poursuivre par des champs de contraintes licites dans le milieu rigide plastique inférieur dont la cission limite
n’est plus infinie.

3.1 —h/a>2.

On peut comme au chapitre précédent, utiliser les prolongements de Bishop ou de Shield dans le matériau
de la couche supérieure supposé maintenant constituer tout le demi-espace. Nous retrouvons les champs de
contraintes licites du § 1.

32 —hja <~/2.
3.2.1 — Position du probléme.

Dans la couche supérieure, nous utilisons le champ de contraintes licite exposé en III § 2.1 (fig. 7). Ce
champ peut-il étre prolongé dans la couche inférieure ?

Nous allons montrer que, supposant k fixé, il existe une valeur finie Ky(hfa, m) fonction de hja et de m,
telle que si K > Ky, py; (h/a) est la valeur exacte de la charge limite.

Cela signifie pratiquement que la force portante du poincon agissant sur le bichuche atteint celle du méme
poingon agissant sur une couche plastique reposant sur une assise rigide, dés que la cission limite du demi-plan
inférieur atteint une valeur suffisante mais finie ().

Nous donnerons une méthode permettant de construire un majorant de Kq (2/a, m), soit Kj (hja, m), et
ensuite une méthode sera développée fournissant, entre autres, un minorant Ky de K.

3.2.2 — Existence de K fini, calcul de K.
Pour prouver I'existence de K, fini, il suffit, z/a et m étant fixés, de mettre en évidence une solution
compléte associée a la solution incompléte du § 1 et valable pour K= Ky fini. Cette solution est alors

certainement valable MK > K et fournit comme valeur exacte de la charge limite py3; (h/a) : K, existe donc, et il
est inférieur ou égal 4 K.

(3) En fait, c’est évidemment le rapport K/k des cissions limites des deux matériaux qui intervient.
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Considérons dans la couche supérieure le champ de contraintes licite au chapitre III § 2.2. La distribution
des contrairites normales et tangentielles produites a Pinterface entre les deux couches par ce champ de
contraintes est représentée a la figure 8.

T=-1

o=-02¥

Fig. 8

ofy) etr(y} sont continues sur — oo, + oo, de support E'’E. ofy)=of—y)etr(y)= —71(-— y} ofy)et iy,
dérivées premiéres, sont continues et bornees sur E’E, discontinues en E’ et E.

Nous cherchons 4 mettre en évidence, dans le demi-plan chargé & sa surface libre par ofy) et 7 (v, un
champ de contraintes licite :

Nous utilisons pour cela la classique solution élastique, du probleme de Flamant [cf. par ex. Courbon
(1954)]. L'intégration de ces formules avec les distributions ofy) et 7 () fournit en chaque point oy, 0y, 7 xp-

Les contraintes ainsi obtenues sont bornées dans tout le demi-plan x = 4 (la démonstration de cette propriété,
assez longue, est donnée en 'annexe 5).

= -0 ,) /4 + Tx } est donc aussi borné. Soit (K$)? la valeur de la borne supérieure de J, . 11 est clair
que Ko, ?ml rempht bien les conditions requises et est bien en majorant de K.

Pexistence de K, fini est donc démontrée.
La methode donnée ci-dessus fournit méme un moyen de calcul numérique d’u\q majorant de K.

Il importe de remarquer que l'utilisation d’une solution elasthue pour le champ de contraintes, dans la
zone non déformée, n’est absolument pas une nécessité ; c’est ici un moyen commode pour mettre en évidence
une solution et établir le résultat annoncé.

Nous ne trouvons par cette méthode qu’un majorant de K. It est clair qu’on en obtiendrait un meilleur si

on connaissait la charge limite d’un demi-plan homogéne chargé par des distributions ofy) et 7 (¥/ croissant
proportionnellement a celles de la figure 8.

3.2.3 — Minorant de Ko(h/a, m).
Ia détermination d’un minorant de Ko(%/a, m) se fait au moyen de solutions cinématiques.

Nous savons (8 3.2.2) qu’il n’existe pas de majorant de la charge limite fonction uniquement de k, m et h/a
meilleur que p,}, (h/a), puisque pour K suffisamment grand, p,;, (h/a) est la valeur exacte de la charge limite.
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Soit un majorant de la charge limite dépendant de m, h/a, k et K : on peut I'dcrire, k étant fixé,
p$) (K, h/a). On peut supposer p2) (K, h/a) fonction non décroissante de K (4).
Soit alors K¢ (h/a, m) la solution de p% (K, hfa) = p,, (hja) : K§ (h/a, m) est un minorant de

Ko (h/a, m). En effet, pour K< K¢’ (hfa, m)on apl) (K, h/a)< p}, (h/a) et il est donc impossible que P}, (hfa)
soit la valeur exacte de la charge limite.

On a alors du point de vue pratique :

k<K<K{ : pr(rzz) (K, hja) meilleur majorant ;
Ky <K<K : py, (ha) meilleur majorant ;
Ko <K : p;n (i/a) valeur exacte de la charge limite.

Le chapitre suivant est consacré 4 I’étude d’une solution cinématique simple permettant de calculer un
Ky (hfa, m).

4 - Remarque.

Dans Iétude de ce probléme, nous ne considérons pas de solution dont la zone déformée s’étend dans les
deux matériaux. De telles solutions ont été utilisées par Rychlewski (1966 b) pour un probléme voisin et les
relations de “ réfraction ™ des.caractéristiques, au franchissement de la ligne de contact entre les deux matériaux
sont connues (ibid.).

Ici, la construction d’une telle solution, en paftant des données sur la surface libre, nécessite la présence
d’au moins une ligne de discontinuité pour les contraintes dans la couche inférieure, ce qui entraine de grosses
difficultés pour cette construction, les méthodes usuelles *“ de proche en proche > n’étant plus applicables.

Une telle solution une fois construite ne fournirait qu’un majorant de la charge limite, le probléme du
prolongement restant posé.

V — ETUDE D’UNE SOLUTION CINEMATIQUE DU PROBLEME DU BICOUCHE.

1 — Calcul de 1a puissance dissipée.

Nous rappelons d’abord la formule générale pour le calcul de la puissance dissipée en déformation plane,
dans le cas de milieu isotrope non homogeéne. : '

Soit un champ de vitesse licite en déformation plane. Dans un tel champ, la vitesse de dilatation volumique
étant nulle, il existe en chaque point M deux directions orthogonales M& et ME telles que la vitesse de
déformation soit nulle dans chacune de ces deux directions. Les lignes enveloppes des éléments de contact ainsi
définis peuvent étre prises comme bases d’un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales, lignes « et lignes
B, que T'on oriente de telle sorte qu’en chaque point (Ma, MB) = m/2. On désign& par ¢ I'angle fait en M par la
ligne & avec une direction de référence Ox, et on définit les rayons de courbure algébriques des lignes en M par :

ds ds
R =—> S— P
d¢ de

La formule générale de la puissance dissipée dans un élément de matiére centré en M est :

aVa ayz ,70(

6sﬁ * aSC{ +—R-—

dP M) =k (M| +—V§6 I x Ids o, ds g | (1)

> —
en désignant par v, et vg les coordonnées de la vitesse de M sur Ma et M.

(4) Sans restreindre la généralité, car les théorémes limites permettent toujours la construction d’un majorant possédant cette
propriété a partir d’'un qui ne la vérifie pas.
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La puissance dissipée totale est P = fdP (M).

La formule (1) et Pintégrale sont valables au sens des distributions (ici intégrales de Stieltjes) dans le cas ol
les vitesses ont des discontinuités. '
2 — Position du probléme.
2.1 — Buts de I’étude.

Pour appliquer 1a méthode cinématique de détermination de la charge limite dans les meilleures conditions,
nous cherchons a trouver un mode de déformation licite qui corresponde & une puissance dissipée totale aussi
faible que possible et a calculer cette puissance. Comme il est exclu, sauf dans certains cas trés particuliers, que

I'on puisse chercher le minimum sur Pensemble de tous les modes de déformation licites, on se restreint a
chercher le minimum sur une classe plus ou moins vaste de modes de déformation licites.

2.2 — Classe de modes de déformation licites choisie.

Les modes de déformation licites que nous considérons utilisent le réseau de lignes de glissement de la
solution de Prandtl dans le cas homogeéne (fig. 9).

-a vy, ¥, O +a

Fig. 9

v(y) désignant 1a vitesse de glissement sous le poingon et ¥, et y, étant définis comme indiqué sur la figure,
le champ de vitesse a pour expression dans le systéme de coordonnées curvilignes orthogonales ;, 8 -

2 (M):\/—T[UJ”’(}H)] (1y + Iy 2)
vg (M) =5 [= U+ 2)] (I + 15p)

en désignant par 1 A la fonction caractéristique de ensemble A.
(y) est supposée &tre A variation bornée pour que la puissance dissipée soit calculable [formule (1)].
Ces modes de déformation sont licites.

D’aprés (1) on a pour expression de la puissance dissipée totale P dans un tel mode de déformation :

P:f k (M) |2S”Ba+g:S+VT?‘+%ﬁ_{ldsadsﬁ |+’/~k(‘M)|V(a)-U|ds
D’C’BA
+a
+fk(M)IU+v(—a)|ds+f m (M) k (M) lv(y) | dy €))
A’BCD ' —da

[intégrales de Stieltjes comme dans (1)].
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En posant v(— a~) = — Uetvfat) =U, les trois premiers termes de (3) peuvent étre regroupés et 'on a :

+a ’
=[k(M)§ g:g+%{%+%“_+%@{ldsadsﬁl+/~a m @)k (o, ) lv () ldy 4
+a
soitP=P+[ m@ k@ y)v () ldy
—a

On voit sur ces formules que P est sous-linéaire en (v(y ), U), si v(y) est seulement 2 variation bornée.

Siv(y) est & variation bornée et non décroissante sur (—a—, a *), le terme sous le signe | | dans Pexpression
de P est toujours positif et P est linéaire en (v(y), U).

Cette propriété de P étant trés intéressante et permettant Pétablissement de résultats commodes, nous nous
limiterons a la recherche du minimum de la puissance dissipée sur ’ensemble desmodes de déformation définis
par la figure 7 et les équations (2) oit v(y) est d variation bornée, non décroissante, et vérifie v(—a~ ) =— U,
v(a *) =U. On peut méme espérer que cette limitation n’aura pas de conséquence trop importante sur la qualité
du minimum de la puissance dissipée ainsi obtenu, puisque dans le cas du milieu homogéne, la valeur exacte de la
charge limite est obtenue par un tel mécanisme.

3 — Résultats généraux (°)

Les modes de déformation considérés désormais sont tous du type que nous venons de définir: ce sont
tous les modes de déformation qui peuvent étre associés a la classique solution incompléte de Prandtl dans le cas
du poingon lisse agissant sur un demi-plan homogéne. '

3.1 — Théoréme de symétrie.

Proposition :

si k(M) et m(M) sont des fonctions symétriques par rapport a Ox [k(x, y)=k{x, —y), m(y)=m{— y )], la
puissance dissipée minimale est atteinte pour un mode déformation symétrique.

Démonstration :

Si 'on considére un mode de déformation quelconque il existe toujours un mode déformation symétrique
correspondant A une puissance dissipée non supérieure :

Soit, en effet, un mode de déformation correspondant 4 la fonction v(y) et & la puissance dissipée totale.

+a

POI=PE O+ [ me) kG0 o) la .
—-a
Et soit le mode de déformation symétrique du précédent, qui correspond 4 la fonction w(y)= — v/(— y). La
puissance dissipée correspond 4 ce mode-de déformation cst, par suite de la symétrie de m et de & égale 4 la
précédente :
+a

PIwOI=P o)+ [ m0) k@) [wod|ay=£ o)
—a

Si nous considérons alors le mode d’écoulement symétrique correspondant a V(y) =-%— [v(y)+w(y)], nous
avons par suite de la linéarité de P :

a
Py )= EELEE O S [ 6y k00 [y )+ w0 ay
—a

)
d’ol : 2 *
P[V(y)]<P[V(V)]+[ m ) ko, yr v () ldy="P[v ()]
—a

(5) Ces résuitats sont valables dans d’autres cas que celui du bicouche.
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Si k(M) et m(M) sont symétriques et si on ne considére que les modes de déformation symétriques, Plv(y )]
est linéaire en (v(y ), U).

En effet P [v ()] est lindaire et, v (y) étant nécessairement positive sur (o, @) on a :

‘ k(,y)ym@)lvp)ldy=2 ?c-(o,y)m(y)lv(y)ldy:Z (;c(o,y)m(y)v(y)dyquiest
—a 0 o
linéaire.

3.2 — Théoréme général,

3.2.1 — Notations.

Nous faisons ’'hypothése de la symétrie et considérons des modes de déformation symétriques.

Soit £y ensemble des fonctions vy satisfaisant les hypothéses (A) :

définies sur —a— +a ™ A,
ia variations bornées A4,
(A} { non décroissantes Ay
symétriques Ay
W—a~)=-=Uva™)=U As

Pv(y)], puissance dissipée totale, est une fonctionnelle sur £/ dans laquelle U intervient explicitement.
Soit G[v(y )] 'expression de cette fonctionnelle en remplagant U par v(a *).

G[v(y)] est une fonctionnelle linéaire de vy ), pour les v(y) satisfaisant les hypothéses 4, 4 4,4.

o désignant une constante positive quelconque nous définissons I’ensemble F, des fonctions v(y)
satisfaisant les hypothéses (B) -

B, aB, identiques 44, a4,
(B) vi—a-)=-avat)=a (Bs)

Nous définissons enfin Ej, sous ensemble de E formé des fonctions v(y ) satisfaisant les hypothéses (B) et
comportant deux sauts symétriques d’amplitude « : AN

v, )=—a+a¥Y (y+z)+aY (y —z),y €[ a; d),z abscisse du saut de droite, paramétre de la fonction,
€ (0, a).

3.2.2 — Lemme 1.

Proposition :

Si pour une valeur de o donnée, G a un minimum sur E, atteint pour Yz, (v}, G a un minimum sur chaque
E|, quel que soit « positif, et ce minimum correspond d ln méme valeur z, de z qui est donc indépendante de o
(Il peut y avoir plusieurs valeurs de z correspondant au minimum de G sur E o €t le résultat est encore valable).

La démonstration est évidente car G est linéaire et les fonctions de Eq; et Eq» sont homothétiques dans le

rapport %2 positif.
g
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3.2.3 — Lemme 2.
Proposition :

Si le minimum de G sur E/, est atteint pour les fonctions vz, (v)et vz, (v).z1 # z,, toute fonction v (y ) de
Ey de la forme :

v(y)=?\vzl(y)+(l—)\)V22(y) o0<A<1

est telle que G [v ()] =1 Min G [v (¥)]
: E,

Ce résultat découle de lalinéarité de G, et est généralisable a plus de deux fonctions.
3.2.4 — Théoréme.
Proposition :

a) Si G a un minimum dans E; atteint pour une seule fonction v, (y), cette fonction réalise aussi le
minimum strict de G dans Ey;.

b) 8i G a un minimum dans E ' atteint pour les deux fonctions vz, (y) est Yz, le minimum de G dans E;
lui est égal et est atteint pour les seules fonctions!

) =Av g ) =Ny g, (Y] 0<A<1

c) Si G est constante sur Ej, elle est constante sur E;.

Démonstration :
a) Soit v(y JEE . Pour z sur (O, a) on désigne par dv(z) la différentielle de v & D’abscisse z, c’est-d-dire

dv(z) :g—;(zj dy ou %(:) est pris au sens des distributions : dv(z) peut donc étre une quantité finie (dans le cas
ol ¥(y) a un saut a Pabscisse (z), dv(z) est positive.

Considérons la fonction de E'gy(z) -
vy (v)=—dv(z)+dv(z)Y(y+z)+dv(z)Y(y -z

On vérifie aisément que 'on a :

z=4d N
n
V()/.):[ a’vz(y),Vye(—a,a)
z=0
donc :
z=a' N
G v 0')]=G[/ dv,(»]
z=20
et d’aprés la linéarité de G :
z=a' N
G [v ] =[ G[d v, )] (5)
z=0
Soit z, Pabscisse correspondant au minimum de G dans £}, (Vo > 0), on a :
~
G[d%;(y)])ﬂ_z_(.z.)_x { MinGsurEz]} (6)
U

I'égalité n’étant réalisée que pourz = z,.
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De (5) et (6) on tire que :
G {v ()] > Min G sur £,

sauf si yfy)= — U+ UY(y +z4) + UY(y — zy) Cest-a-dire la fonction qui réalise le minimum de G dans E(}

Pour b) et ¢) les démonstrations sont analogues.

Remarque : Si I'on étudie le probléme du § 3.2 en le discrétisant, c’est-d-dire en se restreignant a des
fonctions vfy) en escalier, de sauts v; aux abscisses y; fixées, satisfaisant les hypothéses(A4), on est ramené 4 un
probléme de programmation linéaire et le théoréme fondamental de la programmation linéaire indique que le
minimum de G[ v(y)] est atteint pour une fonction v(y) possédant deux sauts symétriques.

Le théoréme général trouvé ici étend ce résultat au cas ou 'on considére toutes les fonctions v(y)
satisfaisant les hypotheéses (A).

3.2.5 — Conséquences.

Pour la recherche du minimum de la puissance dissipée sur la classe de modes de déformations définie au
§ 2.2 in fine dans I’hypothése de la symétrie, nous pouvons d’aprés le § 3.1 nous restreindre aux modes de
déformations symétriques.

D’aprés le § 3.2.4, nous pouvons nous limiter aux modes de déformation pour lesquels v(y) est composée
de deux sauts symétriques d’amplitude U. la recherche du minimum de la puissance d1ssxpee est donc ramenée
a la recherche du minimum de G[v(y)] sur E;

Sur Egj, G[v,(y)] est une fonction de z : U.G(z), zE(O, a). L’étude d’une telle fonction (existence et calcul
du minimum) est donc beaucoup plus simple que le probléme initial.

En particulier, nous démontrerons dans la suite (chapitre VI § 3.3) que dans le cas général du milieu
stratifié (k fonction de x uniquement) Gfz) est une fonction continue et donc que G a un minimum sur E;.

4 — Application de ces résultats au cas du bicouche.

Nous cherchons le meilleur majorant de la charge limite obtenu dans la classe des solutions cinématiques
dont les modes de déformation sont ceux qui peuvent étre associés a la solution incompléte de Prandtl.

Toutes les hypothéses du § 3 sont satisfaites et les résultats finaux applicables.

4.1 — Calcul de la puissance dissipée. N

L’expression de la puissance dissipée varie avec la valeur de 2/a :

411 —h=av2.

—l—)—l—v—z(y—)Jzk(ﬂ+2)aU

a
PLON PO, e [ o)

412 -a<h<a/2

2r Arccos?— D gy \/—Arccos—— [U - v()ldr

B_%Q/_)_lzk(ﬂ'+2)aU+(K*‘k)' dy

NG N
[ J,
ol r=(a +y)\/7/2

a
POON_PON , f 0
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413 -0<h<a
) w2 [ N

PO _kmvpyav+ & - k){ f 2r Arccos 2 L gr 1 | 2 Arccos 2 (U~ v()] ar

n r dy
+ /h\/\_{f_——+2(r—h\/—) ——dr+[h\/\_/——\/_ - v(y)] di ]

ounr=(a+y)V2/2
a
PLON _PEOL, ] V)

0

4.2 — Fonctionnelles G et F.

Nous définissons la fonctionnelle F [v (y)] construite comme G au § 3.2.1., & partir de :
l% Plv(y)]—k(nm+2)aUl } /(K — k) sur Ey;. Elle a les expressions suivantes :

h>av2:Fp()]=0 )
a<h<a/2
a2 hd A/2
F vl =[ f 2r Arccos = - dr + \/— Arccos-— (@) — v(y)] dr } (8)
h r dy
os<h<a:

W2 N#
F[v(»)] =l / 2r Arccos & L gr 4 / \/2 Arccos % [v(@) - v(y)]dr

n r dy A
a’“\/f a2
+f [r+2(r~h\/—)—dr+/ —Z\/Z[V(f)_v(y)]dr, (9)
w2 2
La fonctionnelle G [v(y)], corresponsant a P[v(y)], est :
: a
Gl(y)l2=k(m+2)av(d)+mk / v(y)dy +(K —k)F [v(y)] (10)
0

4.3 — Fonctions F{z) et G(z).

Si PPon prend pour v(p) les fonctions vz(y) de EU’ F et G deviennent des fonctions de z, soient : UF(z) et
UG(z).

D’aprés 1a formule (10), on a entre Ffz) et G(z) la relation :
G@)2=k(m+2Da+mk@-z)+ (K -k)F() (11)

Ces fonctions ont, suivant les valeurs du paramétre s/a, et de la variable z, des expressions analytiques
différentes. Nous donnons en annexe 6 les diverses expressions de F(z ), ainsi que son comportement.
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5 — Résultats obtenus dans le cas du poincon lisse et £ < K <o
Dans le.cas du poingon lisse G(z) se réduit a :

G(z)]2=(n+2)ak+(K - k)F(z) (12)

Puisque‘k < K, la minimisation de Gfz) revient a la minimisation de F{z) d’aprés (12).

D’aprés les expressions de F{z) et I'étude de son comportement, données en annexe 6, le minimum de F/z)
est atteint, VA, pour z=in/2 — a| et a pour valeur :

sih>a2/2.

F(IWI-a)=o

si(2-vV2)a<h<ay2/2

F('h\/j~a!)=2(2a—h\/§)Arccos—A£h_7_—_h\/‘L \/_Za—h\/—+2\/_~—ah—
si0<h <2 —+2a

F(I2 ~al) = G+ 1) 2a - W) — 21 = hv/2 Log (1 +V/2)

La valeur minimale de la puissance dissipée dans les écoulements considérés est donc :
P=2U {(n+Dak+ K - kK)F (/2 -a)}

qui conduit au majorant de la charge limite
P = (n + Dk + (K — k) 5([—’“7—'“')- (13)

La fonction Ff |hv/2 — a | }/a est représentée en fonction de h/a  la figure 10. On remarque que pour
hja = ~/2/2, la formule (13) fournit : p(zo) = (7 + 2)k qui est la valeur exacte de la charge limite, et pour h/a =0,

p@) = (n + 2)K qui est aussi la valeur exacte de la charge limite.
)

F(|hv/2-a])

a

T+2
5

Fig. 10

0 0,5 2-v2 V2/2 h/a
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A partir de cette valeur de p&) (K, /1/a) on peut calculer un minorant K¢’ (k/a, 0) de Ko (h/a, 0) qui posséde
les propriétés énoncées au chapitre IV § 3.2.3, en résolvant en K .

p® (K, hja) = p} ().

Les résultats sont représentés a la figure 11.

Ki/k }

Fig. 11

0,5 /2/2 h/a

On remarque en particulier que K¢’ # quand /1/a \. Partant de la valeur K§' = k pour h/a > +/2/2, valeur -
exacte de Ko, K¢ (et donc aussi Kq) tend vers + oo quand A2/z \ 0. Ce résultat est logique puisque pour i/a =0,

p@ = (n + 2)K est la valeur exacte de la charge limite VK, tandis que py7 oo .

6 — Résultats dans le cas du poincon rugueux et k< K < «.

La formule (11) donnant G/z) ne se simplifie plus. La minimisation de G(z) fait intervenir explicitement les
valeurs de m et de K/k et les calculs numériques doivent étre faits dans chaque cas particulier. IIs fournissent le

minimum de la puissance dissipée pour les champs de vitesses de £7;,d’oli un majorant p%) de la charge limite, 2
partir duquel on peut calculer Ky’ minorant de K, comme ci-dessus (§ 5).-

VI — PROBLEME DU BICOUCHE, K < k < .

La couche supérieure du bicouche est plus dure que le demi-plan inférieur.

\

1 — Solution statique.

Comme au chapitre IV § 1, on obtient une solution statique en considérant les prolongements de Bishop
ou de Shield dans le demi-plan homogéne de cission limite K. '

(m + 2) K est un minorant de la charge limite ¥m, Vh/a.

2 — Solutions cinématiques.
Les résultats du chapitre précédent sont applicables.

Nous devons minimiser la fonction G(z) définie par
G@)2 = + Dak + mk{a — z) + (K — k) F(z)
ou (K - k)< 0.

90



.

Considérons d’abord F(z): d’aprés son comportement détaillé a annexe 6, son maximum ne peut se
produire que pour z = 0 ou z = — ¢ plus précisément :

h=ay2: (8 1) Maximum : F (a) = 0 (%)
a<h<ay?: (8 2) Maximum :
/ 2 2
F(a) = 4a Arccos 11_;/_2__“ h\/2 Log \/Tix 2at 4;11 = 2h
aw22<h<a: (8§ 3) Maximum :

F(@) = (n + 2)a — 2h — h/2 Log (1 +V/2)

(2 —V2)a<h<a/2/2 : (§ 4) On doit comparer :

F(0) = 4a Arccos hﬁ~ 2h\/2 Log —\/ZEL————-—— va__ -~ 2h2

a 2 h

et F(@) = (n+ 2)a — 2h — h/2 Log (1 +/2)

a/2 < h < (2—+/2)a:(§ 5) Comparaison des mémes expressions.

0<h<al2: (§ 6) Comparaison de
F(0)=(n + 2)a — 4h — 2h/2 Log (1 +/2)
et F(a)=(n + 2)a — 2h — h/2 Log (1 +/2)

On trouve que dans tous les cas le maximum de F (z) est F (a) atteint pour z = a.
Ainsi pour z = a, (K — k) F (z) est donc minimum, il en est de méme de mk (a — z).

Donc G (z) est minimum pour z = a ¥ m € (0, 1).
La puissance dissipée minimale est égale a :
P=2U{ (n+ 2ak +K - kF (a) }
D’ou le majorant de la charge limite valable Vm :
p® =+ 2k — k(1 _é%@

Le majorant de la charge limite est égal 4 (7 + 2) k pour hja = /2, et décroit quand h/a décroit, pour
atteindre pour i/a = 0 la valeur (7 + 2) K, valeur exacte de la charge limite.

h/a Fig. 12

(6) Les numéros de paragraphes, ici, renvoient aux paragraphes de annexe 6.
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3 — Remarque.

. Nous n’insisterons pas plus sur ces résultats. Du point de vue physique, il semble que ce probléme du
bicouche ol la couche supérieure est la plus dure, ne puisse pas étre considéré avec intérét pour le matériau
rigide-plastique. On se trouve 13, semble-t-il, en face d’un probleme pour lequel les hypothéses de base de la
théorie des charges limites ne sont pas vérifides : en particulier, il ne parait pas que 'on puisse négliger les
changements de géométrie de la structure et ainsi on atteindra un état physique de ruine sans qu’il y ait
écoulement plastique libre.

Ces considérations expliqueraient en particulier le gros écart entre le majorant donné ci-dessus et les
résultats expérimentaux de Tcheng (1956) ceux-ci étant en bon accord avec ceux obtenus pour le mécanisme de
ruine sans écoulement libre proposé par cet auteur.

VII — POINCONNEMENT D’UN DEMI-PLAN CONSTITUE D’UN MATERIAU ISOTROPE STRATIFIE.

1 — Définition.

Le probléme considéré est celui du poin¢onnement d’un demi-plan constitué d’un matériau rigide
parfaitement plastique isotrope, dont la cission limite est fonction uniquement de la coordonnée x profondeur
sous le poingon. Un tel matériau est dit isotrope stratifié (k (x) = 0)..

2 — Solution statique.

Désignons par ko la borne inférieure de k (x) (ko = 0), On démontre comme au chapitre IV § 1, que
(7 + 2)kgo est un minorant de la charge limite.

3 — SOLUTION CINEMATIQUE

3.1 — Mécanismes de déformation licites choisis.

Nous utilisons les mémes modes de déformation licites qu’au chapitre V. les théorémes généraux énoncés
alors (§ 3), s’appliquent ainsi que leurs conséquences pour la recherche du minimum de la puissance dissipée

(8 3.2.5)

3.2 — Calcul de ]a puissance dissipée.

Il est évident d’apreés les formules données au chapitre V [formules (2), (3) [que am, v(y)etU fixés, P[v(y )]
est une fonction linéaire de A{x). En fait, dans les'modes de déformation considérés ici, la zone déformée est

comprise dans la bande 0 < x <a*+/2 et donc seules les valeurs de k (x/ dans ce domaine interviennent (7).
Nous désignons par P[v(y), k{x)] la puissance dissipée totale.

D’autre part, nous introduisons Py[v(y/] : c’est la puissance dissipée totale dans le mode de déformation
correspondant a v (v, dans le bicouche k = 0, K = 1 d’épaisseur de couche sugerleure t = 0.

L’expression de Pt [v (¥)] se déduit du chapitre V § 4.1 :

a
Pov()]=(m+2av(@) + m [ v (y)dy
Piiv(y)] =P [v(y)]du § 4.1 chapgtre V pour i = ¢ > 0,k =0,K =1, soit :

si 0< 1t <a

Vel ¢ d w72
Priv(m)2 = [ 2r Arccos — d—;dr + \/—Arccos— @) —vQ)lar

t t
fa+\/2—l a\/_

+ [r2+2(r~t\/§) -——dr+ —\/_ V@) — v(y)]dr
w2 n2

(7) Voir la remarque 4 la fin de ce paragraphe.
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sia << a\/i
a2 ¢ dv a2 ;

Piiv2 = f 2r Arccos-r— d—;dr + [ \/2 Arccos r—[v(a*) —v(y))dr
t t

sia/2<t .

Pyl =0
Sim = 0, P;[v(»)] est discontinue en ¢ pour # = 0 : on a en effet lim Py [v(y)]-= (7 + 2) av (a*).
t->0
Nous supposons k (x/ a variation bornée sur (0, a\/2). Soit dk (t) la mesure “différentielle” de & au
point ¢ : dk (t) =%{t} dx, otl-gl;-est la dérivée au sens des distributions.

D’aprés la linéarité de P [v(y), k(x)] en k(x) on peut écrire :

t:a*ﬁ
Plv(y), k(x)]:j Py v ()] dk (1)
t=0

3.3 — Minimum de la puissance dissipée
D’aprés(V, § 3.2.5) nous recherchons le minimum de la puissance dissipée pour v(y/ dans £ ZJ

Nous devons minimiser en z la fonction :

t=d"/2
G (z k() = [ G; (z) dk (¢) (1), intégrale de Stieltjes
0

ol Gy (z) correspond & P/ [v, (¥)] comme G (z) a P [v; ()] au chapitre V. Nous donnons a I'annexe 7 le
. Gt (Z
tableau des expressions de Gy (2) et_ﬂi—l pour0<z<a et 0<1t

Gy (z) est séparément continue en z Vz€ (0, a), V t. Elle est positive et bornée ¥ ¢ 2 0 par (7 + 3
On en a déduit par application du théoréme de Lebesgue que G(z, k(x)] est continue en z.

Il en résulte que Gz, k (x)] a un minimum pour z€ (0, ) et donc que G a un minimum sur £7; (résultat
annoncé en V § 3).

Pour la recherche de ce minimum, on étudie le comportement de G (z, k (x))au moyen de sa dérivée en

t=q"\2

. . . ; 0 G (z, k (x )

z, non nécessairement contmue,—a————(z—()) = f , g—ZGf ) dk () (2),intégrale de Stieltjes,
t=0

L’abscisse z, corresponsant au minimum, étant connue, on calcule G (zé, k (x)) et la puissance dissipée
minimale est P = U-G (zo, k(x)). On en déduit un majorant de la charge limite.

La qualité de ce majorant ne peut étre appréciée a priori, mais nous ferons la réflexion suivante :
On a vu que kfx) n’intervient dans le calcul du majorant que par ses valeurs pour 0 <x < d/2. 1l est donc
vraisemblable que si k{x) décroit pour x > a+/2, le majorant obtenu a de fortes chances d'étre éloigné de la

charge limite ; par contre, si A(x) est non décroissante pour x > a+/2, 1a qualité du majorant obtenu peut étre
bonne. :

Il est clair également que le majorant obtenu est d’autant meilleur que les variations relatives de kfx) sont
faibles.

La méthode est trés facile a employer, & partir du tableau de Gy (z) et g_cﬁ,de Pannexe 7, et des formules (1)
et (2). z
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3.4 — Application 4 un cas simple.

Nous considérons le cas d’un milieu stratifié dont la cission limite est une fonction linéaire croissante
de la profondeur :

k() = ko + Ky

Pour Papplication de la formule (2) nous avons :
dk (0) = ko § (x)
et dk () = k, dt pour ¢t > 0.

Dol en effectuant lintégration de (2) :

10 G [z, k (x)] _ z
25e O cak L ®

Le minimum de G [z, k (x)] pour O < z < g est atteint pour : z = Inf { a, arZ—];col
1

La formule (1) donne :

1 X al2
—56 [0, k()] =[(m+ 2)a + malke +7'—1/ [(m+2)a — 41 — 26 V2 Log (1 + \/2)] dr

0

2 2
[4a Arccos 2y V2 Log 3—2 ¢+ Va -2 ] at

‘,“ﬁ P
al?

a
d’ot

%G lo, k (x)] = (m + 2 + myake + 2ak,

et, en utilisant 3):

2
%G [z, k(X)) =(7 + 2 + m)aky + 2ak, + 2ak, (%) — mako(%)

On en déduit le majorant de la charge limite :
pour mky/4k, < 1

p=(n+2+mky+ 2k [1+m*k3[16k> | — m (mko[4ki) @
pour mky [4k, = 1
p=(+ Dk, + 4k, )

La formule (4) s’applique : pour m = 0 (poingon lisse) V ko/k\, , et pour m = 0 (poingon totalement ou
partiellement rugueux) si la variation relative k, /k, est faible,

Pour m = 0, on obtient :

p=(m+2)ko +2k;. (6)

L’application de la formule (6) au cas particulier étudié par Kuznetzov (1958) ol k; = 0.495 k,, donne
p =6,13 ko qui est exactement la valeur trouvee par cet auteur par une solution approximativement cinématique
du probléme. Nous en confirmons la validité en tant que majorant de la charge limite.
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ANNEXE |

CALCUL DES ABSCISSES CURVILIGNES SUR LES COURBES DU RESEAU DE LA FIGURE 1.
(Deuxiéme partie, chapitre I1 § 2.)

Les paramétres choisis sont les angles u et v représentés sur la figure et comptés positivement pour ¢ dans le
sens rétrograde, pour v dans le sens direct.

Nous désignons par s(u, v) I’abscisse curviligne d’un point M sur sa caractéristique a comptée a partir de OU
(c’est-a-dire que s(u, 0) = 0) . R (u, v/ est le rayon de courbure en M de la caractéristique a.

Avec nos notations, le résultat de Hill (1950) s’écrit :

S v)=—a V2 [l 2 Vu) +2 oju x I, 2 Vav)]

En appliquant le second théoréme de Hencky on obtient :
S v)y=-—a Y2As(u,v)
d’olt

S =a VIl @ V) - 1+ \[Xxh @ Jw))
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ANNEXE 2

CONCAVITE DE LA COURBE (L) EN P.
(Deuxiéme partie, chapitre I § 7.)

D’aprés la formule (4) le signe de tga dépend des signes de sin 2y et de (p/k + cos 2). La disposition de
séparatrice (p/k + cos 2¢) = 0 est connue en P (c’est Pisocline tgo = o0), et il est nécessaire d’étudiercelle de
séparatrice sin 2¢ = 0.

1) La séparatrice sin 2y = O est horizontale en P : cela résulte de ’égalité des rayons de courbure R et S
des caractéristiques « et § au point P de la surface libre.

2) Cette courbe a sa concavité tournée vers le bas en P. Nous donnons de ce résultat une démonstration
valable si (@ +v) < 1,51, c’est—a-dire dans le cas ol la caractéristique o aboutissant en P passe au-dessus de E.

Nous démontrons d’abord que le rayon de courbure de la surface libre croit de C a P. Il suffit pour cela
de montrer que (— S) croit de C a P, c’est-a-dire avec les notations de la figure, et par application du deuxieme
théoréme de Hencky, que mM; >mM. Or mm’< mm;. D’autre part : m’M — m, My < MM (b1 — Opg)

d’ou puisque MoM # MMy, m'M — miM; < MM [(¢y,,> — Ppp) — 11< 0, done = m M, > mM.

Considérons alors dans le voisinage du point P, deux caractéristiques a et § voisines .de celles de P et
correspondant a des variations d’angles égales :

@ — 8 =~ (@) — 9¢)

Nous cherchons a démontrer qu’au second ordre on a vP > uP (ils sont égaux au premier ordre).
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Nous prenons comme coordonnées « et 8, les coordonnées définies par Hill (1950). Les différents points de
la figure sont alors :
P:(o,0);u:(a0);v:(o,—a);N:(a, —a);w:(aa).aveca>o0
Il faut montrer que S/.l > R,, , soit aprés développement :

G 9 *R oR 39S
v (0, 0)< Y (0, 0) ou encore 3% (0, 0) <W (0, 0)

On a %(o, 0) = al (RM - Rp) >al (RIJ - R,,)=—1S, daprésun résultat précédent.
D’autre part ’

Sy — 8

99 e
P=_a8[3 (o,o)<~Spa(¢>c—¢p,)<—prax4

oy 95 m
d’olr Y (o,o)>4Sp

Pour w suffisamment voisin de P on a%Sp >S8, (ar§s <0)
S oR
donc Y (0, 0) > — Y (o0, 0)

ce qui démontre le résultat cherché.

Pour (a+7) > 1,51, la démonstration du lemme sur la croissance du rayon de courbure de la surface libre
de C 4 P n’est plus aussi simple.

Tout le reste des démonstrations demeure valable.
La vérification de ce résultat dans le cas (a +y) = 1,57 sur la figure de Bishop parait suffisante.

3) En discutant le signe de tga dans la formule (4), nous voyons que (L} est alors nécessairement
descendante en P et située au-dessus de la séparatrice sin 2 ¥ = O. Elle reste descendante jusqu’en Q.
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ANNEXE 3

PROLONGEMENT DES SOLUTIONS INCOMPLETES DE PRANDTL, Y,
PAR LA METHODE DE SHIELD.
(Deuxiéme partie, chapitre IV, § 2.)

Considérons la solution incompléte de Prandt! correspondant a 6 </2, représentée sur la figure. Nous
cherchons & prolonger cette solution par la méthode de Shield (1954) c’est-a-dire :

— En déterminant une courbe (C) ‘et sa symétrique (C’)] issue de B, de telle sorte qu'un prolongement
ficite soit obtenu en utilisant : au-dessus de (C,) les mémes champs homogéne et semi-homogene (éventail) que
dans ADC et ACB, et au-dessous de (C), entre (C) et (C7), le chump vérifiant 7., = 0. défini par la conti-
nuité de la contramnte sur (¢ et (L"), (C) ctant telle que o), — 0, = 2k dans ce champ sur (C).

x £ ‘
D 5
w/4
o
6
O]
M
(C) vy (c")
Yy
\
e=n/2-§
O=6 +¢
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Avec les notations de la figure, les calculs sont analogues & ceux exposés dans le livre de Philips (1956),
pour la détermination de/C) dans le domaine du champ semi-homogéne et nous trouvons que (C) y est identique
d la courbe trouvée par Shield dans le cas § = n/2, d’équation en coordonnées polaires p = AB (sin © tg ( @ /2)].
les contraintes g, et Oy enun point de (C) ont pour expression :

Oy =2k (siNO -0 — 1)
0y, = 2k (sin ©® - 0)
Pour la portion de (C) limitant le champ homogéne, nous considérons la tangente 4 (C) trouvée'ci-dessus,

au point situé sur le rayon vecteur 8 = 0. Elle est définie par tg ¢ = tge + Tose dou(m/d+e)>y > e.En pour-

suivant la courbe (C) du champ semi-homogene, par cette tangente qui reste toujours a Pintérieur du champ
homogene, nous obtenons la courbe (C) cherchée, dans son intégralité. Les contraintes o, et 0, en un point de

(C) dans ce domaine sont :

oy = 2k (sine — 1)
oy = 2k sine

On vérifie aisément ensuite que dans tout le domaine intérieur a (C) et { C’) ona:
2-1/2)k < 0y — 0x S 2k V8§ € (0, n/2).

Le champ de contraintes est bien licite
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ANNEXE 4

SOLUTIONS CINEMATIQUES DEDUITES DE LA SOLUTION INCOMPLETE DE HILL
(1950 b) POUR LES EPROUVETTES ENTAILLEES.
(Deuxiéme partie, chapitre V § 2.2.2)

Nous appliquons la méme méthode qu’au § 1.2.2.1, mais différents cas sont a considérer selon les valeurs
de 8, ils sont représentés sur la figure 1.

Pour chaque valeur de 6 (ou de € =7/2 — §), nous de51gnons par L, la largeur correspondant a la solution
incompléte pour le barreau entaillé, par L;9; la largeur donnée par la solution cinématique que Pon en déduit pour
le probleme de la plaque, qui donne comme majorant de la charge limite la méme valeur 22 X 2k(1 +6).
ALY =L, — L}

a) /4 <6 <1,0302. Il n’y a aucune différence avec le cas traité au § 1‘.2.2.1, si ce n’est la valeur de &.
L’hodographe est entiérement déterminé (a U donné il ne correspond qu’une valeur de w) et v(y/ est connue sur
A’A.

La puissance dissipée totale est égale a celle dissipée dans la zone déformée de la solution incomplete (1)
diminuée de la puissance dissipée dans des zones supprimées par la diminution de largeur ALy et augmentée de la
puissance dissipée dans AE Ey (et sym étrique), cette derniere égale a 2 wk X Aire (AE,E ), et de celle dissipée
par frottement sous le poingon.

b) 8§ <7/4 : aucune différence avec le cas précédent tant que 'on vérifie que AL, <L, -

c) 6 S®/detAE, > L, — a Soit E, le point d’intersection du bord de la plaque avec AE;. Supposons
d’abord que EE, > DA = a +/2. Le champ des vitesses est alors défini dans tous les points du solide sauf dans le
triangle A,E,P ; afin d’obtenir la valeur la plus petite possible pour AL, nous adoptons dans ce triangle : v,
uniforme égale a v, le long de A4, F, et donc puissance dissipée nulle.

d) s <m/4,AE{ >L, —aet supposons que 4 V212 < EE,<a~/2. Le champ des vitesses est défini en tout
point sauf dans le triangle APP,, ol comme ci-dessus nous prenons la définition qui donne la puissance dissipée
nulle.

e) 8 /4. AE, > Ly - a, 0< EEa<a~/2/2. Wy aindétermination dans le champ des vitesses. {/ étant
donné la valeur de w n’est pasunique . Eneffet.sion se donne une valeur de w. I'hodographe ne se construit que
jusqu’au point m correspondant 4 A intérieur au triangle 4’BA. Sont admissibles toutes les valeurs de w telles
que la vitesse verticale du point M qu’elles fournissent soit inférieure 4 U. Pour une telle valeur de w, v () est
alors déterminé le long de 47’4 et le diagramme a Pallure représentée a la figure 2.

pente w
A' N! I
_,/V\ oA Y
pente >0
Fig. 2

(1) Nous désignons ainsi la solution incompléte pour le barreau entaillé.
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c)

d)

Fig. 1
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La pente du segment intermédiaire est nulle lorsque w g la valeur pour laquelle upy =U. Cest ce cas que
nous considérons ici car il fournit la plus petite valeur de ALyj. La puissance dissipée totale est alors : celle
dissipée dans les zones déformées de la solution incompléte, diminuée de la puissance dissipée dans celles de ces
zones supprimées par la diminution de largeur, augmentée de la puissance dissipée dans AEE, P (et symétrique)
qui se réduit 3 2wk x (aire zones hachurées sur la figure) et de la puissance dissipée par frottement sous le
poingon.

Les formules pour la détermination de ALy correspondant a ces différents cas sont les suivants :

u désigne 'angle (27, QJ)

a) et b):
N2 \/7 sin € . .
DE 2 cos (e — n/4) A L?n V2O + JK) + (AL;)H)z +m 612 -0

ALY < JK \/2]2

— 2 sin € - — 2 —_
DEZ%W —JK2/2 Ql . JK +m%— - QP xu=0

ALY, = JK ~/2/2 + QI {sin n/4 - sin (7/4 )]

c)
DE? \42_ f:il)lse(e —al4)y 2 tgb;le [?727/4) — ALp, N2 QL + JK) + (ALY + md®[2 = 0
ALY, <JK/2/2
DE? g o (S:]j T tig i JK2)2 — QI . JK +ma*]2 — QI* xu =0

A[’;}n =JK {22 + QT[sin n/4 — sin (n/4 — u))

d)

1 e — Ly +a)
2 tg (¢ - m/4)

ﬁ2_\/z sin € W2
2

Lo
s e @ 3 — @) tele—a/4) -

+ma*(2 — ALy, N2 (0 +JK) + (ALS)? = 0

ALY < JK /2]2 ~

==, /2 sine 1 1 (AE, ~ L%, + a)?
DE? o tn s 3 Uy~ 0 g (e iy - 5 St L)

_JK2/» _ O] JK
o (e - 74 JK?12 — QI . JK

9]

+ma*j2 - Q% xu

ALj, = JK /22 +.QI [sin 7/4 — sin (n/4 - u)]
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mr2 V2 sin € 1.0 o B 1 (AE, — L}, + a)’ EE?
DE 2 cos (e — 7/4) 2 L — @) (€ m/4) 77 tg (e — n/d) )

—[DE — av?2]2 — (@av?2]2 — EE;) tg (¢ — m/4)] x (a2 — 2EE;) +

CALY, VI (@T+TR) + (ALR)? =0 et ALj <UK 32

+{
—JK: - QI . JK - QI* xu=0 et ALY =JK 22+ QI [sin n/4 — sin (n/4 — u)]

avec dans les cas ¢, d, e :

EE, = [AE, — Ly — @))/sin (¢ — 7/4)
E_'E_Tz = ll\/2_+ ZE_I sin (e — 77/4) — E*I—E2

Pour résoudre les équations c, d, e, nous avons procédé par approximation successives.
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ANNEXE b

CONTRAINTES PRODUITES EN ELASTICITE DANS UN DEMI-PLAN
CHARGE PAR ¢ (v) ET 7 (v)
(Quatrieme partie, chapitre IV § 2.2)

E' o) E

IR Pro =

X

X

L’origine des axes est le milieu de E’E (- b + b), b =a+h.

Le demi-plan x > 0 est soumis sur )"’y aux contraintes ¢ (v) et 7 (1) (pression normale et contrainte
tangenticlle). o (v) et v (1) possédent les propriétés suivantes

c()=71()=0silvl >b;

o (v) et 7 (¥) sont continues et dérivables sur (=, + ) ; les dérivés o° (1) et 7 (¥) sont continues s
(+ oc, + ) saufen Ipl=h : parex.en v - ho'et 7 ont un saut de 0 & + A/h

1l n'existe pas de point de (— b + 5/ oli 7 * s’annule et change de signe au sens strict (1 <a/2).

Soit P le maximum de o et T(=k/) le maximum de |7 | sur E'E.

En un point M (x 2 0) les contraintes sont :

AN
o 3 b 2
2 X ~ xt (v —u)
O =7 [/ X2+ (r — 1)) o (u) du +/ TR TaE 7 (1) du I (1)
_b . b
b 2 +b 3
2 X ()’ — ll) ()r — U) ; I ,
£ V?‘[ b 2+ - wp (u) dl +f SR 7 () du (2)
b 5 b .
2 xXT (v - u) X (v — u) }
- 3 T d 3
N ?i fb e _wep et /-—b 2 _wrp W )
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On se propose de démontrer que ces contraintes sont bornées en tout point du demi-plan (x > 0).

1 — Les intégrales ol intervient o () sont bornées :
{ b \,3 b .X3 P
< - < Pdu==1[2(¢; —¢) + sin 2 ¢; — sin 2
0<| / . TN a(u) du 1 f , TETCRT: U= [2 (@1 —¢o) + sin2¢, —sin 2¢ ]

) TT
borné par P >

b ¢ (v — 2 +bh y )2 P .
0< | f [x;:)n ul)z Foow | g[ w\f( U)N Prdu=7121(6y = ¢o) —sin 29, +sin 2 ¢o |
' — X voou
_b - - b -
borné par P;
et
b 2 b 2 ‘ ’
| C 0w < r—u] g,
0= [ 2+ - wpp Wl < X+ w' ]
—b -b
%i cos 2 ¢y — cos 2 ¢ f si ¢y et ¢, de méme signe, borné par P/2
—5‘(2 -cos 2y -~ cos 2¢y) si ¢y < O0etp, = 0, borné par P
donc borné par P. .
2. —Les intégrales ol intervient 7 (1) dans (1) et (3) sont bomées :
On a de facon analogue a ce qui a été fait ci-dessus :
0 < | b XE - o) () d | < b x? ly —-u l 7 d
= (x> + (v - uf P uydu s [ (% + (v — w)? ? .
b b
AN
borné par T
et
b 2 ' b 2
| X (v - u) | x (v - u)
< 3 3 7 < T d
0<] [ b [x + (v - w)?}? T ) du | b (X2 + (v —u)?]? “

, T
borné par T =-

3. L'intégrale ot intervient 7 {1/ dans oy | formule (2) ] est bornée :

La démonstration est ici plus délicate.
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Soit Ifx, y) cette intégrale :

b wp
L G- W T

I(x = / T (1) du “4)

Nous allons démontrer :

§ 3.1 -:¥X>0,¥%y, I(x,y)est bornée ¥x 2 X.
. . lim
§ 32— :Vy, N

saire), c’est-a-dire : continuité de I (x, ¥) pourx = 0.
§ 3.3 -~ : W, [[0, y) est bornée.

0 I (x, y) =1(0,y), défini par P'intégrale prise au sens des valeurs principales (si néces-

Il en résultera bien que I (x, y) est bornée ¥ x = 0, ¥y.

On a:
b o-w b ly-up

| | _
0<| f_b[x2+<y-u)2]2 s f_b[xzw—u)nz T =

T l cos’ ¢, cos® ¢ + Log bo

5 ) cos 6, ’ si ¢o et ¢, de méme signe,

cos? ¢g + cos? ¢

T 5 ~ 1 — Log cos ¢g cOS ¢1) sigy <0 et ¢, =0,
expressions qui sont bornées ¥y, ¥x = X > 0. \
32 -
321 —-y|>b.

I (x, y) est continue en x pour x = 0, V¥ 3.

322 - i<b.

Pour x = 0, nous définissons 7(0, y) par P'intégrale prise au sens des valeurs principales :

lim Y7t b 7 (1)
]O, = -— — 1
on=1 | = d“*/y+€@_u)d“ ©) 'l

(1) La question de I'existence de cette limite est traitée au § 3.3.3.
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et nous allons montrer qu’il y a continuité de /(x, y) en x = O, c’est-a-dire que cette définition est 1égitime.

Pour x > 0, I(x, y) étant défini par (4) on peut aussi écrire :

o u) b y+e
I(x, y)= [ = +.(y DT T(u)du+[ ido + ] ido (6)
y te y - €

Les deux premiers termes, intégrales continues en x pour x = O tendent donc, quand x — O vers les deux termes
sous la limite de (5).

Par application de la formule des accroissements finis, on majore le troisiéme terme, M désignant le
maximum de |7/{sur (- b, +b) :

) — yte 4’ 4
1/ XO +g;) 71(52]2‘1” '<Ml /y_ [XZ(:):(yLi)u)ZF du '_M[26—3xArctg +6/(1+€2/x2)]

Pour x = 0, Pexpression [2¢ — 3x Arc tg %+ e/ (1 +€*/x?)] est égale & 2¢, ¥e > 0, elle est dérivable

dérivée négative (= — 3m/2) : donc Ve > 0, 3 (e) tel que Vx, x<n(e)ona:

— u)’r(u)
l,[ [x? +(y u)2]2duI < 241

On déduit de ce qui précéde que :

b

Yy — €
nm1u;yy:/ 07?2)w1+j. ido + F(n, €) avee |f(y, €)l < 2eM, Ye>0
x =0 -b y te :

faisant tendre ensuite e vers zéro :

Yy —€ b
lim 7 (x, y) = lim lf_b _()_}T_(__”_)Zl_)dqu/ (yT(_u)u) du}

x—=>0 e—>() y te

ce qui démontre la continuité de /(x, ¥} enx = 0.

323 iyl=b

Pour x = 0, la formule analogue & (5) définissant /(0, — b) par exemple, est :

1(0, — b) = lim [ ’ (Jé99—3 du (7)
e>07 b+ VY

On démontre alors comme ci-dessus que :

lim [I{(x, — b)=1(0, — b)
x -0

(de méme poury =b).
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33—
Montrons que I(0, ) est bornée.

331~ p|>b.

* rw
I(O,y): —bmdu

Par une application immédiate de la formule des accroissements finis on obtient :

(0, ) < 2bM

332 | <b.
Yy — € b
10, ) = lim S Y I +f ido ] (5)
e=>0 {[—b (y—u)u y+2

si elle existe.

Appliquant la formule des accroissements finis

T =1@)+@@—-y)7[zu)] z&(—b, b) nousobtenons :

y - b —€
L,

y b
' [ = () Log 22 + [ - P lz@)] du + f - Pz ()] du ®)
y te Y —-b
les derniers termes sont en valeur absolue bornés. par 2bM ; quant au premier terme il est borné ¥y :

y te
ly |<Y< b, et lorsque |yl — b, par exemple y - — b, en écrivant 7(y) = (b + y) 7’[z(¥)] ou 7'[z ()] est

€

borné on voit que 7(¥) Log g ii -0
. Yy —€ (W) b |
On démontre ainsi que / T du + [ ido est borné ¥ lyl< b
~» 7 y+e
333 -

Montrons que I (0, y) existe c’est-a-dire que la limite de (5) quand € - O existe.

D’aprés 3.3.2, le terme sous la limite de (5) est borné, d’autre part, sa dérivée par rapport a € est :
[f+e)—r(-elle=27@)z€(F —€¢y te

d’aprés les propriétés de 7, 7’ (2) a un signe constant dés que € est suffisamment petit : le terme sous la limite
de (5) est alors une fonction monotone de €. Cela entraine I'existence de la limite de (5) quand € - 0.

[Méme raisonnement pour la limite de (7).]
4 — Conclusions.

Les contraintes oy, 0y, 7 xp données par les formules (1), (2), (3) sont bornées en tout point du demi-plan
x=0.
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ANNEXE 6

EXPRESSIONS ANALYTIQUES ET COMPORTEMENT DE F (z)
(Quatriéme partie chapitre V § 4.3)

Selon les valeurs de A/a et de z/a,F{z) a les diverses expressions analytiques suivantes :

1.h=a/2.

Flz) =0 ¥Vz€(0,a)
2.a<h<a/2.
21.0<z2< /24

F(z)=0
22.m/2-a<z<ua

2 /3 Log V2 @+ )+ +z)? - 2t

a+z 2 h

F(z) = 2(a + z) Arccos

fonction croissante de z.

=

3.a-X=<h<a

o5

3.1.0<z</2 -2

32. N2 -a<z2< 2% -a

5 5 4+ 2): — 24t
/2 w2 Log£ (@+z)* \/f(za *2) 2

() = O - _
F(z)= 2(a + )Aluosa+z

fonction croissante de z.

33.2h-a<z<a

F(z) = (%+ 1) (@ +z) — 2h — h2 Log (1 ++/2) fonction croissante de z.
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hv2-a
F(z) X2h—a

8
NN S

W Fig. 2

01
i
I

4.2-V2)a<h<aV2)2
41.0<z<-(V2-a)

F)=2[@-2) Arccosah\_/i +(a +2) Arccos::_/g]—h\/?Log latz+via+z) —2h2}12[a~z+ fa—z)” —2m7)

qui est fonction décroissante de z.
42.- (N2 -a)<z2<2h-a

/, 2 2
2 2 Log\/Ti (@+z)*+Va+z) 2n comme au § 3.2

a+z h

F(z) = 2(a + z) Arccos

43.2h —a<z<a

F@Z)=@/2+1)(a+2z) —2h — h/2 Log (1 +/2)

-(hv2-a)
2h-a

F(Z) /
‘hv2-a L//

5.a/2<h<(2—\/§)a

5.0<z<2h —a

comme au § 4.1.

2 2

—-+{(@a+2)A
pa— (@a+2) rccosa+z]

/T Log 42 @2 =2 [a —z + @~ — 2]

2hn*

F(z) =2 [(a — z) Arccos
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52.2h —a<z<-(IN2-a)

W2 V2. a—z+\lad - 2) = 2h°

F(z) = 2{a — z) Arccos ; + (77;-+ 1) (a +z) — 2h — hn/2 Log (1 +—22)

— h
qui est une fonction décroissante de -.
53.(a - IN2)<:z<a
F(z) = (3+ 1) (@ +2) = 2h — /2 Log (1 ++/7)
2h-a
F(z) Z— (hv2-~a)
\V
h/2—a(|) ' z
N
Fig. 4
6.0</1<u/2
6.1.0<z<u - 2N
F(z) est constante :
Fzy=(n+2)a— 4h — 23 Log (1 +/7)
62.(a 2n<:z<(a N2
comme au § 5.2
N2 3 g - Via =27 —2nr
F(z) = 2(a — z) Arccos Z‘/_ F(E+ 1) (@+2)— 2k - /2 Log (1 +l/gr—” zY ("h 2) h

décroissante de z.

6.3.(a - I <z<a,

F(:):(—Z-+ D(a+z)y - 2h - /m/fLog (1 +\/f)
a-2h
F(z) \ a-hv2

v

' A

AN L

/
R

i Fig. 5
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[2]

(3]
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ANNEXE 7

EXPRESSIONS DE G () et S22 2)

(Quatriéme partie, chapitre VII § 3.3)

|

|

z2< (3 - W2a
t=0:
—%—Go(z)=(n+2)a+m(a—z)
1 9Go(2)
2 802 =m
0< 1< (@~ 2)/2
%G (z) = (m + 2)a— 41 - 2t/2 Log (1 +/2)
1 9G, (z)
5 =0
@-2)2<t<(@+2)2

t

— Ve =2 =257
-I—Gt(z)=2(a—z)Arccos :\{2:+(-g-+1)(a+z)——2t—t\/-2—Log(1+—2\/—2—-Sa zrvla—z) -~

{2

(@+2)2<t< @222 )
—1Gt @)=2[@-2) Arccosa@- +(a +1) Arccos - —\/—_ ~1- w3 Log 2227 v’if;z_z)z — 212
_ \/—_—T:—T
3 t\/2_-Log z + (;i/z_z) 2t
(a VI <t < (@ +2)V2/2:
NCRY SN RS RN, e Tl

(@+2)V22<

Gt (Z) =0

3G, (2) _
0z

0

=Gy (z)= 2 (a + z) Arccos

{i

1 _Qt_ﬁ?) 2Arccos£ﬁ + t\/f
a+z

t

atz

2 t

<2 et t Za2:
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B-20Da<z<a

t=0 : [1]

V<< @-2)2 : 2]
(@-2)2<t<@-2)v22 : [3]
(@-2)V22<t<@+2)2 :

{—;-Gt(z) = (@24 1) (@+2) — 2t — /3 Log (1 +v/3)

%B_L)ng(z =2+ 1)

@+2)2<r<@+zn22 : [5]
@+)VZR2<t<ay2 et t>a/2 : [6]
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TABLEAU |

VALEURS DE p;,/2k ET DE h/a EN FONCTION DE «, OUVERTURE DU BULBE.
(Deuxiéme partie, chapitre II)

P
o aene (hfa) —_
2k
0,00 0,00 1,0000 1,0000
0,05 2,86 1,1026 1,0046
0,10 5,73 1,2107 1,0176
0,15 8,69 1,3249 1,0377
0,20 11,46 1,4457 1,0639
0,25 14,32 1,56740 1,0954
0,30 17,19 1,7102 1,1316
0,35 20,05 1,8554 1,1722
0,40 22,92 2,0102 1,2167
0,45 25,78 2,1756 1,2649
0,50 28,65 2,3526 1,3165
0,55 31,51 2,5423 1,3712
0,60 34,38 2,7457 1,4290
0,65 37,24 2,9644 1,4896
0,70 40,11 3,1995 1,5529
0,75 42,97 3,4528 16187
0,80 45,84 3,7258 1,6870
0,85 48,70 40204 1,7576
0,90 51,67 4,3390 1,8306
0,95 54,43 4,683 1,905
1,00 57,30 5,055 1,982
1,0302 59,03 5,298 2,0302
1,05 60,16 5,457 2,061
1,10 63,02 5,894 2,142
1,15 65,89 6,367 2,225
1,20 68,75 6,880 2,308
1,25 71,62 7,438 5}394
1,30 74,48 8,043 481
1,36 77,35 8,702 2,569
1,3507 77,39 8,713 2,571
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TABLEAU Il

VALEURS DE pg/2k ET DE h/a EN FONCTION DE §

(Deuxiéme partie, chapitre I1I)

) Sen? (/l/a}5 pgl2k
0,00 0,00 2,0000 - 1,0000
0,05 2,86 2,1020 1,0500
0,10 5,73 2,2073 1,1000
0,15 8,59 2,3164 1,1500
0,20 11,46 2,4292 1,2000
0,25 14,32 2,5472 1,2500
0,30 17,19 2,6697 1,3000
0,35 20,05 2,7975 1,3500
0,40 22,92 2,9308 1,4000
0,45 25,78 3,0701 1,4500
0,50 28,65 3,21566 1,56000
0,55 31,51 3,3682 1,5500
0,60 34,38 3,279 1,6000
0,65 37,24 3,6957 1,6500
0,70 40,11 3,8715 1,7000
0,75 42,97 40568 1,7500
0,80 45,84 42517 1,8000
0,85 48,70 4,4571 1,8500
0,90 51,67 46736 1,9000
0,95 54,43 49022 1,9500
1,00 57,30 5,1439 2,0000
1,0302 59,03 5,298 2,0302
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TABLEAUX DES VALEURS NUMERIQUES CORRESPONDANT AUX COURBES DE LA

1.1. Solution compléte.

- TABLEAUX Il

FIGURE 23.

(Deuxiéme partie, chapitre V)

25708

8,6210

=8,713

2,3963

7,0801

7,454

2,2217
5,7861

6,351

2,0472

4,6993

5,387

1.2 (1.1, 1.2, 2.1). Solutions cinématiques déduites des solutions incomplétes de Hill (1950 b) pour le barreau
entaillé.

Pp

Sk 2,5708 2,3963 2,2217 2,0472

h

— 8,713 7,454 6,351 5,387

a

L

—(m =0) 86927 7,0561 5,7468 4,6281

a

L

:Z-(m =1) 8,5659 6,9963 5,6801 4,5535
1.2.2.2. Solutions incomplétes de Hill et Ewing.

Pp

% 2,5708 2,3963 2,2217 2,0472

h

— 8,713 7,454 6,351 5,387

a

L

—(m = 0} 8,5920 7,0641 5,7746 4,6885

a

L

;{m =1) 8,6388 7,0065 5,7136 4,6261
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2.1.Solution statique.

2 18727
2%

L

= 37886
a
n

i 4,555
a

1,6981

3,0200

3,865

15236

2,3762

3,287

1,3491

1,8355

2,795

1,1745

1,3814

2,372

1,0000

1,0000

2,000

se raccorde tangentiellement a 1.1

2.2.1,Solution incompléte de Hill et Ewing et solutions cinématiques déduites de celle-1.

L

2k

(2)

2/ h
Lim=0)
a
Zim=1)
a

1,9847

5,066

4,3431

4,2813

1,9050

4,683

3,890

3,824

1,7576

4,020

2,961

2,883

1,6187

3,453

1,989

1,904

se raccordent tangentiellement a 1.2.2.2.

2k

—l:-(inZO)
a

—ZL(WF 1
a

1,9847

5,070

4,3431

4,2813

1,750

4,057

2,909

2,832

1,600

3,528

1,853

1,768
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2.2.3.Solutions cinématiques déduites des solutions incomplétes de Hill (1950 b) pour le barreau entaillé.

()
£(m =0)
Lim=1)

1,8827

4,553

4.555

3,6713

35814

1.6981

3,772

3.865

28494

2,7559

1,6236

3,001

3,287

2,1972

2,1262

1,3491

2,795

1,7829

1,7738

1,1745

2,372
1,3754

1,3748

1,0000

2,0000

1,0000

1,0000

Les deux courbes se raccordent tangentiellement a 1,2
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