LES METHODES DE MONTE-CARLO

1. - INTRODUCTION

On peut définir les méthodes de Monte-Carloc comme
l'utilisation d’'expériences sur des nombres aléatolres pour
la résolution d'un probleme.

Un premier type de problémes pour lequel cette méthode
est applicable est évidemment celul des problémes probabilistes
on en fait une simulation directe si le probléme est directe-
ment posé en termes de nombres aléatoires, ou une simulation
indirecte comme pour les problémes du deuxiéme type.

Ce deuxieme type est celui des probléemes déterministes,
qui n’'ont donc & priori aucun rapport avec les phénoménes aléa-
toires. L'’utilisation des techniques probabilistes pour leur
résolution se fait alors de la fagon sulvante : 1'étude théo-
rique du probléme posé conduit & une formulation dont on cons-
tate gqu’'elle décrit également un processus aléatolire apparem-
ment sans relation ; la simulation directe du probléme proba-
biliste correspondant, permet alors de résoudre le probleme posé.

. Il va de soi que les résultats obtenus par ces métho-
des présentent une incertitude due & leur origine méme ; mais

il y a lieu & ce sujet de remarquer qu'on peut, par les techni-
ques du calcul des probabilités, déterminer en fonction du nom-
bre et de la nature des expériences faites, un intervalle de
confiance pour la solution ; sans tomber dans un optimisme in-
considéré, on doit aussi signaler que 1l'utilisation des calcu-
lateurs électroniques permet de réaliser dans des temps raison-
nables un grand nombre d'expériences, et d'atteindre ainsi une
précision acceptable ; enfin pour bien des problemes, les métho-
des classiques de 1'analyse numérique ne fournissent elles aussi
que des résultats approchés et il y a 1lieu alors de comparer
1'efficacité de ces méthodes et celle des méthodes de Monte-Carlo.



2. - FONDEMENTS DES METHODES DE MONTE-CARLO

Les méthodes de Mente-Carle ent leur racine profonde,
du point de vue probabilité dans la loi forte des grands nombres.

Rappelons que la loi des grands nombres exprime que :
X1 5 X, 5 o0 X désignant n variables aléatpires indépen-
dantes (deux & deux) obéissant toutes & la méme loi de proba-

bilité de moyenne m et d’'écart type ¢ , la variable aléa-
+ + ., +

toire Y _ = 1 2. - Xn » moyenne arithmétique de ces
variables, tend en probabilité quand wn -+ o , vers la moyenne
stochastique m, et que la différence a pour écart type ' 72_
Cela entraine l'existence d'une sous-suite extraite de la '"
suite Y, qui converge presque slrement vers m ; mais cette
propriété ne serait pas suffisante pour justifier 1'utilisa-
tion pratique des méthodes de Monte-Carlo. C’est la loi fort
des grands nombres qui fournit cette justification. '

Elle affirme que la convergence de la suite Y est
presque slre, c’'est-a-dire qu’il y a une probabilité égale 3a

Xy + X + .. + X

1 pour gue Y_ = XL converge au sens de l'ana-

n n
lyse vers m.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebichef permet une évalua-
tion statistique de l'erreur commise lorsque 1'on a effectué
n expériences, mais la tendance vers la loi normale indiquée
par le théoreme central limite de Liapounoff permet d'attein-

dre un résultat plus précis dans ce domaine. Rappelgns+C§ tDéo; X

réme : la loi de probabilité de la variable Yn - 2 -

tend vers la loi normale de moyenne m et d'écart type 72—
(convergence au sens de Bernoulli). n

Signalons aussi dés maintenant gu’une approche non
probabiliste de ces méthodes a été faite (Bass et Guilloud,
1958), fondée sur la notion de suite uniformément dense. Nous
y reviendrons dans la suite (§ 4.6).

3. - LES NOMBRES ALEATOIRES

3.1. - Généralités.

Le probleme de l'aiguille de Buffon (1777) constitue



un exemple historique d’utilisation d'une méthode de Monte-Carlo
(utilisation d'expériences probabilistes pour le calcul de la
valeur de 7 ), mais ce n'est pas ce genre de procédés qui vaut
aux méthodes de Monte-Carlo leur succés actuel ; ainsi que nous
l'avons dit au § 1 , les calculateurs électroeniques permettent
de réaliser dans des temps raisonnables le trés grand nombre
d'expériences nécessaires pour obtenir des résultats signifi-
catifs, mais ces expériences ne peuvent porter gue sur des
nombres. - -

On doit substituer & une variahle alédatoire un ensem-
ble de valeurs réelles ayant les propriétés statistiques de
la variable aléatoire. Ces valeurs sont appelées nombres aléa-
toires parce qu'elles auraient pu €tre produites par le hasard.
8 l1’aide d’'un processus aléatoire adéquat.

Il est donc nécessaire de disposer de "sources”" de
nombres aléatoires satisfaisant & différentes fonctions de dis-
tribution. En fait, comme nous le verrons, ce sont les nombres
dont la distribution est la distribution rectangulaire réduite
-nombres tirés "au hasard” sur 1l'intervalle (0,1)- qui jouent
un rd8le fondamental ; il est en effet possible d'obtenir a par-
tir de ceux-1a des suites de nombres aléatoires obéissant 2
toute autre distribution.

Nous distinguerons
Les nombres aléatoires, obtenus par des processus physiques
gui sont aléatoires au sens strict.
Les nombres pseudo-aléatoires, calculés sur le calculateur
utilisé suivant une regle bien spécifiée qui soit telle qu'au-
cun test statistique raisonnable ne puisse détecter d'écart
significatif avec 1'aléatoire. L'avantage de ces nombres est
la reproductibilité de leur suite dans le cas ol l'on veut ef-
fectuer des calculs de contrdle ; cette reproductibilité méme
montre bien qu’il ne s'agit pas de nobmres aléatoires au sens
strict !
Enfin les nombres quasi-aléatoires, pour lesquels on sait
qu'ils ne satisfont pas certains tests statistiques et posse-
dent uniguement les propriétés statistiques particulidéres qui
intéressent la résoclution du probléme.

3.2. - Obtention de nombres aléatoires obéissant 3 la distri-
bution rectangulaire réduite.

Nous dirons peu de chose de la fabrication des nombres



aléatoires au sens strict qui est d'usage peu courant dans
la pratique.

Le nombre & engendrer est représenté dans l'ordina-
teur par n positions binaires dont les valeurs 0 ou 1
doivent &tre aléatoires avec probabilité égale & 1/2. (En fait
on n'obtient ainsi, puisque n est fini, gu'une approximation
de la distribution rectangulaire réduite par une distribution
en escalier, & 1/2" prés, mais il ne s'agit 1a que des approxi-
mations usuelles en calcul numérigue]).

Deux types principaux de dispopsitifs physigues sont
utilisés pour fixer les valeurs des positions binaires de fa-
gon aléatoire

1'émission de particules radioactives,

le bruit de fond dans un circuit électronique.

(on trouvera des détails sur ce sujet dans le livre de Shreider,
1986). Les ordinateurs spécialisés dans l'utilisation des mé-
thodes de Monte-Carlo peuvent comporter un de ces dispositifs,
mais leur entretien est délicat et 1'on doit en permanence
s'assurer du caractére réellement aléatoire du phénoméne utilisé.
Cela explique leur emploi tres limité.

Les tables de la Rand Cerporatien (41955) ont été obte-
nues par des procédés de ce type.

3.3. - Nombres pseudo-aléatoires pour la loi rectangulaire réduite.

On construit habituellement une suite de nombres
pseudo-aléatoire par un processus de récurrence de la forme

x_ = flx )

n n_1 3 xn_z El a &0 Xn_k
tel que la suite obtenue ait les propriétés statistigues wvou-
lues.

Une des premiéres méthodes pour engendrer une suite
de nombres pseudo-aléatoires uniformément répartis sur (0,1)
a été la méthode des carrés médians de Metropolis et Von
Neumann (cf. Forsythe, 1851), qui s'’est révelée peu satisfaisante.

Nous allons examiner une méthode de congruence cou-
ramment utilisée pour sa simplicité d'emplol sur les calcula-
teurs électroniques, dont 1'idée semble due & Lehmer (1851).

La relation de récurrence est la congruence,

(1) X, Eax;

généralisée par Greenberger (1861) sous la forme

(modulo m), congruence multiplicative,
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(2) X

1

. ax., + C
i i-1
Les nombres x./m
uniformément
La
nant pour
- 2 pour un ordinateur
de congruence s'effectue
La récurrence
m/4 (on obtient deux sur
entre 0 et m -1) si
a = 8k £+ 3. La condition
bution uniforme des m/4
ne renseigne en rien sur

(modulo m).

sont utilisés comme suite pseudo-aléatoire
repartie sur
commodité de la méthode tient au fait qu'’en pre-

m l'entier correspondant & la capacité de la machine

(Dl1]l

binaire a p digits -
automatiquement.

(1) a une période maximale égale 2
quatre des nombres impairs compris
X est impair et a de la forme
de période maximale assure une distri-
nombres entre 0 et (m - 1), mais

la corrélation entre les termes de

l'opération

la suite les termes successifs de la suite sont évidemment
corrélés puisqu'il existe entre eux une relation fonctionnelle,
la relation de récurrence de définition, mais ce qu'il importe
de savoir c’'est dans quelles utilisations cette corrélation
peut se révéler néfaste ; ce point est capital : par exemple
pour le calcul d'intégrales afin que de bons résultats soeient
obtenus sans utiliser tous les termes de la suite, ou lorsgue
les nombres sont extraits de la suite par groupes pour former
les coordonnées d'un vecteur pseudo-aléatoire. Marsaglia (1968)
a récemment donné un exemple des fortes corrélations pouvant
exister dans ce type de suite-: - - ~ :
49, les termes de la suite

pour a = 11, m = 64, X, =
(1) sont :
48, 27, 41, 3, 33, 43, 25, 19, 17, 59, 9, 35, 1, 11, 57, 51,
qui , si on les groupe par deux pour former les coordonnées

de huit points pseudo-aléatoires dans le carré 64 x 64, donnent

la disposition indiguée a la figure 1!
Le calcul direct du coefficient de Corrélatiogsentre
termes successifs pour cette suite nous a donné : p = #0,1.
Nous donnons a titre d'’exemple de 1l'utilisation’ cou-
rante de ces méthodes,le programme RANDU de la bibliotheéque I.B.M.
pour le systeme 360. Ce programme correspond & la méthode de
congruence multiplicative avec
m = 23! (impliqué par la capacité de la machine)
a = B5539 = 81892 x B + 3.

Greenberger (1961) a donné un encadrement de la caor-
rélation existant entre deux nombres consécutifs obtenus par
la formule (2) ; le résultat nous parait peu utilisable. D'autre
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part, pour juger de la qualité des suites de nombres pseudo-
aléatoires on effectue des tests statistigues comme par exemple
celui donné par Hamnersley et Handscomb {18987) : test du X2
sur l'uniformité de la distribution des 10 000 premiers termes
d'une suite de 227 nombres pseudo-aléatoires obtenue par

la récurrence (1).

3.4. - Nombres aléatoires ou pseudo-aldatoires pour une loi
de distribution gquelcongue.

Soit f(x) une fonction réelle non négative de la
variable réelle x, possédant une intégrale de Stieltjes égale
a8 1. Soit n une variable aléatoire uniformément répartie sur
(0,1). Il est aisé de montrer que la variable aléatoire £
définie par la relation

g€
(3) n ='f £(x) dx ,

admet pour densité de probabilité la fonction f(x).

Ce théoreme fournit une méthode de construction de
nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires) S. correspondant
a une loi de distribution donnée f(x) 2 pa%tir de nombres
aléatoires (ou pseudo-aléatoires) uniformément répartis sur
(0,1) R,

i

Si est défini par 1'inversion de la relation
Si
R, = f flx) dx.
1 -0

On trouve dans [1] au chapitre VII, dans le cas ol
il s'agit de nombres aléatoires, 1'étude de certaines difficul-
tés technlques liées au fait que les nombres R, ... ne peuvent
avoir qu'une distribution approximativement unl%orme, étant
représentés par un nombre fini de positions binaires.

On y donne également une autre méthode pour obtenir
la variable aléatoire & & partir de la variable aléatoire 7.

Il est & signaler que dans le cas ol 1l'on cherche
a obtenir une variable normale aucune des deux méthodes n'est
applicable en pratique ; on utilise le théoréme central limite
(cenmtral -Fimit -theorem) rappelé au § 2, en considérant une
somme d'une dizaine de variables aléatoires uniformément
distribuées.



3.5. - Simulation d'événements aléatoires indépendants

I1 est possible & partir d'une variable aléatoire
uniformément distribuée sur (0,1) de simuler un événement A
de probabilité p. Il suffit en effet de définir 1'événement
A comme 1'événement :

{¢€ < pl} ;
on aura alors
P(A) = p
P(A) = 1 - p A = contraire de A.

De méme on simulera un groupe de n événements in-
compatibles et complémentaires (Z pi = 1).
i

Pour la simulation d’'une succession d'événements et
en particulier d'une chaine de Markov on procéde de la facgon
suivante

Soit une chaine de Markov définie par la matrice
des probabilités de passage

r 3

Piy Pop o Pk

P = “ e 3
p21 pzz pzk
L Pr1 Pk. Pk

On part d'un état initial O avec les probabilités
de passage initiales p s P seee P . Simulant les k
événements correspondantg} inc&ﬁpatibleg et complémentaires,
comme indiqué plus haut, on détermine par le tirage d’'un nom-
bre aléatoire (ou pseudo-aléatoire) uniformément répartis sur
(0,1), 1'état i dans lequel se trouve le systéme. Le pro-
cessus recommence alors & partir de 1'état i avec les proba-
bilités de passage pi1 s piz s e pik ,» etc.

Lad encore le fait que les nombres aléatoires ne com-
portent qu'un nombre fini de positions binaires et ne soient
donc uniformément répartis que de fagon approchée peut conduire
a effectuer certaines corrections sur les méthodes indiguées
ci-dessus, exposées dans [1) chapitre VII.



3.6. - Nombres quasi-aléatoires

Nous réservons de parler de ces nombres guand leur
intérét apparaitra (§ 4.6).

4. - METHODES DE MONTE-CARLO POUR LE CALCUL DES INTEGRALES
DEFINIES.

Une des applications les plus importantes des méthodes
de Monte-Carlo est le calcul des intégrales définies simples
ou multiples. Les techniques sont les mémes quelle que soit
la multiplicité de 1'intégrale et nous les exposerons sur l'exem-
ple de 1'intégrale simple.

1
4.1. - Calcul de l'intégrale J = J £(x) dx
0

& désignant la variable aléatoire uniformément ré-
partie sur (0,1), et &, ., Ez » &€ étant. N valeurs aléatoires
de cette variable, la loi des grands nombres indique que
FfLE ) + F(E ) +..+ FLE.)

1 2 N ' p -
N tend vers l'espéran

si N > o

1
ce mathématique de f(x) , E f(x) = flx) dx = J.

On en déduit une méthode de °calcul de 1'intégrale J :

pour une suite de n valeurs de la variable aléatoire § |,
on accumule f(€IJN+ f(ng e f[ii] et on calcule a la fin
T FLE.)
1 i

(4) 61 = estimation de J.

4.1.2. - Deuxiéme méthode_:_calcul de l'aire

—_— o T —— " W04 St A G R S — P W e P g W S w— S . Sy " G e G ——. o

Supposons, pour simplifier l'exposé,que la fonction
f(x) & intégrer soit comprise entre 0 et 1.

J n'est autre que l'aire comprise entre la courbe
représentative de f(x), 1l'axe des x et les verticales x = 0,
X = 1 3 ou encore le rapport de cette aire & l’aire du carré
(1 x 1). Cette constation conduit & une autre méthode d'évalua-
tion de 1'intégrale J.



A4

Considérons (&, n) un point aléatoire uniformément
réparti dans le carré (1 x 1), et soient (£., n.) une suite
de N wvaleurs aléatoires de ce point : sur ces> N points,

N' sont situés au-dessous de la courbe y = f(x). Il est évi-
dent que si N = o, N'/N tend vers le rapport des aires in-
digué plus haut c'est-a-dire vers J.

En pratique il suffit de tester, pour chaque point
(&, ,ni], la condition n, € f(£.,) et d'augmenter N’ d'une
unité si la réponse est a¥firmative. On calcule & la fin

(5) 92 ="'E'lr'"’ ’

estimation de J.
Cette méthode est aussl appelée méthode du tirage
noir ou blan.

Les méthodes d'estimation de 1'erreur (cf. §4.2),
permettent de montrer gue l'estimation (4) est de meilleure
qualité que l'estimation (5). Pourtant celle-ci est parfois
plus avantageuse, en particulier lorsque la fonction f est
définie par une relation implicite, pour les calculs d'aires
intérieures etc...

Nous pensons gue ces deux exemples de méthodes de
calcul expliquent 1l'importance gue nous avons attachée au § 3.3
a8 la corrélation interne dans les suites de nombres pseudo-
aléatoires.

On peut également remarquer d'ores et déja certaines
caractéristiques générales des méthodes de Monte-Carlo:

elles nécessitent d'effectuer un grand nombre de
calculs simples identiques

elles utilisent peu de mémoires dans le calculateur
pour le stockage des résultats intermédiaires.

4.2. - Estimation statistique de l'erreur

La tendance vers la loi normale indiguée par le
théoreme central limite permet une évaluation statistigue de
l'erreur plus commode qu’'au moyen de l'inégalité de Bienaymé.

Désignons par EB6 l'espérance mathématique de 1la
variable approximativement normale 6 et par uze sa variance,

et soit x défini par
X _+ 2
7%{_‘ fpet/zdt—1=p.

- 00

la probabilité de 1l'inégalité



(6) le - Eel < xp Vuze est approximativement égale 2
On prend en pratique un intervalle de confiance pour
La variable aléatoire 0 est la moyenne de n

variables Ci dont l'’espérance mathématique est égale a J :
On a

EZ = E6 = J et
: vz
(7) M,0 = 2
, n
d'ol
VU T
(8) probabilité P pour que |6 - J|s X —f
P vn

La variance W, peut étre évaluée au fur et a me-
sure du calcul au moyen des estimateurs habituelles en statis-
tique (cf. [3] ).

Ainsi d’aprés la formule (8), la précision est en 1/v/n.

by

Wuant & l'efficacité d'une méthode qui est le facteur détermi-
nant pour le choix, elle se mesure par l'inverse du temps de
calcul nécessaire pour atteindre une précision (statistique)
donnée ; temps qui est proportionnel & N nombre d’expériences
nécessaires et au temps de calcul nécessité par chaque expérien-
ce (fonction de la complexité de celle-pi).

4.3. - Techniques de réduction de la variance.

L'intervenction du facteur vYU_Z au numérateur dans
la formule (8) montre qu’'il y a intérét & réduire la variance
U, Z pour augmenter la précision atteinte avec un méme nombre
d%expériences. Diverses techniques sont utilisées pour cela
qu'il nous parait intéressant d’'exposer rapidement afin d'en
dégager les idées importantes.

L'idée gqui est & la base de ce procédé, et qui est
une regle générale concernant les méthodes de Monte-Carlo,

1%

p .



est qu'il y a toujours intéré&t lorsque cela est possible & ef-
fectuer certaines parties des intégrations par des quadratures
de fagon & n'avoir sur celles-ci que les erreurs d'arrondi et

a ne faire porter les intégrations par les technigues de Monte-

Carlo gue sur des quantités plus faibles relativement a la va-
leur de 1’intégrale cherchée.

Ici pour le calcul de 1’intégrale J on fait 1la dé-
composition

1
(9) J = J g(x) dx + J (F(x) - g(x)) dx
0 0

ol g(x) est une fonctipn assez simple pour pouvoir &tre in-
tégrée formellement et qui suit cependant d’'assez prés les va-
riations de f(x) de fagon que la deuxime intégrale, & cal-
culer par la méthode de Monte-Carlo, soit petite par rapport

a J. g(x) est appelée la variable de contrfle de f(x).
Définissant la variable aléatoire ¢ par

z = f(E) - glE) + I,

o .

3

H ™M Z

(flgy) - etgy) + 1

z[-

=1
est 1l’estimation de J.

Cette méthode correspond & une diminution de la va-
riance de ¢ , et de 6 a N fixé, par rapport a celle du
§ 4.1.1.

Dans la pratigue on prend souvent pour gl(x) 1les
premiers termes du développement en série de f(x).

Ce procédé correspond & 1'idée intuitive qu’'il y a
intérét dans 1'évaluation de 1l'intégrale & utiliser plus de
points dans les zones qui ont le plus d'importance.

On emploie une variable non unisformément répartie.

Soit & une variable aléatoire dont la densité de
probabilité sur (0,1) est p(x) f? p(x) dx = 1).

L'intégrale J peut étre tfansformée en

(Y fix)
(11) J = f -D—T‘;]—D[X] dx

43



et apparait comme 1l’espérance mathématique de la fonction

z de &

_ f(g&)
(12) C PCEY
(13) EC =]
ainsi
1 N f(E.)
(14) 6“ =N i§1 ETE;T est une estimation de J.

On montre par le calcul des variations et compte tenu
des exigences pratiques, qu’il y a intérét pour minimiser
uzg a prendre une variable aléatoire 13 dont la densité
de probabilité soit & peu preés proportionnelle & la valeur

absolue de la fonction & intégrer :

B L
[Fox3] = °°°

ce qui correspond bien & 1'idée intuitive de départ.

L'idée de base est la méme qu'au § précédent mais
l'application consiste & trongonner 1'intervalle d’intégration
en intervalle plus petits, 1, + 1_ +.. +# 1 =1, sur chacun
desquels on effectue 1'intégration séparémeRt comme au § 4.1.1.
Pour un nombre total N de valeurs de la variable aléatoire
utilisées, on cherche & déferminer les nombres N a utiliser
pour chaque intégration (y N, = N) opour minimiser la variance.

Les raisonnementd e les conclusions sont du méme
type gqu'’au § 4.3.2. Dans la pratique on prend Nk proportion-
nel a 1 ce qui conduit & une meilleure variance que par
l'application de la méthode du § 4.1.1 globale.

4.3.4. - Variables_antithétigques

Signalons encore 1l'utilisation de variables gptithé=
tiques dont l'importance tend & s'affirmer (voir & ce sujet
Hammersley et Morton (1956), Hammersley et Mauldon (1956},

Handscomb (1858) ). Un exemple particulier en est la symétri-
sation de l'intégrande

1%
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£ étant une variable aléatoire uniformément distri-
buée sur (0,1), on considére

(15) t = % (F(E] + £{1 - E]) dont l'espérance mathématique
est Ez = J.

1 N
(18) 64 = 5N % [f[&i] + f(1 - Ei]) est une estimation de

1'intégrale J.

Nous donnons sur la figure 2 les résultats d'un
calcul que nous avons effectué. 1

L'intégrale & calculer est J = J Y1 - x2 cosx dx,
dont la valeur exacte est connue. 0

Nous avons utilisé la méthode du § 4.1.1 deux fois
avec les nombres pseudo-aléatoires fournis par le programme
RANDU déja présenté en prenant deux valeurs différentes pour
X o dans la formule (1) (x, = 87 et x, = 1357973) : les
courbes 1 et 4 correspeondent & ces calculs.,

La méthode de la variable de contrfile avec les mémes
nombres pseudo-aléatoires (x, = 1357973) a donné les résultats
de la courbe 2 : la variable de contrdle est (1 - x2), premiers
termes du développement en série de la fonction & intégrer.

En appliguant simultanément la méthode de la variable
de contrdle et 1'échantillonnage suivant 1'importance on obtient
les résultats de la courbe 3, (xy = 1357973) : variable de
contrdle (1 - x2) ; densité de probabilité de la variable aléa-
toire = 5x"* , proportionnelle au troisiéeme terme du développement
de la fonction & intégrer.

Les temps de calcul ont été
1 38 s
4 39 s
2 63 s
3 74 s.

On remarque l'efficacité des méthodes de réduction
de la variance : & temps de calcul égal (N 4% 12000) 2 et 3
fournissent des évaluations bien meilleures de J que 1 et 4
pour N = 25 000. On voit gqu'en prenant 250800 termes de la suite
de 2%°% termes fournie par RANDU on obtient par 1la méthode

)

directe la valeur de l'intégrale & 1 % prés environ.

pour
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4.4. - Calcul des intégrales multiples

Il est clair que les méthodes présentées aux § 4.1.1
et 4.1.2, sont applicables aussi bien pour 1le calcul des inté-
grales multiples que pour celui des intégrales simples :

Soit & calculer l'intégrale

1 1 1
J = f f . J fix , x s s X_ ) dx dx .. dx .
1 2 n 1 2 n
0 0 0

Soit & 1la variable aléatoire uniformément répartie
sur (0,1), et El, €, » &, .». uUne sulte de valeurs aléatoires
ou pseudo-aléatoires, de cette variable.

Pour la méthode du § 4.1.1, on préléve dans cette
suite les valeurs par groupes de n , pour &tre les coordonnées

d'un point aléatoire du n-cube, (1 x 1 x .. x 1).
Pour la méthode du § 4.1.2, (tirage blanc ou noir),
on préléeve les valeurs par groupes de n +1 : n coordonnées

d'un point aléatoire du n-cube, et la (n + 1) &me valeur pour
8tre comparée a la valeur en ce point de la fonction .3 intégrer.

En ce qui concerne la réduction de la variance, les
techniques indiquées dans les paragraphes précédents sont gé-
nérales. On ajoute & cela un principe analogue & ce qui a été
dit au § 4.3.1. : 11 y a toujours intérét a effectuer analy-
tigquement les intégrations partielles pour lesquelles cela
est possible.

D'autre part dans le cas o0 les intégrales présentent
des singularités, la méthode d'échantillonnage suivant 1'impor-
tance doit 8tre appliquée et on prend alors une variable aléa-
toire dont la densité de probabilité présente le mé&me type de
singularités, que la fonction & intégrer.

4.5. - Utilisation des méthodes d'intégration de Monte-Carlo.

Le caractéere fondamental des méthodes de Monte-Carlo
est le caractére probabiliste de la convergence exprimé par
la loi forte des grands nombres : on peut trouver N tel que
si n , nombre d'expériences, 3> N, la probabilité pour que
le résultat trouvé différe de la solution exacte de moins de €
donné, soit supérieure ou égale & p donné < 1 (85 % par exemple).




Cette différence avec les méthodes classiques ne doit
pourtant pas, du point de vue pratigque, les faire écarter sans
une étude approfondie.

Nous avons vu gue l'ordre de convergence de la métho-
de de Monte-Carlo est en 1/VN , ce qui est assez faible. Mais
il est remarquable que ce résultat est valable quelle gue soit
la multiplicité de 1'intégrale, ce dont on peut tirer les con-
clusions suivantes :

lorsque 1l'on fait crolitre la multiplicité de 1'in-
tégrale a effectuer, le nombre d'opérations nécessité par la
méthode de Monte-Carlo pour une précision donnée, augmente
seulement en fonction de la complexité de 1'intégrande et du
nombre de variables aléatoires uniformément distribuées & uti-
liser, c'’est-a-dire, en gros, proportionnellement & la multi-
plicité n de 1l'intégrale ;

par contre avec les méthodes classiques de l'analyse
numérigque le nombre d'opérations augmente en K .

Cela explique 1'intérét des méthodes de Monte-Carlo
pour le calcul des intégrales multiples.

On trouve dans (1) , chapitre II, les renseignements

suivants : pour une fonction "sufflsamment réguliére” a inte-
grer dans un domaine au contour "suffisamment régulier”, on
utilise la méthode de Monte-Carlo pour n > 4, parfois pour
n > 3 ;

pour une fonction "réguliére par morceau” (possédant
des discontinuités et des variations brutales localisées), on
utilise la méthode de Monte-Carlo pour n > 2 ;

pour une fonction trés peu réguliére, on utilise
en général la méthode de Monte-Carlo dés n = 1.

Richtmyer (1858) donne des conclusions & peu prés
analogues.

4.6. - Autre approche des méthodes de Monte-Carlo ;
Notion de suite uniformément dense ;
Nombres quasi-aléatoires.

Définition d'une suite uniformément dense sur (0,1) :
considérons deux segments quelconques de l'intervalle (0,1)
de méme longueur 1 ; parmi les N premiers termes de la suite

X 4 , 11 y en a a dans le premier segment et b, dans 1'autre
l1a suite x, est uniformément dense sur (0,1) si, lorsgue
N + o , les rapports aN/N et bN/N tendent vers une limite

commune égale a 1.
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Théoréme de Hermann Weyl : pour que la suite x, soit unifor-
mément dense sur (0,1) il faut et suffit que poﬁr toute fonction
intégrale H{x), définie sur (0,1) on ait
i=N !
lim N z H(xi] = J H(x) dx
N-»c0 i=A 0

La notion de suite de nombres uniformément dense est
généralisable pour une suite de points uniformément dense dans
le n-cube (1 x 1 x .. x1)

Le théoreme de H. Weyl fournit donc, sans aucun appel
au calcul des probabilités une adaptation de la premiére métho-
de de Monte-Carlo (du § 4.1.1). On démontre (cf. [4] ), qu’'il
conduit aussi & une adaptation de la deuxiéme méthode de Monte-
Carlo.

On peut donc utiliser les méthodes de Monte-Carlo,
avec des suites de nombres ou de points uniformément denses.

Le caractére probabiliste de la convergence (§ 4.5) disparait
alors comme le montre l1’énoncé du théoreme de Weyl.

Un premier exemple de sulte de nombres uniformément
dense sur (0,1) est fourni par les sultes de Van der Corput
(1935)

Si le nombre entier naturel 1 est représenté dans
la base r par :

i = a a oo @ a 0 ¢ a_ entier < r - 1,

m m-1 1. 5
alors, dans la base r, le i eme terme de la suite est représen-
té par

pr(l] =0, a @ .e.oa@ ., A
Par exemple (base r = 2)
i = 1(décimal) = 1(binaire) p_(i)=0,1(binaire) = 0,5(décimal)
2 10 r 0,01 0,25
3 11 0,11 0,75
4 100 0,001 0,125
5 101 0,101 0,625
6 110 0,011 0,375
7 111 0,111 0,875
8 1000 0,0001 00,0625
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Ce type de suites a été généralisé par Halton (1960)
pour le cas & n dimensions : on obtient une suite uniformé-
ment dense sur le n cube (1 x 1 .. 1) en prenant pour chaque
coordonnée des points une suite de Van der Corput, les nombres,
bases de suites, étant premiers entre eux.

Ces nombres {(ou ces points) apparaissent ainsi comme
des nombres quasi-aléatoires utilisables pour 1l'intégration
par les méthodes de Monte-Carlo.

A ce stade la distinction apparait peut-é&tre difficile
a faire entre nombres pseudo-aléatoires et nombres quasi-
aléatoires ; en effet les méthodes d'obtention des uns et des
autres sont bien semblables.

Pour les nombres pseudo-aléatoires on essaye de sa-
tlsfalre le plus grand nombre de tests statistiques .de fagon
a8 ce gue ces nombres puissent servir & de multiples usages.

On veut:  pouvoir utiliser ces nombres comme de véritables nom-
bres aléatoires. Par contre pour les nombres quasi-aléatoires on
ne s'intéresse qu'a la propriété utile pour le probléme traité :
ici cette propriété est la régularité de l'uniformité de 1la
distribution, sur lequel le caractére uniformément dense de

la suite donne des renseignements précis.

Ainsi, si 1’on considére une suite de nombres pseudo-
aléatoires produits par la formule (1), et que 1l'on écrit ces
nombres en numération binaire, un des tests que l'on peut vé-
rifier (ceci n'est en fait pas vérifié pour les derniéres po-
sitions binaires) est que la suite de 1 et de 0 dans la i éme
position binaire du nombre, est aléatoire avec les probabili-
tés 1/2 et 1/2 ; il est évident sur le tableau (17) qu'il
n'est pas question de vérifier cette propriété avec 1les nom-
bres de Van der Corput (suite de 1 et de D réguliére dans
chaque position).

D’autres exemples de suites uniformément denses ont
€té donnés par Richtmyer (1958) et Bass et Guilloud (1858) (4].

Dans 4] on utilise en particulier le théoréme :

Si ¢(t) = a, + a;t+.. + a tV est un polynome de

degré Vv 3> 2, et si ay, est irrationnel, la suite

X o= Qiﬂ) T T Qizv:/B), p entier > 1,

o0 N\ désigne la partie décimale, est uniformément dense
sur le carré (1 x 1). Ce résultat est généralisable & k
dimensions, auquel cas on doit avoir vV 3 k.
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I1 est évident gue le caractére irrationnel de a
est fondamental pour la démonstration du théoréme ; or les
nombres irrationnels ne pouvant étre exactement représentés
dans un calculateur on peut se demander quelle est la consé-
guence pratique de l'erreur que 1l'on commet ainsi nécessaire-
ment : si 1'on utilise N nombres de la suite, cette erreur
peut étre négligée a condition que le nombre de chiffres signi-
ficatifs soit suffisamment grand (cf. [(2) p. 45).

Nous avons reproduit sur la figure 2, les résultats
donnés dans [4) pour le calcul de l'intégrale fl /1 - xZ%cosx dx,
avec le polynome ¢(t) = wt? (trait conitnu épaig] par la deuxie-
me méthode de Monte-Carlo. Il est & noter que si 1'on wilise
la premiére méthode, 1'emploi de variable de contrdle est tou-
Jours possible et améliore dans ce cas aussi la rapidité de
la convergence.

On doit retenir de cette approche des méthodes de
Monte-Carlo en termes de théorie des nombres, que 1’utili-
sation de suites arithmétigues dont les propriétés sont bien
connues, peut se révéler meilleure que celle de suites pseudo-
aléatoires gui relevent toujours d'un certain empirisme. Elle
permet en particulier une meilleure estimation de l’erreur
commise.

5. = AUTRES UTILISATIONS DES METHODES DE MONTE-CARLO.

Il n'est pas question ici d’'exposer toutes les uti-
lisations des méthodes de Monte-Carlo ; on pourra pour cela
se reporter & (1) et (23. Citons parmi les applications pos-
sibles : la résolution de systémes d'équations algébriques
linéaires, la recherche des valeurs propres et des fonctions
propres d'opérateurs différentiels linéaires, la résolution
d'équations intégrales de Fredholm etc..., qui font appel a
la simulation de processus Markoviens.

Nous étudierons un exemple : la résolution du pro-
bléme de Dirichlet.

5.1. - Résolution du probléme de Dirichlet : Méthode du chemin
:_'F‘: Pglya- '
Nous exposons la méthode dans le cas du probleme

a8 deux dimensions, pour la commodité des représentations gra-
phiqgues. ‘



On cherche une fonction u & c¢c?(p)Nc®
faisant Au = 0 sur D et u = f donné sur 9D.

On commence par se ramener au probléme a
ces finies correspondant, et c’est ce probléme que
che & résoudre par une méthode de Monte-Carlo.

Un maillage carré de méme pas h dans 1
directions est mis en place. On considére les noeu
ce maillage qui appartiennent &8 D, et les points
tions @ (noeuds ou non) des lignes du réseau ave

La discrétisation de 1l'opérateur différe
les relations :

en un point P dont les guatre voilsings
a égale distance h de lui :

1

(18)  u(P) = 7 (u(P ) + ulP,) + Py v alP )

v en un point P dont les voisins sont 3
ces différents hi de lui (point P dont un ou p
voisins sont des points @ appartenant & 29D)

(19) ulP) ad

1

(51 satis-

ux différen-
1'on cher-

es deux

ds P de
d'intersec-
c dD. (fig.
ntiel donne

P, sont
i

des distan-
lusieurs

h h
3 oy

u(p ) 23 AL(P ) e
1 [h1+h3)[hlh3+h2hul L2 [h2+h
ou encore '
i=4 i
z p, ulP.,) , on remarque que
. i 1 .
i=1 1

4
(20) ulP)

n oo

1

Les valeurs u(®) sont connues et il s’
terminer la valeur de «[(P) en chagque point P de

Soit un point P o0 on cherche 3 déterm
solution du probléme aux différences finies approx
la solution du probléme de Dirichlet.

On considére un chemin aléatoire qui par
qui procede par étapes en chaque noeud du réseau,
aléatoirement vers 1l'un des quatre points voisins,
lité de passage d'un point étape P vers son vois
étant p, de la formule (20) ; jusqu'’a ce qu'il
frontiére en un point § o0 le chemin s'arréte ;
cie alors la valeur f(Q).

u](h1h3+h2hu]

P; © 1.
agit de dé-
D'

iner u(P)
imation de

t de P et
chagque fois
la probabi-
in Pi
atteigne la
on lui asso-
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Désignons par v(P,Q) la probabilité pour qu'un che-
min aléatoire partant de P aboutisse au point Q. On a évidem-
ment

‘ i=4
(21} v(P,Q) = _Z RV[Pi' )
i=1
et
(22) viR,®) =1

car si le point est un point du contour, le chemin part et fi-
nit en ce point.

Si 1'on considere tous les chemins aléatoires issus
de P, l'espérance mathématique des valeurs attribuées & ces
chemins est

(23) w(P) = E v(P, le.f(Qj] ,
ot les @, sont les j points Q@ du contour 98D. Associant
(21), (229 et (23) il est clair que w(P) vérifie
‘ i=4
(24) w(P) = I p. w(P,) et w(Q) = f(Q).
i=1 -7

w(P) est donc la valeur de la fonction cherchée,
ulP), solution du probléme aux différences finies.

Ainsi pour obtenir u(P) on fait un grand nombre
d'expériences de tracer de chemins aléatoires issus du point P
et on prend la moyenne des valeurs de f au point final de
chacun de ces chemins.

Le tracer d'un chemin aléatoire issu de P  n'est
autre gque la simulation d’'une chaine de Markov & états absor-
bants.

Il existe des variantes de cette méthode.

5.2. - Résolution du‘probiéme‘de Dirichlet‘f‘Méthdde“dé Muller

La méthode présentée au § précédent converge treés
lentement aussi utilise-t-on plutdt la méthode de Muller.

Soit a_résoudre le probléme de Dirichlet: trouver
u ¢ c*Dp)n c’D) satisfaisant

Au = £ sur D et u = f sur 93D.

AN



La réciproque du théoréme de la moyenne (cf. Courant-
Hilbert, methods of mathematical physics tII p. 278) permet
d'énoncer que :

résoudre le probléme de Dirichlet est éguivalent a
chercher une fonction u telle que sa valeur en un point
guelcongue de D soit la moyenne de ses valeurs sur une
spheére (au moins) de rayon non nul centrée en ce point et in-
térieure a D, et qui soit égale &8 + sur oD.

La méthode de Muller est basée sur cette propriété.

Désignons par S(P) 1la plus grande sphére de centre
intérieure & D. On considére une suite de points : P, = P,
P1 , P. , .. ol Pm+ est un point aléatoire & la surface
de S[ﬁ ] jusgu'ad ce que 1’on atteigne un point P suffi-
sammentmproche de 9DB. La suite se termine alors e% on lui
associe la valeur f(Q) de f et le point du contour le plus
proche de P .

Solit v(P,Q) la densité de probabilité pour que la
suite aléatoire de points issue du point P se wvoit attribuer
la valeur f(Q). Il est clair que, P, étant choisi au hasard
sur S(P) on a :

[25) V(PJQ] = ( J‘ V[P1 ’ Q] dS]/[ dS)-
' S(P) S(P)
et v(Q,Q) = &(Q).

Si 1’on considere toutes les suites de points issues
de P, du type indiqué plus haut, l’espérance mathématique
des valeurs qui leur sont attribuées est
(26) w(P) = I v(iP, Q) Ff(Q) dS ;

aDb

et d'apres (25) :
f W(P1) ds

w(P) = P
[ ds
S

p

(28) et w(Q) = f(Q).

2¢



w(P) est donc la valeur en P de la solution du probléme de
Dirichlet.

Pour estimer w(P) , i1 suffit d'effectuer un grand
nombre d’expériences de constructions de suites Po = P, P
et de prendre la moyenne des valeurs f(Q) correspondantes.
Il s'agit 13 encore de la simulation d'un processus Markovien.

3 a e

Il est & remarquer gqu'elle apparait sous une forme
totalement différente de la précédente : sachant que la fonc-
tion cherchée satisfait la réciproque du théoréme de la moyenne,
on cherche a simuler cette propriété. C'est un exemple de si-
mulation de loi limite.

Signalons enfin que des méthodes analogues peuvent
8tre employées pour la résolution de probléme de Neumann, de
l1'équation de Poisson etc...
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